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MEMORIE E NOTE DI SOCI 


Matematica. — Deduzioni differenziali dalla definizione di vet- 
tort reciproci. — Quoziente vettoriale ¢ derivazione vetioriale. Nota V“ 
del Corrisp. U. CrisoTtt. 


22. — QUOZIENTE VETTORIALE DI DUE VETTORI®), — Si ¢ definito [N. 1] 
quoziente di due vettori 6 e @ (a>>0) il prodotto scalare di 6 per il 
reciproco di @, precisamente lo scalare: 


I _bxKa 
LG aye 


a 


e lo si e indicato colla notazione “2 3! © clot posto: 


bo 6X4 
a ie 


Un tale quoziente lo chiameremo scalare; chiameremo invece quoziente vet- 
toriale il prodotto vettoriale di 6 per il reciproco di @, cioe 1] vettore: 


Ne Es 


a a? 


(1) Presentata nella seduta del 7 gennaio 1934. 
(2) V. la Nota IV a p. 469. Questi « Rendiconti», vol. XVIII, 2° sem. 1933. 


— 4 — 
e lo indicheremo colla notazione seguente: 


b 
ah 5 
a 


Come si vede, al posto della linea di frazione, adoperata per indicare il quo- 
ziente scalare, si é sostituita una freccia per indicare il quoziente vettoriale. 
Pertanto la scrittura e la definizione di quoziente vettoriale dei vettori 6 
e @ sono contenute nella seguente relazione: 


| © 
(4) Keates 


I a 
SING Ee NER OS 
a fe S b 
Se poniamo 
a b 
—/\\b=<,7 
a a 


Da queste definizioni scendono ovviamente le seguenti proprieta: 

1) il quoziente vettoriale di due vettori paralleli é nullo; 

2) se @ € un vettore unitario il quoxiente vettoriale di b per a coin- 
cide col prodotto vettoriale b /(\ a; 

3) se entrambi i vettort sono unitari si ha Videntita: 


° 
> 


b a 
>+>=0 
a b 


4) set, J, Kk é una terna di vetlori trirettangoli oraria, si hanno le 
seguenti identita: 


eae 
{rsa 
>=% 
| & 


5) il vettore 


é Punico vettore, normale a a, che soddisfa all’equazione vettoriale: 


LEA Ne Daal (De 


Esempio meccanico. - Se R e M sono la risultante e il momento, ri- 
spetto aun punto O, di un dato sistema di vettori applicati, ed ¢ R non 
nulla, il piede P della perpendicolare per O all’asse centrale é definita dalla 
seguente formula: 


M 
P=O+<- 
R 


23.— DERIVAZIONE VETTORIALE DI UN VETTORE RISPETTO A UN PUNTO. — 
Sia v = v(P) un vettore funzione dei punti P dello spazio; sia dP il vet- 
tore che esprime lo spostamento da P a P + dP e dv il corrispondente 
incremento di w; in base alla definizione precedente, sara a dirsi derivata 
vettoriale di w il vettore 


dv dy \aP 


ae 

oppure, colle notazioni del N. 3, ponendo ds = |dP|, 
dw dv , dP 

(42) as wae ds 


Sono ovvie, in base a questa definizione e alla (5), le seguenti relazioni: 


djw+v) du dv 
> => +> 


aP OP" aR 
(43) d(m-+¥v) du Abe 
Se = \ 7p 
dP dP 


essendo lo scalare m e i vettori uw e wv funzioni di P. 


ee 
dv 


24. — ESPRESSIONE CARTESIANA DI —>. — Riferiamoci a un sistema di ri- 


dP 
ferimento cartesiano coll’origine in un punto O , comunque prefissato, e di 
vetsori unitari ¢,,¢.,%,; chiamando y,,y.,y; le coordinate di P e v,,v,, 4; 
le componenti di v, si ha: 


3 3 
Pp = O a= Da Vb On 3 o= De Vn ty . 
I I 


dyn 
ds ” 


Tenendo presenti (43) e (5), e ponendo m = si ottiene: 


| 
Ne | 
pan >» - yy, nt th /\ a |. 


25. — DERIVAZIONE VETTORIALE DI VETTORI FUNZIONI DEI PUNTI DI UNA 
LINEA. — Sia vw un vettore funzione dei punti P = P(s) di una linea; al- 


lora é [N. 12] 


dv 
dv 
(44) daar ay he 
dP : 


Introduciamo le componenti intrinseche di #: vt, Un, vs, cioe poniamo [N. 15] 
v=UutEtiuntwdb; 


si ha, tenendo presenti (43) e le formule di Frenet (23): 


dv (dv: Un dUn dvs Un 
en(e— cet (Gets os e)n +(Ga—e)es 


sostituendo in (44) e tenendo presenti n \\t=—b, b/A\ t=n, si ot- 
tiene la seguente relazione intrinseca: 


dv 
AU, Up 
(45) a eee oe 


se (Nae 


In particolare, eguagliando v successivamente a t, 2, &, si ottengono le 
seguenti formule notevoli: 


dt im D0 ee 
(46) aera , 23=-—nN , >=——d'- 
P 


° dP a dP ie | 


26. —DERIVAZIONE VETTORIALE DI VETTORI FUNZIONI DEI PUNTI DI UNA 
SUPERFICIE. — Sia ora & funzione dei punti P di una superficie o; coordi- 
niamo, come nel N. 16, a ogni punto P due versori ¢, e t, , appartenenti 
al piano tangente in P a o e tra di loro ortogonali, e sia N il vettore nor- 
male a o in P e orientato in modo che risulti N = ¢, /\ #,. Allora si ha (30) 


Puen eee ear seit: 
ds 


essendo 8 l’angolo di dP con ¢,. Dalla (42) risulta allora 


| dv dw 
(47) | ics oe - /\ (2: cos 8 + €, sen 8) | ; 


Come nel N. 16, sieno ¢, e €, le direzioni principali e si supponga il triedro 
trirettangolo t,,¢,,N variabile con continuita sopra o. Se introduciamo le 
componenti intrinseche v,,v.,Ux di vw possiamo scrivere [N. 19] 


U=7,t, +0,t, + oN: 


Da questa, tenendo presenti le formule del N. 16, si ricava: 


dv dv, UN dv, UN dun Or V2 
== {|—-+—_— 0) t, —— — — sen 0}f, —— + —cos8 + —sen@|N, 
Ae z oe +(3 5, en +(Z t ae SN 
per cui, sostituendo in (47) e tenendo presente che @, /\ t, = —t, /\ t.=— 
NOt, =, N)/\ t= — f, , si ottiene: 
dv 


(48) 


(Ge — Sos 6) sen 6 — (72 — sen 0} cos 8 N+ 


(Se ye ds Qn 


= = 
ae 
+(5 +7 -c05 6 +. “sen 0) (t, cos 8 — #, sen 8). 

¢ 


In particolare, eguagliando v successivamente a ¢,,t,,N, si ottengono 
le seguenti formule: 


MEN aed pars 
dP Px 
at, 

(49) pe! , cos 9 — &, sen 8), 
dP Pe 
dN I I 
~» = (= sen 8-cos 0-N. 
I NGS 


Meccanica. — Considerazioni sulla resistenza indotta di un’ ala 
portante. Nota“ del Corrisp. G. A. Crocco. 


La teoria vorticale di Praudil e quella del flusso trasversale di Munk 
conducono, nello studio del problema tridimensionale dell’ala finita, alla di- 
mostrazione della esistenza di una resistenza di sostentamento ®@), cioe inelut- 
tabilmente connessa col sostentamento, altrimenti detta resistenza indotta, dalla 
quale é esente l’ala indefinita. 

Questa resistenza é di natura conservativa, cioe si traduce in forza viva 
continuamente comunicata al fluido e non ha quindi relazioni, nelle dimo- 
strazioni suddette, colla sua natura viscosa. La dissipazione del lavoro com- 
piuto per vincere la resistenza indotta interviene solo successivamente. 

Sopratutto lo schema di Munk (che questo autore chiama espressiva- 
mente picture G)) & suggestivo a tal proposito; mostrando il nascere della 
resistenza indotta in un’ala finita mediante la graduale sovrapposizione al 
flusso longitudinale dell’ala indefinita di un flusso trasversale potenziale, de- 
rivato dalla aerodinamica classica del fiuido perfetto. 

Entrambi gli schemi addivengono ad una espressione della resistenza 
indotta che, nel caso di distribuzione ellittica della portanza lungo l’aper- 


tura alare, cioe nel caso di resistenza indotta minima, si usa scrivere, sotto 
forma adimensionale: 


ce Gu 
(1) aa 


dove C, e Cp» sono i noti coefficienti unitari di resistenza e di portanza, 
ottenuti dividendo tali forze per la superficie alare e per il doppio della 


(1) Presentata nella seduta del 7 gennaio 1934. 
(2) Vedi per questa denominazione questi « Rendiconti». 
(3) Munk, Fundamental of fluid Aerodynamics for avicraft designes, 1909, chap. V; 


«Principles of Aerodynamics», 1933, § 12. 


ones) 
pressione dinamica; e A & lallungamento dell’ala finita, cioé il rapporto fra 


Papertura alare, b, e la sua corda media, |. 


A questa resistenza indotta corrisponde, come ¢ noto, un angolo di 
incidenza indotta 


(2) 


di cui occorre diminuire Vangolo d’incidenza assoluto, «, dell’ala indefinita 
per ritrovare il coefhiciente di portanza Cy in funzione di quello che avrebbe 
Pala indefinita a parita di incidenza geometrica. 

Avendosi quindi, dalla teoria di Kutta-Joukowsky 


(3) Choo = Ta 
Si ricava 

Ce CS Xr b 
) Oey gras tes er 


il che puo enunciarsi mediante la proposizione seguente: 

Nell’ipotest di distribuzione ellittica della portanza il rapporto Ira la por- 
tanza dell’ala finita e quella dell’ala indefinita, per la stessa incidenza geome- 
trica, eguaglia il quoxiente fra apertura alare e la somma di tale apertura col 
doppio della corda media. 


Sotto questa forma la proposizione precedente si presta ad una semplice 
interpretazione fisica che vogliamo sottolineare e che, essendo Ja distribu- 
zione ellittica quella che piu si avvicina alla distribuzione reale per le medie 
incidenze, presenta un certo interesse didattico nell’analisi del fenomeno della 
sostentazione. 

Da questo punto di vista conviene anzi invertire il procedimento pre- 
cedente, partendo dalla impostazione intuitiva della precedente proposizione 
e servendosene per giungere a stabilire la legge della resistenza indotta. 


La teoria dell’ala indefinita in fluido perfetto, comunque si supponga 
originata la circolazione, perviene alla determinazione di una portanza alare 
senza resistenza. 

La particolare configurazione del flusso attorno allala, precisabile dalla 
suddetta teoria, viaggia quindi insieme all’ala, sotto la sola azione contra- 
stante del carico ee e delle pressioni del fluido, che si esercita in senso 
perpendicolare al cammino. 

Un’analogia suggestiva di questo fenomeno si ritrova nell’onda solitaria 
in un canale a pareti parallele, che equivale a un’onda con fronte indefinito. 

L’onda solitaria infatti, comunque se ne supponga la generazione, con- 
siste in un rigonfiamento cilindrico della superficie del liquido, tutto supe- 


riore al livello del liquido stesso a monte ed a valle, che viaggia senza 
deformarsi (cioé senza consumo di energia) in direzione perpendicolare alle 
generatrici del cilindro. Questa onda ha percid un volume ed un peso, che 
viaggia insieme all’onda, sotto V’azione alternativa delle forze gravitazionali 
e cinetiche. Le masse di liquido in corrispondenza della cresta dell’onda, 
discendendo a valle dell’onda, fanno risalire altrettante masse ad eguali 
altezze a monte dell’onda. L’altezza di carico perduta a valle viene quindi 
ricuperata a monte, lungo tutto il fronte dell’onda, nel rapporto uno ad uno: 
e la configurazione dell’onda in assenza di viscosita, viaggia con velocita 
orizzontale, riproducendosi indefinitamente. 

Se ora, nel caso dell’ala indefinita (o in una corrente in canale a pa- 
reti parallele), noi immaginiamo al posto delle forze gravitazionali, le pres- 
sioni, contenute dal contorno dell’ala, viaggiante insieme ad esse, noi possiamo 
ritrovare un meccanismo di ricupero analogo a quello dell’onda solitaria 
cilindrica. Un’analoga altezza di carico, perduta a valle, viene ricuperata a 
monte su tutto il fronte dell’ala; e la configurazione del flusso, una volta 


generata da impulsi iniziali, viaggia insieme all’ala, senza consumo di energia, 
riproducendosi indefinitamente. 


Il fenomeno procede in modo diverso nel caso dell’ala finita, che ri- 
chiama per analogia quella dell’onda solitaria divergente. In quest’ultimo caso 
infatti il ricupero di altezza di carico non & pit’ completo, e l’onda non con- 
siste pil in una intumescenza tutta positiva, ma in una elevazione seguita 
da una depressione “). 

Senza ricorrere a questa analogia, il cui meccanismo non é del tutto 
simile, bastera tuttavia considerare che nell’ala finita il ricupero di carico 
sul fronte alare non pud essere completo a causa delle sfuggite laterali di 
fluido, dovute alle pressioni non pit lateralmente contenute dalle pareti del 
canale o dalle adiacenti sezioni dell’ala indefinita. 

In altri termini, se D é il fronte limitato dell’ala finita, il ricupero di 
carico durante la traslazione non puo pil avvenire nel rapporto da b a b, 
cioe su pari fronte, come avveniva nel caso dell’ala indefinita; ma, nelle 
migliori ipotesi, secondo il rapporto da b al nuovo perimetro b + 21, for- 
mato dal fronte b e dai due margini laterali / dell’ala, immaginata come 
un rettangolo di superficie equivalente. Vi sara quindi una perdita di carico, 
ai fini della portanza, formulabile secondo il rapporto mPa 

b+ 21 

E poiché nell’ala indefinita la portanza viene espressa dalla (3) cioé 
risulta proporzionale all’angolo d’incidenza assoluto, il quale pud quindi ve- 
nire assunto come misura di questa quantita che per analogia con |’idrau- 


(1) Lamp, « Hydrodynamics», 1924, § 197. 


lica abbiamo chiamata carico, la perdita di carico ora formulata consisterd 
in una diminuzione di « esprimibile mediante il rapporto 


() —= ; 


che per la (3) si trasforma nella (4) e in definitiva conduce alla formu- 
lazione (2) dell’angolo di incidenza indotta. 
altresi intuitivo come la perdita di carico dovuta alle sfuggite mar- 

ginali di fluido, sebbene di natura conservativa in fluido perfetto, sia tut- 
tavia da considerarsi perduta ai fini della sostentazione, la quale ora richiede 
una continua spesa di energia per mantenere la configurazione del flusso, 
calcolabile nel noto modo attraverso la (2) stessa. 

Similmente si potrebbe risalire dalla (2) alla distribuzione ellittica della 
portanza, dovuta alle sfuggite laterali ed alla conseguente alterazione delle 
pressioni, dal centro verso i margini, lungo I’apertura alare. 


Fisica (Fisica Matematica). — Complementi alla Nota: Rifles- 
sione e rifrazione delle onde elettromagnetiche armoniche di forma 
qualsivoglia ad una superfice piana™. Nota™ del Socio G. A. Macc. 


§ 1. Proseguendo l’esame della soluzione, proposta in fine alla suddetta 
Nota, del quesito posto in principio, si debbono considerare le relazioni 


div F,+—n XF, =0 ) div F.——nXF, =0, 


che scaturiscono dalle (4), e forniscono, indicando con F, a scelta, E,, 
E., H,, H., in conseguenza delle (6), 
(a) divF =o. 
Si é trovato 
(8) rotF =o, 
colle quali equazioni si sono verificate conciliabili le (6). 


Ammesse queste, si puo verificare come le (6) siano pure conciliabili 


colle («). 


(1) Questi « Rendiconti», vol. XVIII, fasc. 12, p. 335. 
(2) Presentata nella seduta del 7 gennaio 1934. 
(3) La numerazione delle formole citate € quella della suddetta Nota. 


— oe 


La prima delle (6) & difatti 
E, — Ven A H, 4 
Donde 


div E, = — Jf E (corm x — 0 H:X< n)= YE rot H xn. 


Ma, per soddisfare («) e (8), & necessario e sufficiente 


P= crad A, Oo; 
(y) | 


(Q='O7 7, OV, te) 


Ora, colla proposta soluzione, assegnate le onde incidenti, riescono de- 
terminati, per 7 = 0, i valori di tutte le incognite, e, per conseguenza, i 
valori di tutte le derivate di Q. Si trovano cosi condizioni sovrabbondanti, 
che non permettono di contare sulla risolubilita del problema armonico, a 
cui conduce la proposta soluzione. Colla conseguenza di infirmarne la 
validita, e apparendone, come ragione, non pit che parziale la verificata conci- 


liabilita delle equazioni finite introdotte colle condizioni rimanenti del problema. 


§ 2. Nella ricerca, che resta da tentare per altra via, dell’indicato pro- 
blema, occorre poi tener presente che, oltre le dodici condizioni finite (9), 
quattro condizioni differenziali, da verificarsi per x = 0, per ciascuna specie 
di onde, sono fornite dalle stesse (4). E cioe, ridotte queste a forma scalare, le 
quattro equazioni corrispondenti a Ey. , Hy,, (v = 1, 2), dove si facciaz = 0. 


— 13— 


Fisica. — Dispersione anomala per la doppia H,K del calcio 
1onizzato. Nota“? del Socio L. Pucctanti ™. 


Il problema di misurare l intensita delle righe spettroscopiche mediante 
la dispersione anomala presenta particolari difficolta quando si tratti di righe 
spettanti all’atomo ionizzato. 

Sono riuscito a superarle sperimentando sull’arco elettrico, nel quale é 
notevole la densita dello stadio ionizzato di non pochi elementi metallici, e 
apportando al metodo da me seguito molti anni fa, alcuni miglioramenti. 

L’interferometro usato é del tipo Michelson con lastre ottiche in quarzo 
e specchi platinati, in apposita montatura meccanica. La sorgente luminosa 
é un arco forzato con carboni a effetto bianco. 

Il vapore spettroscopico in istudio € prodotto in un arco elettrico col 
carbone inferiore (positivo) animato da una miccia opportunamente prepa- 
rata; nel presente caso con Fluoruro di Calcio misto a polvere di carbone. 

Se invece che dell’arco elettrico si trattasse di un corpo omogeneo limi- 
tato da faccie piane e parallele, sarebbe indifferente, per la misura dei ritardi 
ottici da esso prodotti, inserirlo in qualsiasi tratto del percorso di uno dei 
fasci interferenti; ma l’arco manifestamente non soddisfa a queste condizioni. 
Posto nell’intorno di un punto generico di tale percorso, esso produrrebbe 
complicate perturbazioni. 

Queste si sono evitate ponendo l’arco nell’ immediata vicinanza di uno 
dei due specchi, cosicche una sua immagine reale si formi sulla fenditura 
dello spettrografo insieme con le frange. Allora, in grazia della nota equi- 
valenza di tutti 1 cammini ottici tra due punti coniugati, a ciascun punto 
della fenditura corrisponde uno spostamento delle frange dipendente dal puro 
ritardo ottico prodotto dalla corrispondente porzione dell’arco. Cid con una 
approssimazione che si & dimostrata pili che sufficiente nel presente caso; 
il che mi dispenso di ricorrere a combinazioni ottiche un poco pil compli- 
cate, che qui non sto a descrivere, le quali possono eventualmente servire 
meglio in altri casi. 

Perché poi l’arco non danneggiasse il vicinissimo specchio, 1 carboni 
sono stati circondati, con strettissima intercapedine, da un tubo di ottone a 
doppia parete con circolazione d’acqua, nel quale sono praticati due tagli per 
il passaggio della luce; di questi quello che si trova dalla parte dello specchio, 


(1) Presentata nella seduta del 7 gennaio 1934. 
(2) Lavoro eseguito nell’Istituto di Fisica della R. Universita di Pisa. 


(K) 


3933.67 


SI10/O5ms0e SA 


SR 
AWW 


| 


i 


ad esso vicinissimo e la cui immagine coincide sensibilmente con la fendi- 
tura dello spettrografo, puo essere assai sottile. Si ottiene cosi anche il van- 
taggio di proteggere l’arco dalla agitazione dell’aria ambiente, e di evitare 
fluttuazioni di aria calda sul cammino dei raggi, cosicché le frange, se la 
corrente elettrica ¢ costante, presentano una buona stabilita, la quale permette 
di usare tempi esposizione non troppo brevi. 

Ricordando la nota proprieta dell’arco elettrico, di non attaccarsi mai 
a un negativo freddo, ho creduto prudente mettere il doppio tubo raffreddato 
addirittura in comunicazione col carbone negativo, e fare tale comunicazione 
attraverso a una comune lampada elettrica, la quale accendendosi avvertirebbe 
subito, se mai qualche piccolo frammento di carbone stabilisse comunicazione 
elettrica col positivo. 

Un/’accurata messa in punto, e particolari cautele che non sto qui a rife- 
rire, mi hanno permesso di ottenere su lastre a grana finissima (tipo da 
diapositive) gentilmente donate dalla ditta Cappelli, numerose fotografie di 
perfetta definizione nell’intorno della doppia 1S — 2P,, 1S —2P, del Cat 
(A = 3933,7 € A = 3968,5) (KH Solari). 

Da due di tali fotografie, prima ingrandite, e poi dall’ ingrandimento 
proiettate ancora pil in grande, su un foglio di carta, si ottennero, seguendo 
col lapis le linee di massima e minima luce, due grafici, di cul uno é ri- 
prodotto in piccolo nella figura. 

Le intersezioni delle linee cosi ottenute con le rette trasversali (tratteg- 
giate nella figura), delle quali fu determinata la lunghezza d’onda, presentano 
tra loro differenze di ritardo ottico misurate da numeri interi di mezze lun- 
ghezze d’onda. 

Tali valori numerici, sono stati elaborati col metodo dei minimi quadrati. 

Si @ riconoscito che i risultati ottenuti erano in perfetto accordo con 
la nota formula della dispersione, e si & ottenuto per il rapporto tra Vin- 
tensita delle due righe, cinque valori abbastanza concordanti, dai quali si pud 
affermare (con un grado di precisione dello stesso ordine di quello ottenuto 
in misure fatte con vapori entro stufe) che la riga K ha intensita doppia 
della riga H. 


Ringrazio il dott. Lamberto Allegretti della sua preziosa collaborazione. 


eT Oe 


MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica. — Sulla risoluzione delle equazioni ricorrenti, 
lineari, d’ordine finito e a coefficienti costanu. Nota di A. Mam- 
BRIANI, presentata “? dal Socio T. Levi—Crvita. 


Il prof. I. J. Schwatt ha dato di recente, in questi « Rendiconti » @, 
delle espressioni per la soluzione generale cy (v= 0,1,2,++-) di una equa- 
zione ricorrente 


(1) ly = pr Cy —1 = pz Cy—23 


lineare ed omogenea, del 2° ordine, a coefficienti p; e p, costanti; e cosi si 
esprime: «... Non é pero nota lespressione del termine generale. Almeno 
io non ebbi mai occasione di incontrarla nella vasta letteratura dell’argomento. 
Oggetto della presente Nota ¢ di assegnare lo sviluppo del detto termine 
generale. Mi lusingo che sia nuovo cosi il risultato come il metodo seguito 
per ottenerlo. » 

Mi permetto di far notare che la prima espressione data dallo Schwatt &), 
per cy, figura ad esempio in un mio lavoro del 1930), quale caso parti- 
colare della espressione analoga (pure da me data in detto lavoro )) per 
una generica equazione ricorrente 


(2) Ds CTO, Cy ee Gee Oe (a, ==.0). 


lineare, d’ordine finito , a coeflicienti a) ,d,,++-,a, costanti e di tipo 
omogeneo oppure no. 


Circa la seconda espressione per la soluzione generale c, di (1), data 
dallo Schwatt , ¢ da osservare che, con molta maggiore semplicita e ra- 


(1) Nella seduta del 17 dicembre 1933. 

(2) I. J. Scuwart, I] termine generale di wna successione ricorrente finita del secondo 
ordine, «Rend. R. Acc. Naz. Lincei», ser. VI, vol. XVII (1933), pp. 909-917. 

(3) Loc. cit. in (2), formula (10). Per errore di stampa, sotto il secondo segno som- 
matorio, in questa formula, figura scritto pe in luogo di pe 


(4) A. Mampriant, Sulla risoluzione delle equazioni differenziali lineari, a coefficienti 
costanti, « Boll. Unione Matem. Ital.», to. IX (1930), pp. 274-278. Cfr. formula (6’’): in 
questa formula l’estremo superiore s’ del secondo segno sommatorio va mutato in s; pa- 
rimenti nella formula (6’’’) l’estremo superiore r’ del terzo segno sommatorio va mutato 
Tea 

(5) Loc. cit. in (4), formula (6). 

(6) Loc. cit. in (2), formula (36). 


(3) 
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pidita, il classico metodo“) del ricorso alla cosi detta « equazione caratte- 
ristica », della data equazione ricorrente, permette di ottenere una formula 
dello stesso tipo di quella dello Schwatt e molto piti semplice. Lo Schwatt, 
poi, in questa sua seconda espressione ha trascurato di considerare un caso 
in cui la espressione stessa perde di significato, caso corrispondente all’an- 
nullarsi del discriminante della detta equazione caratteristica. 
L’oggetto della presente Nota é il seguente. 

1°. Si richiamano [n. 1] le espressioni della soluzione generale c, del- 
Yequazione (2), omogenea o no, date incidentalmente nel richiamato mio 
lavoro sulle equazioni differenziali ©). Tali espressioni danno c, direttamente 
a mezzo dei coefhcienti ao, a; ,+++,dn di (2) e della successione a secondo 
membro, di. (2). 40e Pen Daas ss 

2°. Si danno [n. 2] delle espressioni per la detta soluzione generale 
Cy ,a mezzo delle radici della equazione caratteristica di (2). Anche qui — come 
del resto a 1° — il punto di partenza per giungere a tali espressioni ¢ 
?« Algebra delle successioni » G) che sembra offrire in questo genere di 
questioni Ja via piu naturale. 

3°. Si pongono in evidenza [n. 3] le osservazioni precedenti circa 
la Nota dello Schwatt, accennando anche come si possa grandemente sem- 
plificare il metodo da lui seguito. 


1. EspRESSIONI DELLA SOLUZIONE GENERALE Cy, DI (2), DIRETTAMENTE A 
MEZZO DEI COEFFICIENTI do, @y,***,Qn E DELLA SUCCESSIONE Dy, Dn 4) On 4+2,e**- 
- Prendiamo a considerare il sistema 


Ap lo = be; 


Ao Cx Pi dty.coi= O; 


ere eee eee ee eee eee eesre 


> 
Ao Cn —x + OS Mam ae 9 20 ae an— lo = eas 


Ope ed lyons > oe IO, = ye yl l= On cy ee Oy. (VE es 


nel quale i secondi membri b.,4,,-+-,6,—: delle prime m uguaglianze 
sono delle costanti arbitrarie (tali dovendo essere Co, ¢1,**+ 5€n—1) € le 
uguaglianze seguenti la n'™ s’ottengono facendo in (2) successivamente 
yv=n,n+1,n+ 2,---. La successione 


ley glia, 209 jl 3 (Gi oy OF: Gillin ORO 


(1) Si veda, p. es., S. PincuErte, Lezioni di Algebra complementare, Teoria delle equa- 
zioni, Bologna, 1921; cfr., in particolare, pp. 181-188. 

(@)) Woercita apy 165) in" (4): 

(3) A. Mamprrant, Sull’ Algebra delle successioni (Memoria I), « Annali di Matem. 
pura e appl.», ser. 4*, to. 8 (1930), pp. 103-139; idem (Memoria II), « Annali di Matem. 


pura e appl.», ser. 4°, to. 9 (1931), pp. 25-56. 
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ey hee 


soluzione del sistema (3) ¢, manifestamente, la soluzione generale dell’equa- 
zione (2). Un tale sistema rientra nel tipo di quelli che servono alla defini- 
zione della cosi detta « moltiplicazione isobarica » delle successioni: introdu- 
cendo le successioni (€,) , (€y_1) > (€v—2), +++ ™, e adoperando la notazione 
di moltiplicazione isobarica, il sistema (3) si scrive compendiosamente nella 
forma 


Gs) (ane, a dy Syos te ee a On eae) ee ly = by (VO, 1525502) 


da cui, facendo uso della notazione di « frazione isobarica » ), 


by 


Qo Ey 35 a; Ey—1 ap OD ee An Ey—n a 


(4) tae 


La (4), nella quale bo,b,, +++, bn—: sono delle costanti arbitrarie, da 
quindi la soluzione generale dell’equazione ricorrente (2). 

Dalla (4) seguono facilmente, per c,, delle espressioni che non con- 
tengono pit l’indicazione di frazione isobarica. Cosi (applicando la formula (5 4") 
della richiamata « Algebra delle successioni », Memoria IJ, p. 51) si ha: 


(s) SS eee 


ee 
f= 6 f= 0 


dove é 


r ry ""n—2 - a , 
6) Ac=PSeo FZ GB a ened ee ss : 
2 I 2 n—I -* 


ry =0 rg =0 ty— = Ty 1, Peg 2 
con p=r+r,+7r. + >:- +7,—, ed inoltre sempre --- =e_, =e_, =0, 


& = 1,6 =€, = +++ = 0; oppure (formula (54’) della detta Algebra, 
Memoria II, p. 52) 


(6’) eS sees at aeons arn, 


Pop isp." 


la sommatoria essendo estesa a tutti i sistemi di m numeri interi, positivi 
ofnulli, r:,72,°*%°57n, tali che sia 


(hap ey ap OOF SP ite =] 5 
i SP a> O90 Se i == So 


(1) Loc. cit. in (2), Memoria I, n. 4, p. 108. 


(2) Loc. cit. in (2), Memoria I, n. 2, p. 106. Il primo elemento delle successioni 
che si considerano s’ottiene sempre dando allindice corrente y il valore zero. Le suc- 


cessioni (ev) , (€v—r), (¢v—2),+++ sopra richiamate sono definite dalle posizioni 
° = €-2 = F—-1 = O*,8 — 1,8 = & — +--+ = 0.7. 


(3) Loc. cit. a p. 17, in (3): Memoria I, n. 23, p. 128. 
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In particolare, l’equazione 
(7) Qo Cy — US By b, (ao = 0) 


ha la soluzione generale 


v, 
(8) a a Ds 1); a bees (b, costante arbitraria); 
s=0 5 
Pequazione 
(9) io Cy + dy Cy—y + Gy bya = by (ao == 0) 


ha la soluzione generale 


r=o Sey 


v s 2r7r—S somer 
a eee eee 
Gojue =>, by 3 yt y( y ce (50,6, costanti arbitrarie); 
s=0 Ao 


Pequazione 


(rd) Dolby at ly at Laiey sae Ay by = Uy (ae==0) 


ha la soluzione generale 


v 5 y r—Q r+2Q—s s—r—Q 
(2) ey by >, Zeus) oe 


s=0 r=0 e=0 S—T Ao 


(bo, 6: , 6, costanti arbitrarie). 


2. ESPRESSIONI DELLA SOLUZIONE GENERALE Cy, DI (2), A MEZZO DELLE 
RADICI DELL’EQUAZIONE CARATTERISTICA DI (2). — Come si sa, quando la (2) 
é omogenea (vale a dire ¢ by = b,41= 0,4, = +++ =0) la sua soluzione 
generale c, si sa esprimere a mezzo delle radici 


Hy 9 hr 522° Oy 


della cosi detta equazione caratteristica di (2): 
lg XY 4G X"—* + 208 + dy X + On =O. 


Diamo ora un’espressione di cy, a mezzo di dette radici, valida pure se (2) 
é non omogenea e anche se tali radici non sono tutte diverse. 
Applicando la formula “) 
Sy . 


Vv Vv Vv 
== Hiyhry °** yn; 
Ap &y + A; Ey—-1 + °° + Ay Syn!” Ao 


(1) Loc. cit. a p. 17, in (3): Memoria I, p. 138, formula (19’); formula che si dimo- 
strera con metodo elementare e semplice. 


la (4) si puo scrivere: 


I sagt aera 
(13) ty = bys ave ave ses eax (Do, br,+*+,0—1 costanti arbitrarie), 
re) 


oppure, col segno sommatorio, 


dove la sommatoria ¢ estesa a tutti i sistemi di 2 + 1 numeri interi, positivi 
o nulli, 70,17:1,725°°°,%m tali che sia ro tt: +12 +-+: +m =vY.- In 
particolare: 

L’equazione (9), del 2° ordine, ha la soluzione generale 


I s—r #; 
(10’) ty = — by 5 a4 =e ie). Oe a, 


fo) Ao s=o0 a0) 


(,, 0: costanti arbitrarie). Pi precisamente: Se € «, =, si ha: 


' I Vv . th NO 
(0!) w= theG+Nd=2 Von e+ (Alaa; 


se € invece o,==a@, si ha: 


-s I con ee ieteatge ec: 
> Vai 4 a0, = Goes a: +Va7— 44,4.) “'—(—a,—Ya—4 aoa.) **} 


AR = 


; 
L’ equazione (11), del 3° ordine, ha la soluzione generale 


Ss We 


(12) Cy = = Page Ree eS: pes Cee Noe 


Ao s=0 r=0 Q=0 


(i550; 0; costanti arbitrarie). Pil precisamente: Se & a, =a, = Gest Maz 


(12 ) AS Sia (aes 


Qo s=0 


SOMO nels =8O,. Star 


(12) ty = See +- 2) tr Ges + (Sit 1) one ts 


ly (& — &)? ar is 


se le radici &, ,%,,a, sono tutte diverse, si ha: 


I . 
C2 aa > bv—s| (a — 05) a? + 


Ao (O41 — a) (@: — 05) (4. — a5) 


+ (a, — a) a" ’ + (a: — @,) ast? }, 


2d 
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$1 potra poi sostituire «, ,«,,«; con le loro espressioni a mezzo dei coef- 
Meients do5 an; O25 Ge 


3. OSSERVAZIONI RELATIVE ALLA Nota DELLO Scuwatt. — Dalla for- 
mula (10), ove si ponga — conformemente a (3) — 


Os =e Col le DO Semio ey a ee, 


sottiene facilmente, con un semplice mutamento di variabile di sommazione, 
la prima espressione - data dallo Schwatt nella citata sua Nota - per la 
soluzione generale c, dell’equazione omogenea (1), di 2° ordine. Eseguendo 
su questa espressione parecchie trasformazioni, lo Schwatt giunge ad una 
seconda espressione di c, a mezzo di radicali quadratici, di forma alquanto 
complicata e valida per 1 + 4y = 1 +4 (2: p;) =—0, ossia quando l’equa- 
zione x? = p, x + p, ha radici distinte. Si conosce invece per questa solu- 
zione cy (nel caso delle radici distinte) un’espressione tanto pil semplice di 
quella dello Schwatt e che si pud dedurre immediatamente dalla (10.). Lo 
Schwatt per dedurre tale seconda espressione, premette una formula “) che 
dimostra con ingegnosita mediante trasformazioni di serie, e per applicarla 
é condotto a fare numerose considerazioni. S’ottiene invece una notevole 
semplificazione osservando che é 


er eee 
Pet ¥ my 


Sie eee 
BS Geta ay 
| a trVt + 4y . 


(come si stabilisce subito elementarmente coll’Algebra delle successioni). 


(1) WLocmcit; a p.117, 10) (3) ssormulas(4): 


ey ye 


Matematica. — Le condizioni di Saint-Venant per le defor- 
mazioni di una varieta riemanniana generica. Nota \J di C. Aco- 
STINELLI, presentata‘? dal Socio T. Levi-Civira. 


4. - Proseguendo nello studio iniziato in una precedente Nota “, se ora 
poniamo 
(15) p= vet — 1) |r —K yk AE 4 rd], 
a (14) diventa 
(14’) dn—nb+ bs =. 


Prendendo |’invariante primo di ambo 1 membri di questa e osservando 


che I, (by)-= 1, YW), © che 


risulta 


(16) grady (I, ¥) X s=1, B. 
Dalla (14’) si deduce poi, applicando prima a sinistra e poi a destra, 


Yn—dyy+pys=vp, 
dnp— nv +bu.s-d= By, 


da cui, sommando 


Gz) Vn—nvtydist hsb = 6 + By. 
Ma 
hist hepad Test had a= Ses, 
me segue: 
* a iy 
(17’) yy ae td 8 = 96 + BY, 


(1) Nella seduta del 3 dicembre 1933. 
(2) Vedi fasc. precedente questi « Rendiconti». 


a | 


e prendendo l’invariante primo di ambo i membri di questa e osservando che 


hey Y dy i 4 


si ottiene 
(18) grado (I. #) X 8 = 21, (UB). 
Analogamente dalle (14’) e (17’) si deduce 


Py—-vyvt+Yds=vsB, 


nb np + So 9b = 8) + Be, 


da cui, sommando e prendendo l’invariante primo della relazione che cosi 
Si Ottiene, si ricava 


(19) gradv (Ie B) X 8 = 31, (YB). 
Cosi continuando si ha in generale 


(20) prada. 0x 87 Tea UB). aa ool 
Supposto allora 
J=am | grads J, b), grads (1, ¥) ,- +> , grads C1, v")| = tO 


per una nota formula del Prof. Boggio'), si avra 


n 


(21) s= d,(— 177 Le (YB) E [grads (1, Y) , grady a #4), ++ 


1 


- ++, grady (I Y—'), grady (Li Y +"), +++, grade (I, b*)| /J. 


Derivando questa superficialmente, poi prendendo la dilatazione di ambo i 
membri e ricordando che 


dy s dy Ss 


dQ 


(1) T. Boceio, Formule di calcolo vetloriale negli iperspazi e applicaxiont (« Atti della 
R. Accad. delle Scienze di Torino», vol. LXVI, 1931). Cfr. anche dello stesso autore, Sopra 
alcune formule relative alle linee e ipersuperficie coordinate di una varieta riemanniana (« Bol- 
lett. Un. Mat. Ital.», n. 4, 1933), come pure Geom. Diff., pp. 280-284. 


si deduce 


(22) DAYS rym (Y~'B)E [arads (Le) grade Ch ) 


. grade (Ie) grade (Let *) ++, gsade (Is b")]/J 


che @ la condizione cercata a cui deve soddisfare la data dilatazione &, e 
che tenuto conto del valore di B espresso dalla (15), risulta del terzo ordine 
rispetto a &. Tale condizione fra dilatazioni equivale ad n(n + 1)/2 equa- 
zion scalari. 


5. - Nel caso particolare in cui la V, ha curvatura riemanniana co- 
stante c, risulta (Geom. Diff., p. 202), Rv = cb, ove & € la nota omo- 
grafia costante del terzo ordine tale che, se @, &, sono due vettori arbitrari, 
si ha 


E,ab = H(a,b)—H(6,a). 


Ne segue 3, = 0, e quindi primo membro della (9) diventa 
cE; n—n& + K (&;) — k* & a)], 


il quale risulta identicamente nullo, come si verifica subito applicandolo a 
tre vettori arbitrari tangenziali a,6,¢, e sviluppandolo. 
La (9) diventa allora 


(Sag (AS sor + cb El =o, 


che é la condizione richiesta, del secondo ordine rispetto a €, stabilita dalla 
Dott. Andruetto nel caso delle V, aventi curvatura riemanniana costante “), 


6. - Come altro caso particolare, consideriamo una V, e ricordiamo che 

2 2 r . . 2 
K da, €/dQ? = d, §/dQ?, e KkK =kKk; indicando poi con a, b due vet- 
tori arbitrari tangenti alla V, nel suo punto Q, e con é, ,é,, 4, , tre vettori 
unitari ortogonali, anch’essi tangenti alla V,; in Q, si ha successivamente. 


(3) (PDO -Kk a xd = C—O Kk aihxo= 
=3, 0-0 lke & LAS yh kk* a ts bax i= 
= Si 2v(ker 28 os —t kk Se a d) ax hs 


(1) Cfr. G. ANDRUETTO, seconda Nota citata, p. 795 (13). 


Ma derivando superficialmente la nota relazione “ 


i 1Q3Q— 8QdQ = K Rotv £-(dQ A 3Q), 


ove € = Ké, si deduce facilmente, 


ad, & a, © dv K aa a 
rink ee 
kk dQ: dQ 8Q — kk* 1Q: sO aO'= k 
qualunque siano gli spostamenti dQ , 8Q, del punto Q, percid dalla (23) segue 
dy K 
v (k* — 1) (1 —K)k Texo=d 2Vk eae ‘O6/)\ b)| \axX th, 


ossia, per la definizione dell’operatore Roty , 


a apa — >a Rote K Rotv§-(6 A &)]) hax th = 


= [I, (Roty K Roty&) — Rots K RowEla x b, 


v (k* — 1) (1 —K)k 


e quindi, per l’arbitrarieta dei vettori a, 0, risulta 


di, 
(24) v(k*—=1) (1 —K)k “ = I, (Rote K Roteé) — Rotv K Rotoé. 


Introducendo lomografia p di Ricci (Geom. Diff., p. 246), si ha ancora 
vki* (Ra = Dd, REtati= di lrEnA@™] At = 


See ee een 
e quindi, per Varbitrarieta del vettore a, 
(25) vk* te) =Lyu(h§—&) + 4s + &~—I, (us) —-LE-p. 
Ricordando inoltre che (Geom. Diff: p. 250), 
(26) b=u—lip, 


risulta 


VR =WWHE=¥=-U—Lhy)é, 
e percio, sottraendo dalla (25), si ha 
(27) v(k*¥— 1) (HE) = 1 di u—y) + S4—h Gy). 


(1) Cfr. C. Buratt Forti e R. MarcoLonco, Analisi Vettoriale generale - Trasfor- 
mazioni lineari, p. 195, 18 (Zanichelli. Bologna, 1929). 
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Tenendo allora conto del valore (15) di ®, in virtt delle (24), (26) 
e (27), la (14') diventa: 


(28) pn— ny + wu s—I, (us 8) =I, (Rote K Roty€) — Rots K Rote + 
+1,€(:u—v) + &¢—hL Gp). 


Ma prendendo l’invariante primo di ambo i membri di questa si ottiene 


(29) Ie, (u. s) = 1, Gu) —I1,€-1, w—I], (Rots K Roty 8), 
semplificando percio la (28), si deduce 
(30) uy—yut ws = (E—I, &) u — Rotv K RotvE, 
ove il secondo membro é funzione nota di &. 
Ponendo 
(31) y = (€—1L &) u— Roty K Rots & 
si ha 
(30’) PN— NB + be S=Y- 


Da questa, con procedimento perfettamente analogo a quello applicato 
nel n. 4 alla (14’), supposto 


W = grado (lew) /\ erads C1: 2?) & grade (1 a eo 
si ricava 
s = [I y- grads (Ly?) A grade Ci p38) + 21: (wy) + grado (Is w3) A\ 
A grado sw) + 31s (y? y) + grade (Is uw) /A\ grade (I; p?)]/W, 


da cui, derivando superficialmente, prendendo quindi la dilatazione della re- 
dys 


dQ 
D % RE “Von grad» Ci U?) /\ erady (¢e 3) + 21. (2) : grady , U3) N\ 


lazione che cosi si ottiene e ricordando che D 


= &, si deduce 


/\ gtado (1; w) + 3.1, (u? y)- grade C1, p) A grade (L, y?)]/W} = &, 


che é, nel caso di una V, generica, la condizione cercata, di terzo ordine 
rispetto a €, alla quale corrispondono le relazioni di Saint-Venant. 

Se la V3 ha curvatura riemanniana costante c, allora risulta p=c, 
p. = 0, e la (30’), tenuto conto della (31), porge senz’altro la nota con- 
dizione “) 


Roty K Row a = eG ae Ue &). 


(1) Cfr. G. Anpruetro, Note citate. 
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Matematica (Calcolo delle Probabilita). — Su un problema 
del calcolo delle probabilita. Nota di G. C. Wick, presentata “) dal 
Socio G. CASTELNUOVO. 


In alcune recenti ricerche di spettroscopia ) si é presentato il seguente 
problema di caicolo delle probabilitt: consideriamo un « gas» unidimensio- 
nale, costituito da punti disposti su una semiretta con densiti media 1 (ossia 
in media un punto per unita di lunghezza). Indichiamo con x; l’ascissa del- 
Piesime punto, contata a partire dall’origine, e consideriamo l’espressione: 


(1) os > x; 3 


dove la somma va estesa a tutti i punti costituenti il gas. Questa somma 
puo assumere tutti i valori da zero a. co secondo la posizione delle parti- 
celle. Si tratta di calcolare la distribuzione di probabilita dei diversi va- 
lori dio. 

Nel presente lavoro espongo un metodo di risoluzione, applicabile anche 
ad altri problemi analoghi, con cui si riduce il problema al calcolo di un 
integrale semplice. 

Per precisare il problema consideriamo dapprima un numero finito 
di punti su un intervallo di lunghezza n. Passeremo poi al limite per n 
infinito. Possiamo considerare in generale invece della (1) una somma : 


1 
(2) = > f() 

dove f é una funzione finita e continua (salvo tutt’al piu nell’origine) e ten- 
dente a zero all’infinito in modo tale che il suo integrale sia assolutamente 
convergente all’infinito (questo ¢ necessario, come vedremo, per il passaggio 
al limite per 1 infinito). 

Supponiamo inoltre che la probabilita a priori che una particella si trovi 
nell’intervallo da x a x + dx sia proporzionale a dx e indipendente sia da x 
che dalla posizione delle altre particelle (come non sarebbe se p. es. le par- 
ticelle avessero un raggio finito). Allora la probabilita che la prima parti- 
Celltci trovimtia. ve x, 4 ox, , la Seconda-tra x, ex, + dx, ,+++, lnm 


(1) Nella seduta del 17 dicembre 1933. 
(2) Ved. un lavoro del prof. E. Fermi, che uscira prossimamente. 


ee) 


tra X» € X, + dx, & proporzionale a dx, dx, +++ dx,. Se consideriamo 
X,,X2,°**,Xn come Je coordinate di un punto in un iperspazio a n di- 
mensioni, possiamo trattare l’espressione precedente come un elemento di 
volume di questo iperspazio. Abbiamo allora che la probabilita che o sia 
compreso tra o e o+do é uguale al rapporto dell’ipervolume di quella 
regione C, in cui la (2) ha valori compresi tra i limiti precedenti, all’ iper- 
volume di tutte le configurazioni possibili, che ¢ 1”. Indicando con py (oe) do 
la probabilita precedente, scriveremo brevemente: 


(3) pa(o)do = f dv dis 5 ++ yds. 
C 


Per calcolare questo integrale si puo ricorrere a un artificio analitico; a 
questo ¢ dedicato il seguente paragrafo. 


Cerchiamo di rappresentare p»(o) con un integrale di Fourier, mediante 
la ben nota funzione caratteristica @»(@) definita da: 


(4) Qn (@) == i Pn (c) Cm Oe do 


colla convenzione che py(o) sia nulla per quei valori di 6 che la somma 
in (2) non assume. Allora: 


at 
I + CO 


(5) pu()=— |] gn (@) eda. 
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Ora tenendo conto di (2) e (3) si vede facilmente che: 


n an n n 
I : iG I P 
oo) = | ie | ax, vf dry emi 3 (d= E) [ e— if @) dx 
5 ° 


o oO 


nm 


I] problema é cosi notevolmente semplificato, essendo ridotto al calcolo di 
integrali semplici. 

Passiamo ora al limite per  tendente a infinito. Scriviamo a questo 
Scopo : 


an 


| ei) dx = n —{ [1 — ef] dx. 


ov 


Ricordando le ipotesi fatte sulla funzione f(x), si vede facilmente che 
il secondo integrale converge per n =o. Allora: 


(6) 
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a= n=0O oO 


@() = lim @.(@) = lim ! (eaew / [1 — ef] ax| = p—[ eae 
love) WL ‘ 


Pvt 
(6a) P(e) = lim pu@)=s | 9(w)eorde. 


Vediamo dunque che il problema é ridotto al calcolo di due integrali semplici. 
Consideriamo ora il caso particolare: 


(7) f@M=— , a> 


Xx 


(sommabile all’ co). E ora conveniente usare solo valori positivi di. Scri- 
viamo quindi, indicando con Rw la parte reale di u: 
poo 


(8) p@)= | [p (@) * + e(— @) e—] dw = £8 ['9) eis dey , 


fo) oO 


L’integrale che da @(@) si calcola ora facilmente. Si ha, integrando per parti: 


lee) 200 d ° 
[ [1 Catt Fags Bs i = — xXx e—iox— % t® dx 
i ax\ x% 
oO Oo 


Poniamo ora: 


: : Tt 
ix —* = & 5 arg § = arg io = — ) 6=—- 


Allora Vintegrale diventa: 


+ io 
(io) | e-BE-B de. 


(9) 


L’integrazione avviene lungo l’asse immaginario del piano della variabile 
complessa §. Vogliamo ora mostrare che si puod deformare il cammino 
d’ integrazione in modo da farlo coincidere col semiasse reale £>>o. Basta © 
a questo scopo mostrare che l’integrale complesso esteso a un quarto di 
circonferenza congiungente i punti § = R e € =iR(R>>0) tende a zero 
per R =co. Infatti, posto € = Re’?, si vede facilmente che tale integrale 
é in modulo minore di 


uw 


a Ri—B ioe Ras 
2 


oy 


ie) 


che effettivamente si annulla per R = co, essendo 6 >o. Abbiamo dunque 
finalmente : 


(0) fered = (iat [ert EP = (Foy TE =P). 


Nel caso che particolarmente ci interessa, € B = rake — 6) = 3.6256. 


Resta ora da calcolare l’integrale (8). Non mi ¢ riuscito di ricondurre (8) 
a nessuna funzione nota e tabulata. Non resta quindi che calcolare |’inte- 
erale numericamente caso per caso. Questo ho fatto nel caso particolare 


B= 2h per l’applicazione a cui gid ho accennato. Prima di esaminare i ri- 
4 


sultati del calcolo numerico, vogliamo esaminare brevemente alcune pro- 
prieta della funzione p(o), che si possono dedurre direttamente dalla for- 


mola (8). Da (6), (8) e (9) si ha: 


[oe 
(10) p(c) = = a | gioo—(io) PT (1—B) J gy ; 


(0) 


Vogliamo ora trasformare (10) in modo da poterne studiare il com- 
portamento asintotico per grandi valori dio. 

Con un ragionamento analogo a quello che ci ha fornito la (9) si pud 
vedere che l’integrazione in (10) si puo estendere lungo V’asse immaginario, 
da zero a +100 (cammino ¢ nella figura). Basta osservare che per wo = Re'® 


Tos ees 
con ON Yintegrando ha modulo inferiore a: 


e—(i— 6) RB r(r—) 
purche: 


oki-8 > > er(1 —B) 


e tende quindi a zero per R = co, poicht oc G1. 
Se ora poniamo (sull’asse immaginario del piano m) o = ix troviamo 
finalmente : 


co 
(obla) D(C) = - a | e—ox—(—x)B PB) dx , 


° 


Da questa espressione si deduce facilmente che op(o) & sviluppabile 
in serie di potenze di o—P (€ anzi una trascendente intera rispetto alla va- 
tiabile o—8). Per grandi valori di @ basta tener conto del primo termine, 
che da, dopo facili semplificazioni: 


(12) Ones 


fet 


L’intero sviluppo é: 


(13) p(s) = 2 S sen mm (1 —B)T(Bm + 1) 


m=o Mm | Oo of 


ee ae 


Questa serie, come anche Vintegrale (11), converge lentamente per 
piccoli valori di o. La funzione p presenta nel punto o = 0 una singola- 
rita essenziale, e non ¢ quindi rappresentabile nell’intorno di zero mediante 
serie di potenze intere o frazionarie di o. E perd facile trovare uno svi- 
luppo semiconvergente con le seguenti considerazioni: riprendiamo |’inte- 
grale nella forma (10). Consideriamo quel punto w, del piano complesso per 
cui l’esponente ha derivata nulla. Si ha: 


espe ee 


oO 


(14) @=—ip , pré 


Tale punto é sito sull’asse immaginario negativo, a distanza tanto pil grande 
dall’origine, quanto pil piccola € o. Deformiamo ora lievemente il cam- 
mino d’integrazione, facendo percorrere a w dapprima l’asse immaginario 
negativo fino a w,, poi la retta parallela all’asse reale fino all’ infinito (cam- 
mino 0 nella figura). 


4+L@ 
Plamo 
a 
c 
a +6 

t) 

1 
i 

1 

H 

' b 
Sa ae a a ---> 


Nel primo tratto del cammino, ¢ arg (io) = 0, l’esponenziale e quindi 
reale, l’integrale & immaginario puro e non da alcun contributo a p(o). 
Pel secondo tratto poniamo @ = @) + x e sviluppiamo Vesponente di (10) 
inesenie dian perry << [l.; 

JSr trova: 


(15) iwo— (ay Tr —8) = — FP yo — BE A) Bah 


Ora si vede facilmente che per grandi valori di yw, ossia piccoli valori di o, 
Vesponenziale tende rapidamente a zero al crescere di x, anzi, gia per va- 


lori di — piccoli rispetto a 1 diventa praticamente nullo, di modo che nel- 
U 


l’integrazione si possono trascurare sia le potenze di x superiori alla se- 
conda nello sviluppo (15), sia il fatto che per x >> p lo sviluppo non 
valido. (Queste considerazioni possono facilmente venir rese pili rigorose. 
Esempi di analoghe valutazioni asintotiche si trovano in numerosi trattati). 

Otteniamo cosi l’espressione asintotica, secondo la definizione di Poincare: 


I 


Lj7- » 8B) PUB) age 
ICDS aad B e u dx 


e finalmente: 


(16) pe) 2 eg oe ee 


dove: 


AmB =6P(1—8) , BB=(1—8)A®. 


Nel caso particolare B = si trova: 


Na 
~ 4 Lee r(‘) eee PZ 18,22 ++ 
On) q (°) -? 16 ed Jo | a io é aE 


. hee ; 
L’integrazione numerica é@ stata eseguita mediante la forma (11) del- 
Pintegrale, e per grandi valori di o mediante lo sviluppo in serie (13). 
I risultati del calcolo sono i seguenti: 
C= 1 TKS 2.81 55.0 5 7.02 


p(c) = 0.000 0.049 0.202 0.175 0.101 O-O51e 


Per o grande la p() si calcola facilmente con la serie (13), che da: 


op(o) = 0.2068 & + 0.2117 & + 0.0956 &3 — 0.0311 & — 
— 0.0231 & — 0.0083 &7 + --- 


dove & = 3.62560-,. 
Con questi dati € possibile costruire un grafico di p(e) abbastanza 
accurato per lo scopo di cui si  detto. 


5) eee 


Matematica. — Sulle equazioni ellittiche a derivate parziali con n va- 
riabili indipendenti. Nota di R. Caccioppout, pres. dal Corrisp. G. Scorza. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Sul’ equazione differenziale di Riccati e su qualche ri- 
sultato di geometria differenziale. Nota di S. Mrverni, pres. dal Socio F. Severt. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica (Geometria). — Determinazione delle superficie iperspaziali 
con un sistema triplamente infinito di curve razionali normali. Nota di E. Bom- 
PIANI, pres. dal Socio G. CasTELNUOVO. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Meccanica. — Sulla propagazione delle onde sismiche. Nota 
di R. E1naunt, presentata‘? dal Socio T. Levi-Crvita. 


Nel 1885 Lord Rayleigh trovo una soluzione delle equazioni dell’ela- 
sticita che corrisponde alla propagazione, lungo la superficie piana di un 
solido, di onde sinusoidali, piane, indefinite, smorzate in profondita, e avanzo 
subito idea che tali onde avessero una parte preponderante nei terremoti. 
La fase principale delle onde sismiche comprende, come ¢ noto, una « prima 
fase principale » composta di onde a vibrazioni orizzontali-trasversali, e una 
« seconda fase principale » composta di onde a vibrazioni orizzontali-longi- 
tudinali e verticali, con prevalenza delle vibrazioni verticali. Ora la solu- 
zione di Lord Rayleigh corrisponde effettivamente a vibrazioni orizzontali- 
longitudinali e verticali, con prevalenza delle vibrazioni verticali, e sembra 
quindi rappresentare perfettamente le onde della seconda fase principale: per 
questo motivo tali onde si chiamano oggi comunemente «onde di Rayleigh ». 
Non é possibile invece spiegare, nell’ambito della teoria di Rayleigh, le onde 
della prima fase principale: cid ha suggerito a Wiechert V’ idea che le onde 
della prima fase principale non siano onde che si propagano liberamente alla 
superficie della terra - compatibili cioé colle condizioni di sforzo nullo - 
ma siano invece il prodotto di continue riflessioni sulle superfici inferiore 
e superiore della litosfera; anzi, secondo Wiechert, lesistenza di tali onde 


(1) Nella seduta del 17 dicembre 1933. 
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prova l’esistenza di un magma semi-fluido, sul quale nuota, in certo qual 
senso, la litosfera, assimilabile a una lamina a facce parallele. Love preciso 
matematicamente le idee di Wiechert, ed & per questo motivo che le onde 
della prima fase principale vanno oggi comunemente sotto 1] nome di « onde 
di Love ». 

A questo punto perd sorge spontanea la domanda se le onde della prima 
fase principale non possano invece interpretarsi come onde, compatibili colle 
condizioni di sforzo nullo alla superficie terrestre, ma rette da una legge di 
propagazione differente dalla legge che regola la propagazione delle onde di 
Rayleigh. Per rispondere a questa domanda ho deciso di ricercare il pit 
generale tipo di onde che partono direttamente dall’ipocentro e che sono com- 
patibili colle condizioni di sforzo nullo alla superficie terrestre. Tale ricerca, 
che ¢ oggetto del presente lavoro, ha portato alla conclusione che le uniche 
onde che, partendo direttamente dall’ipocentro, si propagano liberamente 
alla superficie della terra, e cio€ sono compatibili colle condizioni di sforzo 
nullo, sono proprio onde a vibrazioni orizzontali-trasversali, come le onde 
della prima fase principale! 


§ I. — Assimiliamo la superficie terrestre a un suolo elastico piano 
indefinito, che assumeremo come piano (xy) di un sistema di coordinate 
cartesiane ortogonali. 

Se ci limitiamo a considerare i fenomeni sismici in regioni sufficien- 
temente lontane dall’ ipocentro, questo si pud confondere coll’epicentro, che 
supporremo nell’origine del sistema di coordinate. 

Indichiamo con § lo spostamento elastico: esso soddisfera |’equazione 
differenziale dell’elasticita : 


o2 
es p — (+n) hacia a ages 


Decomponiamo il vettore § nella somma di un rotore e di un gra- 
diente : 


(2) S = rot U + grad ® 


e sostituiamo l’espressione di § data dalla formula (2) nella equazione (i): 
si trova: 


(3) prot eee a 


w) grad A,®— wA, rotU—pA, grad ® =o. 


Ma dalla identita: A, v = grad div » — rot rot, si deduce: 


(4) A,rotU=rotA,U , A, grad ® = grad A, ©. 


Tenendo conto di (4), le (3) diventano: 


eae — 4.0 + grad |p 


2 
{2 


Ger tor 2 (Sen ALO 0 


cui si soddisfa ponendo: 


oU eek) 
6 iy Cpe ate A Mr Ups eel oe 
) U te 208? : ae A+ 2 of? : 


Cio posto, supponiamo che il terremoto abbia inizio nell’istante 1 = 0; 
is : 53 ; ; oSay: : 
cio equivale a supporre che, nell’ istante ¢ = 0, i vettori Se ay Siano nulli 


in tutto lo spazio, meno che nell’ipocentro, ove diventano infiniti. La de- 
terminazione delle pit generali onde sismiche che partono direttamente dal- 
Yipocentro sara allora equivalente alla determinazione delle soluzioni delle 
equazioni (6) che si annullano, colle derivate prime rispetto al tempo, in 
tutti i punti dello spazio, eccetto che nell’ipocentro, ove diventano infinite. 
Tali soluzioni sono date, come é noto, dalle formule: 


| iT: ee) cea NE ae t) U. i, © —V:1) 


r Z 7 if 


] pases 


r 


ove V, V, ed r sono forniti dalle relazioni: 


@ vcV2 va/t?# -eletytTe 
ree p 
e fi f.f; € @ sono funzioni arbitrarie. 

Dalle relazioni (2) e (7) si ricava allora che le componenti dello spo- 
stamento elastico corrispondenti a onde sismiche provenienti direttamente dal- 
Pipocentro e causate da una arbitraria perturbazione ipoccntrale, sono date 
dalle relazioni: 


sm 2 (pA) 2 (nA) ee (e— 2) 


ove l’apice posto a destra delle funzioni jf; ,f,,f, indica derivazione rispetto 
all’argome nto s; = r— Vit, mentre l’apice posto a destra della funzione 9 
indica derivazione rispetto all’argomento s, = 1 — V,t. 


\ 


Le componenti Sx ,Sy,S;, date dalle formule |9| , soddisfano dunque 


le equazioni dell’elasticita qualunque siano le funzioni fy rhasts € @. Tali 
funzioni dipendono quindi esclusivamente dalle perturbazioni ipocentrali e 
ne caratterizzano, in un certo senso, |’ intensita e la durata. 

Noi dobbiamo ora esaminare quali fra le onde rappresentate dalle for- 


mule |9| si possono propagare liberamente sul suolo elastico, compatibil- 


mente colle condizioni di sforzo nullo: 
(10) Le = Ly = Lig per 7=0 


Ricordiamo che Zx,Zy,Z;z e le derivate dello spostamento elastico § 
sono legate dalle relazioni: 


Sz, (eSz , 2Sy 
Zy = (A + 2p) a so a By 
. oS; 2 Sx 
oe ds =| ax + x 
aS; aSy| 
Zy = “ = 
Peoria ere! 


Dalle formule lo | e- (11): sis ricava 


e) 
Zyno= {0+ wa (’— 2) +05 |Z Q’ . |+ 


r 


(12) e 
er 


yas =| 8) “ ( 


erann ahd MiB) v3 [Be 


2 


Dalle relazioni (12) si vede senz’altro che le condizioni di sforzo nullo 
alla superficie terrestre non implicano alcuna restrizione alla funzione f, che 
rimane quindi completamente arbitraria. Se ne conclude che fra tutte le onde 


elastiche provocate da esplosioni ipocentrali, soltanto quelle rappresentate 
dalle formule: 


BH S-2(t-) 98-8 


Si possono propagare liberamente alla superficie del suolo. E tali onde cor- 
rispondono precisamente a vibrazioni orizzontali-trasversali. 


§ H. — Le conclusioni alle quali siamo giunti nel paragrafo precedente 
ci inducono ad ammettere che le onde della prima fase principale, dette comu- 


nemente onde di Love, non siano altro che onde provenienti direttamente 
e tate 

dall’ipocentro e propagantesi liberamente alla superficie della terra in base 

alla legge espressa dalla formula [13). Non so fin dove questa ipotesi cor- 


risponda ai dati della sismologia sperimentale; ma un fatto che mi pare 
possa rendere accettabile tale interpretazione é che in moltissimi diagrammi 
sismologici le onde della prima fase principale sono difficilmente distinguibili 
dalle onde S della fase preliminare, che si propagano colla velocita V,, ap- 


punto come le onde rappresentate dalla formula [13]. 


Le onde invece corrispondenti alla soluzione: 


OM Rekens (uy Monts miles Sa 
8-2)-80-4 


= S(h- 2-2-2) +5 (e-4) 


non verificano le condizioni di sforzo nullo alla superficie terrestre. Esse 
vengono quindi rapidamente smorzate in superficie; ma nella regione vicina 
al’ipocentro provocheranno evidentemente delle perturbazioni elastiche, ed 
e probabile che da tali perturbazioni prendano origine le onde di Rayleigh. 


Ringrazio sentitamente Ja « Fondazione Ugo Fano », in Torino, che mi 
assegno una borsa di perfezionamento per l’anno accademico 1933-34. 


Astronomia. — Sulla variazione della latitudine dell’ Osserva-_ 
torio di Merate, nel periodo 1928,9 1932,3. Nota di G. CeccuHini, 
presentata “) dal Socio E. BraNncut. 


1. Nella presente Nota sono indicati i principali risultati conseguiti nella 
discussione di 2437 osservazioni di latitudine © effettuate dal 4 novembre 1928 
al 20 maggio 1932, col piccolo strumento dei passaggi di Bamberg (55 mm. 
di apertura e 57 cm. di distanza focale) dell’Osservatorio di Merate. 

Nell’osservazione € stato applicato i] metodo di Horrebow-Talcott a 
zenitali assolute raccolte in gruppi, collegati a catena: 175 osservazioni si 


(1) Nella seduta del.17 dicembre 1933. 

(2) Al dott. PaceLta, facente parte del personale dell’Osservatorio fino al 1° giugno 1930, 
sono dovute 458 osservazioni. A 330 osservazioni ¢ stato attribuito meta peso, per evidenti 
condizioni sfavorevoli. 


riferiscono alla zenitale « Aurigae“), sufficientemente brillante per essere 
seguita anche di giorno. 

Le ricerche sulle costanti strumentali, sulle declinazioni e sui moti propri 
delle stelle osservate (ambedue ridotti al sistema del N. F. K. di Auwers), 
la latitudini concluse e le ulteriori discussioni, saranno esaurientemente trat- 
tate nelle « Pubblicazioni del R. Osservatorio astronomico di Merate, n. 6 ». 


2. Nella seguente Tabella I sono indicate le 


Latitudini istantanee osservate (Tasetta I) 
N. N. 
Epoca . delle Epoca y delle 
ue ees osservazioni 4st Ae osservazioni 
1928 . 935 557.084 86 1930. 862 SNES 83 
1929 . 072 54 .910 78 1931 .022 55-156 62 
160 54 .900 81 104 Si5, LAX 86 
242 55-145 67 243 54 -930 52 
459 $5 +251 86 328 54 .932 52 
562 55 -281 66 437 55 -191 53 
651 55 .396 72 550 55-326 82 
705 55-379 72 632 55 +406 80 
811 55-254 69 718 55 +425 Ty) 
966 Sh oe 60 885 55 .290 gI 
1930. 101 54 .972 46 1932. 023 55 «195 61 
178 54 .837 46 084 55-155 60 
311 55 coy 4I 130 54.975 »168 
426 55 248 80 236 54 .938 65 
570 S503 ore 117 330 54.866 72 
715 3) opay, 94 oe = = 


dalle quali sono stati tratti, colla perequazione grafica della Tavola annessa, 
i valori delle latitudini della Tabella II, di decimo in decimo d’anno. 


(1) A 28 osservazioni € stato attribuito meta peso: esse sono, in massima parte, os- 
servazioni diurne (19, sul totale di 67) e non figurano nella Tabella tr. 


ES ERI Ty CS ae Gal Renesas CNS ich EAE! a RC eee MCN rate NSS TA NE Ty a) A Er 
1929 (930 1931 1932 


Rappresentazione delle latitudini osservate (cerchi ner’) e perequate (curva intera), in rela- 
zione colle latitudini calcolate (curva tratteggiata) in base alla polodia dedotta dai risultati 
del Servizio internazionale. 


TaBELLa II. 


Latitudini perequate, calcolate e residut di rappresentazione. 


Epoca ae eo ae ey Epoca Pinta elon Re 
ert Ae rags BASS AI elec (ep — $c) 
1929.0 54’”.98 5509=7 —0".11 1930.7 eae § 86323, [Ta 4O4 
I 54 .89 55 08 | —O .19 8 55 +34 shy ate: || TEN o) ols) 
2 55 -02 55 -10 | —o .08 9 55-29 Seon (= Onent 
3 55-16 §5 -17 | —0.O1 1931.0 iS cat BS con 4) Abo awl 
4 550225 55 24 | +0 .01 I 365 01D? 55 02 | -- © .10 
5 55: -30 55 28 | +0 .02 2 54 -99 55 02 | —O .03 
6 55 -34 55 30 | +0 .04 3 54 +93 55 07 | —O .I4 
i 55 334 55 .28 | +0 .06 4 55 .10 55 -16 | —o .06 
8 35 Eo 55 -19 | + 0.11 5 55) 220) 55 -28 | +0 .01 
9 GS Ja 55 12 | +0 .11 6 55 +38 55 37 | +0 .o1 
1930.0 $5 +13 55 O72 +O -06 Fh 5940.) 255) 30 | oh On0d: 
I 54-95 | 55 -03 | —O .08 BT $5 38-1 55 229: e-b0 409 
2 540.89" | 55°06" | — 0.17 55-31 |, 55 220 | 4-0 att 
3 GH. 0%) 5 een |e On.06 1932.0 55-20 55 -II | +0 .09 
4 55.23 SSM | Erceat ty er Tol S507 i soa 00-06 
$2 5557-38 )| 55.27 | + 0 04 2 | 54.96 | 54 .99 | —O .03 
Ort 55.535 | Ses) 0 .00 3. | 54.88 | 55 04 | —o .16 
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Nella stessa Tavola e nella Tabella II figurano le latitudini calcolate 
in base ai risultati del Servizio Internazionale“), mediante la formula 


P= 9 + XCOsA +.) sind (A = — 37™ 42°.8) 


dove, per 9, latitudine media relativa al periodo delle osservazioni e al 
sistema di declinazioni concluso, e stato assunto 


Po = + 45°41’ 55" .205 


e figurano anche i residui di rappresentazione O-C, che costituiscono il 
termine x locale, ciot la parte non polare della variazione della latitudine di 
Merate. 

Tali residui presentano un carattere decisamente sistematico e un pe- 
riodo pressoché annuo, determinato dalle seguenti differenze fondamentali 
che sussistono fra le curve rappresentative delle latitudini osservate e delle 
latitudini calcolate : 

I) una maggiore ampiezza della variazione della latitudine osservata 
(circa 0'’.46, contro 0’.32, della variazione calcolata), 

2) uno spostamento di fase fra le due curve; 

3) Vesistenza, nella curva osservata, di minimi brevi e di massimi 
lunghi, al contrario della curva calcolata, che presenta la tendenza opposta. 


3. Gli alti valori dei residui O-C non costituiscono il solo esempio di 
deviazioni sistematiche elevate delle latitudini osservate, rispetto a quelle 
deducibili dagli elementi forniti dal Servizio Internazionale. Gia a Roma, 
nel 1912-13, il prof. Bianchi® aveva trovato residui con andamento annuo, 
del tutto paragonabili agli attuali e, recentemente, i risultati ottenuti alla 
nuova Stazione Internazionale di Adelaide (), nell’emisfero australe, mostrano 
residui dell’ampiezza di quelli osservati a Merate. 

In pil si puo notare che, mentre a Roma e a Merate si ha un certo 
accordo anche nell’andamento dei residui e, in media, le epoche dei massimi 
e dei minimi si accordano sensibilmente, i residui trovati ad Adelaide de- 
lineano una curva in opposizione a quelle di Merate e di Roma. Tenuto 
conto che Adelaide é una stazione australe, risulta che, nelle tre serie di 
osservazioni considerate, le massime deviazioni locali della latitudine si ve- 
rificano concordemente attorno alla meta della primavera e attorno alla meta 
dell’autunno. 


(1) H. Kimura, Report upon the work of the Inlern. Latit. Serv., during the pe- 
riod 1930.0-1933.0. 

(2) «Memorie ed Osservazioni del R. Osserv. astron. al Collegio Romano », ser. III, 
vol. VI, parte IL. Roma, 1916. 

(3) H. Kimura, Preliminary Result of the Observations made at Adelaide International 
Latitude Station during the period 1931.64-1932.97, from the « Proceedings of the Imperial 
Academy», IX, 1933, n. 6. 
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Similmente, a Greenwich, nel periodo 1912-17 e alla stessa Stazione 
di Carloforte, nel corso del dodicennio 1900-11, i massimi ei minimi dei 
residui di rappresentazione appaiono in prossimitd delle epoche ricordate. 


4. L’impotenza degli elementi internazionali a dare una soddisfacente 
rappresentazione delle latitudini osservate, ha, sostanzialmente, un carattere 
generale. Il fenomeno o la somma dei fenomeni che determinano i residui, 
sembrano complessi, specialmente nel loro meccanismo; ma, quanto segue, 
pone in evidenza particolare una circostanza, e precisamente lo squilibrio 
termico esistente attorno allo strumento, che appare almeno predominante 
nella spiegazione delle variazioni non polari. 

Nella Tabella III sono posti a raffronto: le medie dei residui ottenuti 
a Merate, di decimo in decimo d’anno, e le medie delle differenze corri- 
spondenti di temperatura a Nord e a Sud, e fra l’esterno (media fra Nord 
e Sud) e linterno della cupola dosservazione (termometro annesso allo 
strumento) “). 


TABELLA III. 


Medte dei residui e delle differenze di temperatura. 


Decimi Residui sae 

d’anno (~p — 9c) N—S » + an Str. 
fe) + 0.10 | — 0°.01 — 0°.41 
I | +0 .03 | —o .06 — 0.73 
D —o .08 | ==(0) ih —o .85 
3 —o .12 | —0O .07 —o .62 
4 O .00 (0) ois) | — 0 .25 
5 +0 .02 | —O .27 | —oO 31 
6 Oo .00 | —o .28 —oO .40 
7 +0 .04 | — 0 .23 SAU ob: 
8 +0 .09 | _—o0 .18 —oO .51 
9 town | 5.08 —0 53 


Mentre la curva dei residui e quella delle differenze N—S sembra 
abbiano niente di comune, il confronto della curva dei residui con quella 
delle differenze fra la temperatura esterna e quella interna, mostra un certo 


(1) Le misure contemporanee di temperatura all'interno (presso lo strumento) e al- 
Pesterno (a Nord e a Sud) ebbero inizio il 30 settembre 1929. 


accordo, specialmente nell’epoca del minimo: accordo che, nei periodi se- 
parati di osservazione, ¢ molto buono in tutto l’andamento dal principio 
delle misure di temperatura (1929.8) sino al 1931.3, e pil vago ed incerto 
Gdalet R33 -alal 932.3% 

Un raffronto simile, fatto per le osservazioni di Carloforte nel pe- 
riodo 1900-11, mostra pure un certo accordo d’andamento fra le curve dei 
residui e quelle delle differenze di temperatura fra l’esterno e l’interno. 


5. Ma un indizio assai pil sicuro della corrispondenza indagata, si ha 
confrontando, in base ai dati della Tabella IV, i residui relativi alle osserva- 
zioni fatte su « Aurigae (osservazioni diurne incluse), colle differenze di 
temperatura gia utilizzate precedentemente. 


TaBELLA IV. 


Valori delle latitudini dedotie da « Aurigae, residui e differenze di temperatura. 


Epoca ale | iG ee | nee =< ae 
osserv. | tae dit oases ae en Na S| eee 
1929.03 10 547.92 557.08 — 0.16 = = 
11 Il 54.77 55 .08 —0.31 | a | = 
20°" FLO 54 .90 55 -10 =O 20 = ~ 
34 3 (55-36) 55-20 (O16) te ee 
51 II (55-65) 55 +29 (+ 0 .36) = = 
88 5 SG Del S53 +0 .IT + 0.1 — 02.5 
1930.10 12 54.91 SH OR —oO.12 0.0 — 0.8 
2D 2 (55 .20) SSO (+ 0 .13) —o.l 0.0 
52 3 (55 .84) 55-29 (10-255) = 26 335 
1931.04 II §§- 124. © tek 5704 =O) 20 0.0 = 004 
II 9 55.06 isa On OOS Ort | +0.7 
25 a eae? (55 .08) 455 .03 (+ 0 .05) +0 .2 +I. 
56 15 (55.84) 55 +34 (+ 0 .50) m gees + 3-6 
95 10 55 «98 So mE + 0 .43 + 0.2 =O A 
1932.06 15 5 fh SSO +0 .30 0.0 | —0oO.4 
13 II 54 .93 55 .00 — 0 .07 0.0 —1.2 
22 II (55 cient) | 54 .99 (+ 0 .12) +0 .6 +0 .6 


I valori fra parentesi, relativi alle osservazioni diurne, effettuate senza 
diaframma, presentano tutti scarti sistematici, in buona armonia cogli scarti 


delle differenze di temperatura, che qui sono vistosi, specialmente fra l’esterno 
e linterno. 

In generale, la corrispondenza fra i residui O—C e tali differenze di 
temperatura, si manifesta con un sensibile parallelismo delle due curve: pa- 
rallelismo che, senza possibilita di equivoco, e a conferma dell’ipotesi pre- 
cedente, induce a considerare gli squilibri termici nei dintorni im mediati dello 
strumento come la causa principale, se non essenziale, della variazione non 
polare della latitudine. 


6. Concludendo: le variazioni di latitudine osservate a Merate nel pe- 
riodo 1928.9-1932.3, confermano l’insuffcienza degli elementi di variazione 
polare, dedotti dal Servizio internazionale, per una corretta rappresentazione ; 
e indicano, come causa principale della variazione non polare (termine z lo- 
cale) i gradienti termici nei dintorni immediati dello strumento. 


Fisica. — Mécanique ondulatoire généralisée. Nota di R. Zaicorr, pres. 
dal Socio T. Levi-Civira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Chimica. — Lossidazione delle sostanze organiche come mezzo 
di indagine sulla loro costituzione™. Nota di C. SANDONNINI e 
G. GracoMELLO, presentata‘ dal Socio N. PARRAVANO. 


I processi di ossidazione delle sostanze organiche sono di grande uti- 
lita per la ricerca della loro costituzione in quei casi in cui il processo e 
suficientemente lento in modo da poterne stabilire con sicurezza il suo pro- 
cedere. 

Dai sempre pit. frequenti casi di dismutazione studiati in condizioni 
particolari, di molte sostanze organiche ossigenate, nasce evidente l’analogia 
di queste coi composti a valenza inferiore di altri elementi plurivalenti come 
p. es. i composti del manganese trivalente, dell’azoto tetravalente, dello zolfo 
trivalente e cosi via. 

A. Miolati in una recente conferenza tenuta alla Sezione Veneta della 
Societi Italiana di chimica, ha brillantemente presentati numerosi casi di 
dismutazione possibili a spiegazione di molte trasformazioni che avvengono 
anche in processi naturali. 


(1) Lavoro eseguito nel Laboratorio di Chimica Generale della R. Universita di Padova. 
(2) Nella seduta del 7 gennaio 1934. 


Secondo questo modo di vedere, la maggior parte delle sostanze orga- 
niche viene ad essere considerata come composti del carbonio di una valenza, 
rispetto all’ossigeno, inferiore a quattro. 

Nello studio dei processi della loro ossidazione, per quanto riguarda la 
loro costituzione, le variazioni di valenza dell’atomo di carbonio che pure 
debbono aver luogo, non sono sino ad ora state tenute nel dovuto conto; 
qualora queste variazioni di valenza potessero venire stabilite con sicurezza, 
la costituzione dalle sostanze organiche potrebbe naturalmente essere mag- 
giormente definita. 

Come Urbain“) faceva osservare recentemente, in chimica organica 
si designano complessivamente due specie di valenza senza distinzione evi- 
dente: la principale sarebbe data dal grado di ossidazione dell’atomo di car- 
bonio e l’altra, secondaria, dipenderebbe dalla prima in modo che la somma 
delle due rimarebbe costante, cosicche la maggior parte delle sostanze orga- 
niche potrebbero essere considerate come composti del carbonio con valenza, 
rispetto all’ossigeno, inferiore a quattro. All’atomo di carbonio non com- 
pletamente ossidato si unirebbero, per valenze secondarie, atomi o radicali 
in modo da portare la somma delle valenze complessive eguale a quattro 
pressocché costantemente. 

Abbiamo ritenuto non privo d’interesse riprendere lo studio dell’ossi- 
dazione delle sostanze organiche sotto questo aspetto: tra di esse abbiamo 
rivolta |’attenzione dapprima alle aldeidi, come quelle che meglio si adat- 
tavano allo scopo ed anche perché lo studio della loro ossidazione da molti 
anni ha offerto ampio campo di ricerche ed ha portato a risultati assai note- 
voli, che non @ qui il caso di riassumere poiche si trovano gia raccolti in 
ottime e recenti pubblicazioni di Wieland ©, di Conant e Aston“ e di Fry 
e Payne“: converra soltanto tener presente la costituzione ad esse sinora 
assegnata, le forme colle quali esse possono prendere parte ai processi di 
ossidazione ed alcuni risultati fondamentali. 

Le aldeidi infatti offrono il caso pil noto di dismutazione dato dalla 
reazione di Cannizzaro, per cui l’atomo di carbonio del gruppo funzionale 
passa da una valenza intermedia ad una superiore ed a una inferiore: questa 
reazione puo essere considerata come il tipo di altre reazioni di cui sono 
passibili molti altri composti organici. 

Per stabilire quale valenza rispetto all’ossigeno spetti all’atomo di car- 
bonio del gruppo funzionale, occorre ricordare qualche reazione genetica delle 
aldeidi e la possibilita di esistere sotto diverse forme. 


(1) G. Ursain, «J. Chim. Phys.», 30, 309 (1933). 

(2) H. WigLanp, A., 431, 301, A., 436, 259. 

(3) P. J. Conant e G. Aston, «Am. Chem. Soc.», 50, 2783 (1928). 
(4) S. Fry e J. H. Payne, «Am. Chem. Soc.», 53, 1973: (1931)! 


Anzitutto esse si possono formare per somma di ossido di carbonio ed 
idrocarburi “?). Euler ed Auerbach ©) stabilirono che le aldeidi in soluzione 
acquosa si comportano come deboli acidi ed anzi ne stabilirono le costanti 
di dissociazione. 

Pare che l’ingresso del gruppo carbonilico nella molecola dell’idrocar- 
buro renda mobile un atomo di idrogeno, il quale potrebbe o unirsi per 
valenza secondaria all’atomo di carbonio funzionale dando luogo alla solita 
forma carbonilica delle aldeidi 0, a seconda del tipo delle aldeidi, potrebbe 
produrre una specie di riduzione del carbonio funzionale e si unirebbe all’ossi- 
geno dando luogo alla forma invocata da Euler ed Auerbach. Ricerche 
spettrografiche starebbero a confermare questi modi di vedere. 

Nella forma carbonilica il carbonio manterrebbe la bivalenza rispetto 
al’ossigeno come nell’ossido di carbonio, nella forma ossidrilica funzione- 
rebbe quindi come monovalente, rendendo la molecola cosi instabile, che 
tenderebbe ad associarsi ad altre molecole per stabilizzarsi, come p. es. ad 
acqua per dar luogo alla forma idratata delle aldeidi. 

La reazione di Cannizzaro dipenderebbe dal fatto che una forma fun- 
zionerebbe da riducente trasformandosi in acido, e l’altra si trasformerebbe 
in alcool funzionando da accettore dell’ idrogeno messo in liberta dell’acqua 
ridotta dalla prima forma. 

In accordo con questo modo di vedere stanno le osservazioni di Baur ® 
sul potere depolarizzante delle aldeidi tanto all’anodo quanto al catodo, e sui 
loro potenziali di riduzione. 

Questi fatti devono essere tenuti presenti per poter interpretare corretta- 
mente 1 processi di ossidazione. Questi possono oltreché il carbonio del 
gruppo funzionale, interessare anche i radicali od atomi ad esso uniti per 
valenze secondarie, come lo dimostrano specialmente le ricerche di Conant “), 
ed in alcuni casi particolari puo darsi che questi vengono ossidati preferen- 
zialmente e prima che l’atomo di carbonio funzionale abbia raggiunta la sua 
massima valenza rispetto all’ossigeno, come nel caso dell’aldeide isobutirrica. 

Come risulta da ricerche gia fatte, la possibilita di questa ossidazione 
varia oltre che colla natura dell’aldeide, anche colla natura dellossidante, 
colla sua concentrazione rispetto a quella dell’aldeide, ed infine anche colla 
natura del mezzo nel quale avviene l’ossidazione. 

Quando l’ossidazione dell’atomo di carbonio del gruppo aldeidico avviene 
preferenzialmente, esso assumendo una valenza superiore rispetto all’ossigeno 
perderebbe uno o pil gruppi atomici ad esso uniti coordinativamente ed 
infine si potra staccare dalla molecola sotto forma di acido formico o di 


(1) K. Jann, «Ber.», 22, 989; Losanrrscu—-Jovirscuirscu, « Ber.», 30, 137. 
(2) Hans e Astrrip EuLer « Ber.», 38-(3), 2551 (1905). 

(3) AverBACH, «Ber. », 38-(3) 3883 (1905). 

(4) Baur, «Ber.», 34, 3732 (1912). 

(5) P. J. Conanr_e G. Astron; «J. Am. Chem. Soc.», so, 2783 (1928°. 


acido carbonico. La sorte dei radicali rimasti liberi dipendera come si € detto, 
essenzialmente dalla loro natura e dalla natura dell’ossidante scelto: essi 
potranno riunirsi in composti pit stabili, o subire processi di ossidazione 
secondaria. 

L’ossidazione diretta dell’aldeide ad acido potrebbe cosi avvenire in due 
modi diversi. 

La forma ossidrilica potrebbe assumere ossigeno molecolare trasforman- 
dosi nell’acido corrispondente, e nella forma carbonilica l’ossidazione avver- 
rebbe nel senso di una « ossidrilazione » ed allora dalla molecola dell’aldeide 
si potrebbe staccare, come si € detto, il gruppo funzionale sotto forma di 
acido formico o di acido carbonico. 

Le ricerche sperimentali sono poi complicate dal fatto che anche gli 
acidi possono subire una ossidazione ulteriore con disgregazione della loro 
molecola e formazione di altri composti, in modo che riesce alle volte, come 
si vedra pil avanti, assai difficile sceverare quali siano 1 prodotti primari 
dell’ossidazione delle aldeidi e quali provengano da un ulteriore ossidazione 
degh acidi da esse derivati. 

Soltanto colla determinazione quantitativa dei prodotti di reazione si 
potra stabilire il decorso della reazione, determinazioni che offrono assai 
forti se non insuperabili difficolta. Abbiamo allo studio alcuni procedimenti 
analitici a questo riguardo sui quali speriamo di poter riferire tra breve e 
dai quali speriamo poter ottenere dati sicuri sui quali formulare schemi di 
reazione attendibili. 

In attesa del perfezionamento di questi, ci ¢ parso necessario studiare 
ancora qualitativamente l’ossidazione di diversi tipi di aldeidi anche per poter 
poi scegliere quelle che si presteranno meglio ad uno studio quantitativo, 
ed anzitutto l’aldeide benzoica, usando come ossidante l’acqua ossigenata, 
ossidante che si presta bene allo scopo, per la relativa facilita colla quale 
si possono poi analizzare i prodotti di reazione. 

In esperienze preliminari, condotte in condizioni diverse, dopo qualche 
tempo nei prodotti di reazione si poterono constatare costantemente, accanto 
a forti quantita di acido benzoico, fenolo ed acido formico in quantita variabili. 

Usando forti quantita di acqua ossigenata, quest’ultimo scompare total- 
mente per Ja sua trasformazione in acido carbonico. Non si ebbero mai le 
reazioni per la presenza di acido salicilico. 

Nei gas, accanto ad ossigeno proveniente da decomposizione dell’acqua 
ossigenata, si trovo soltanto anidride carbonica ed ossido di carbonio. 

Prima di procedere a determinazioni pit accurate, si é voluto vedere 
quale importanza fosse da attribuire alla formazione di perossidi, che, come 
€ noto, si ottengono per azione dell’acqua ossigenata sulla benzaldeide, pre- 
parandoli a parte seguendo il metodo di Rieche “), e tentandone poi la loro 


(1) A. Rrecue, «Ber.», 64, 2328. 


AG 
decomposizione in ambiente acquoso e nelle condizioni stesse in cui veniva 
fatta reagire lacqua ossigenata sull’aldeide. 

Una certa quantita di benzaldeide venne trattata con acqua ossigenata 
in soluzione eterea di titolo noto in modo di aver presente due mole di 
benzaldeide per una di acqua ossigenata. La miscela venne lasciata a sé per 
tre giorni alla temperatura di 5° e, dopo il solvente venne allontanato in 
corrente di azoto. Si ottenne cosi una sostanza bianca, ben cristallizzata, che 
fonde a 59°-60°, solubile in etere ed alcool, poco solubile in benzolo e clo- 
roformio, molto stabile a temperatura ordinaria. Dall’analisi centesimale, dal 
contenuto in ossigeno attivo, e dal peso molecolare in diossano, si pote asse- 
gnare al composto la formola: (C6H,-CHO),-H.O.. 

Riscaldato al disopra del suo punto di fusione si decompone dando prima 
odore di benzaldeide e poscia di difenile. 

Dopo tre mesi dalla sua preparazione il suo tenore in ossigeno attivo 
si mantiene inalterato. 

Per tentare la sua decomposizione esso venne distillato in corrente di 
vapore. Nel distillato venne riscontrata aldeide benzoica in quantita pressoche 
corrispondente al perossido usato. 

Questo mantenuto a lungo in presenza di un eccesso di acqua in un 
palloncino immerso in un termostato a 95° ed in ambiente di azoto, si 
decompone sviluppando ossigeno, anidride carbonica e ossido di carbonio. 
Dopo qualche tempo nel liquido oltre che ad aldeide benzoica, si riscontro 
ancora acido benzoico, fenolo ed acido formico. 

Ponendo invece a reagire acqua ossigenata e benzaldeide in rapporti 
equimolecolari, in soluzione eterea, si ottiene una massa bianca, non ben 
cristallizzata, molto instabile, che pochi giorni dopo la sua preparazione 
manda odore di fenolo e di cui non fu possibile una purificazione sufficiente 
per ottenere un prodotto sul quale fare un’analisi che offrisse qualche ga- 
ranzia, perché essa si decompone nel prodotto sopra descritto, benzaldeide 
a acqua ossigenata. Da tale comportamento risulta che questi compost, piu 
che veri e propri perossidi di aldeidi, si debbono considerare come composti 
di addizione dell’acqua ossigenata con Valdeide benzoica che a bassa tempe- 
ratura sono relativamente stabili, ma che a temperature pil elevate si dis- 
sociano anzitutto nei componenti e quindi la loro formazione non ha che un 
interesse relativo nello studio del processo di ossidazione. 

Ulteriori esperienze vennero fatte ponendo a reagire acqua ossigenata 
e benzaldeide in presenza di un grande eccesso di acqua in un pallone speciale 
munito di varie tubulazioni per l’introduzione dei reagenti e per la raccolta 
dei gas di reazione e munito di un dispositivo di agitazione meccanica per 
mantenere all’incirca costante la concentrazione della benzaldeide nell’am- 
biente acquoso. 

Il pallone era poi immerso in un termostato mantenuto a diverse 
temperature. 


La massima temperatura d’esperienza, raggiunse 1 95°. 

Durante le esperienze venivano raccolti i gas prodotti a diverse riprese 
ed analizzati. Questi erano senipre costituiti da ossigeno, anidride carbonica, 
ed ossido di carbonio in rapporti variabili, secondo il tempo, la temperatura 
di reazione e la concentrazione relativa dei reaventi. 

Vennero fatte esperienze in ambiente acido per acido solforico, in am- 
biente alcalino per soda caustica ed anche neutralizzando con continua aggiunta 
di alcali Vacidita che si produceva nella reazione. 

Dopo intervalli di tempo variabili da 50 a 130 ore, il liquido veniva 
analizzato. Vennero costantemente riscontrati oltre ad acido benzoico, fenolo, 
ed acido formico; quest’ultimo in quantita assai variabili, ed anzi in soluzione 
alcalina lo si poté riscontrare con qualche difhcolta. 

Il fenolo dopo aver allontanato l’aldeide indecomposta e l’acido benzoico, 
venne riscontrato precipitandolo come tribromofenolo e colla reazione degli 
indofenoli. 

Il miglior metodo per individuare lacido formico fu trovato quello di 
ridurlo ad aldeide formica con polvere di magnesio metallico. Anche in tutte 
queste esperienze non venne mai riscontrato né acido salicilico, né aldeide 
formica, né difenile di cui si avevano avute traccie di formazione nelle ri- 
cerche preliminari. 

Usando il bicromato potassico come ossidante e nelle stesse condizioni 
di esperienza, anche se si usa un difetto di ossidante rispetto all’aldeide, nei 
prodotti di reazione accanto a forti quantita di quest’ultima rimasta inalterata, 
non si possono riscontrare né fenolo ne acido formico, probabilmente perché 
essi vengono ulteriormente ossidati a sostanze colorate in violaceo che non 
si sono potute isolare con sicurezza. Visti questi scarsi risultati, abbiamo 
tralasciato per ora ossidanti di questo tipo. 

Dai prodotti di reazione riscontrati risulta che l’acqua ossigenata, oltre 
che ossidare direttamente l’aldeide bensoica ad acido, agisce anche come ap- 
portatore di ossidrili, o per « peridrolisi» nel senso voluto da Fry e Payne; 
per cui dall’aldeide benzoica si otterebbero anche fenolo ed acido formico. 
Quest’ultimo, assai pil facilmente ossidabile del primo, per ulteriore ossi- 
dazione, verrebbe trasformato in acido carbonico; reazione che sarebbe par- 
ticolarmente favorita in ambiente alcalino. 

Fry e Payne trovarono che per azione dell’acqua ossigenata sull’aldeide 
acetica si ottiene metano e idrogeno specialmente quando l’ossidante era in 
difetto rispetto all’aldeide: nei prodotti di reazione dell’aldeide benzoica nelle 
stesse condizioni, non fu possibile riscontrare traccie di benzolo e di idrogeno. 

Vien qui fatto di pensare che quando l’acqua ossigenata ¢ in concentra- 
ziont elevate, agisce sulle aldeidi ossidrilandole e scindendole in acido formico 
e rispettivamente in fenolo e alcool metilico, il quale poi, meno resistente 


(1) S. Fry e J. H. Payne, « Journ. Am. Chem. Soc.» 53 (Il), 1973 (1931). 


all’ossidazione del primo, verrebbe subito trasformato in aldeide formica, 
come lo dimostrano le ricerche degli stessi Fry e Payne. 

In soluzione diluita, avverrebbe di preferenza soltanto l’ossidrilazione del 
gruppo aldeidico; dall’atomo di carbonio funzionale che aumenta di valenza 
rispetto all’ossigeno, si staccherebbero radicali ad esso uniti per valenze se- 
condarie, che rimasti liberi ed incapaci di esistenza a sé, potrebbero subir 
processi di polimerizzazione e, nel caso che per reazioni secondarie si for- 
masse aldeide formica, sviluppandosi da questa idrogeno, essi potrebbero 
venir idrogenati a composti pil stabili. Dall’aldeide acetica si avrebbe cosi 
metano accanto ad idrogeno. 

Ma come si € visto, l’ossidazione preferenziale del gruppo aldeidico non 
dipendera soltanto dalla concentrazione dell’ossidante, ma anche dalla natura 
dei radicali ad esso legati, poiché dall’aldeide benzoica, nelle condizioni in 
cui si ha metano ed idrogeno dall’aldeide acetica, non si poté ottenere né 
sviluppo di idrogeno, né formazione di benzolo. 

Per chiarire maggiormente il processo abbiamo ancora rivolta la nostra 
attenzione sul comportamento di quelli che si possono considerare i prodotti 
di ossidazione primari delle aldeidi. 

Venne fatta agire l’acqua ossigenata in condizioni analoghe tanto sul- 
Pacido acetico, come sull’acido benzoico. 

Nel primo caso nei prodotti gasosi si ottennero, sempre quando la con- 
centrazione dell’ossidante € assai bassa, idrogeno e metano; nel secondo caso 
non si ottenne idrogeno, ma dal liquido di reazione, dopo aver allontanato 
Pacido benzoico indecomposto, si pote isolare il difenile facilmente ricono- 
scibile dal suo odore e dal suo punto di fusione. 
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Chimica (Chimica—Fisica). — I calori di neutralizzazione deglt 
ammino-acidi “. Nota di G. Devoro, presentata ”) dal Corrisp. 
L. Campi. 


In relazione alle ricerche recenti sulle proprieta fisiche degli ammino— 
acidi in soluzione acquosa — misure di costanti di dissociazione e di costanti 
dielettriche — Cohn, McMeekin, Edsall e Blanchard 3) hanno osservato che 
un metodo utile di discriminazione tra forme polari e non polari puo essere 
dato dalla determinazione dei volumi molecolari secondo i criteri espressi 
da Traube “) molti anni or sono. 

Tale criterio che in molti casi da ottimi risultati presenta tuttavia gli 
inconvenienti di un certo empirismo: che non ¢ facile ragionare quantitativa- 
mente sulla contrazione che un dipolo puo esercitare sulle molecole del 
solvente. 

Un mezzo assai pid semplice di indagine € stato proposto da Ebert“). 
Alcuni anni or sono, egli ha definito le relazioni termochimiche che si devono 
considerare negli ioni anfoteri: ma i dati sperimentali che egli aveva a 
disposizione non gli permisero di trarre adeguate conclusioni. 

Ora queste relazioni termochimiche si possono pil semplicemente espri- 
mere col calore di neutralizzazione. E chiaro infatti che quanto pit I’ equilibrio 
dell’ amminoacido ¢ spostato verso la forma anfotera tipo NH‘ CHCOO 
dovra aversi un minor calore di neutralizzazione per azione della base: 
poiche € evidente che dovra essere tolto dal calore di formazione dell’ acqua 
dei suoi ioni (ca. 13700 cal. a 20°) il calore di estrazione dell’ione idro- 
geno dal gruppo ammonico. 

Il criterio € naturalmente di prima approssimazione, poiché in modo 
rigoroso, bisognerebbe determinare un’ energia libera e non una energia 
totale come si fa in questo modo. Ora l’energia libera ci ¢ data, é vero, 
dalle costanti di dissociazione: ma l’interpretazione dei risultati in questi 
casi di anfoteria @ complessa e richiede qualche assunzione fondata ma non 
sperimentalmente accertata. Infatti noi non conosciamo |’ influenza esercitata. 
da un sostituente su un altro sostituente presente, e dobbiamo assumere, 


per esempio, l’eguaglianza della costante di dissociazione basica in un am- 
minoacido e nel suo estere (), 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica Industriale della R. Universita di Milano. 
(2) Nella seduta del 7 gennaio 1934. 

(3) «Journ. Biol. Chem.», 100, xx1x, 1933. 

(4) «Samm. chem., chem-techn. Vort.», 4, 255, 1899. 

(5) «Z. phys. Chem.», 121, 390, 1926. 

(6) Exsrr, loc. cit. 


La valutazione dell’ equilibrio di anfoteria mediante i calori di neutra- 
lizzazione € basata su un’ altra assunzione, sperimentale questa tuttavia: la 
ridotta cioé, influenza della costante di dissociazione acida sul calore di 
neutralizzazione. Ebert ed altri hanno gia posto in rilievo la validita di 
questa assunzione. 

Con tale premessa, il criterio pit sopra enunciato appare senz’ altro 
giustificato; il decremento di tonalita termica che si verifica nella neutra- 
lizzazione di un amminoacido (rispetto al calore di formazione dell’ acqua 
dei suoi ioni), ¢ tanto pit elevato, quanto pil spiccato é il carattere anfotero. 

L’esperienza € assolutamente probativa. Riporto qui alcuni dati preli- 
minari, in parte tolti dalla letteratura, in parte ottenuti da me. Si ha, a 15°, 
da soluzioni tra 0.02 e 0.05 m: 


CH,;,COOH 13.400 
C7 COOH 13.800 
NH,CH,COOH 3.000 
NH,CH,CH,CH,COOH 2.500 
o-NH,C,H,COOH 10.700 
m-NH,C;,H,COOH 9.200 
p-NH,CsH,COOH 12.000 
o-NH,C,H,SO,H 9.500 
m-NH,C,H,SO,H 8.900 
p-NH.,C.H,SO,H 9.700 
p-NH.C.H,AsO,0H 12.000 
ac. piridin a-carbonico 11.100 
ac. piridin B-carbonico 10.800 
ac. chinolin «—-carbonico 10.100 
ac. chinolin y—carbonico 10.000 


Sono anzitutto da rilevare i risultati ottenuti per gli amminoacidi grassi: 
il calore di neutralizzazione assai basso - oltre 10.000 calorie di diminu- 
zione rispetto all’ acido acetico - conferma il fortissimo carattere polare di 
queste sostanze: e corrisponde bene al valore ottenuto indirettamente dal 
coefficiente di temperatura della costante di dissociazione dell’ammino-gruppo. 
E da notare come non vi siano nella letteratura altri dati all’ infuori di un 
valore di Luginin di oltre 50 anni or sono per la glicina®); ed appare 
strano che vari AA. abbiano preferito e preferiscano tuttora il laborioso 
metodo indiretto sopraccennato ?), La determinazione diretta, di gran lunga 
pi semplice e rapida, pud dare al contrario utili indicazioni sul coefhciente 
di temperatura della costante di dissociazione dell’ammino-gruppo. 

(1) «Ber. », 12, 695 (1879). 

(2) Dati di Scumipr e Weper, riassunti in Coun, «Ergebnisse Physiologie», 32, 
836 (1931). Inoltre Nims, « Journ. Biol. Chem. », ror, 401 (1933). 


Consideriamo ora i risultati dati dai composti aromatici ed eterociclici. 
Essi presentano un decremento sensibilmente minore rispetto agli ammino- 
acidi grassi: ma questo decremento supera ancora le 4.000 calorie nell’acido 
m-—amminobenzoico e nei tre acidi amminobenzolsolfonici. Gli acidi piridin—-e 
chinolincarbonici presentano calori di neutralizzazione vicini a quello del- 
P acido. o-amminobenzoico. Invece il carattere meno polare ¢ dato dagli 
acidi p-amminobenzoico ed arsanilico. 

Orbene cosa si riscontra con gli altri metodi? 

Risulta: 

1) da misure di costante dielettrica: prevalenza assoluta della forma 
polare nella serie grassa: prevalenza notevole della forma polare nell’acido 
m-amminobenzoico: scarsa quantita di ioni anfoteri nell’ acido antranilico; 
nessuna netta indicazione di forme polari negli acidi p-amminobenzoico e 
arsanilico; sensibili quantita di dipoli negli acidi piridin— e chinolin carbonici ; 

2) da misure di costanti di dissociazione: nella serie aromatica, si 
prevede una certa prevalenza della forma polare negli acidi amminobenzol- 
solfonici per i quali non si possono trarre deduzioni da misure di costante 
dielettrica, misure ostacolate dalla fortissima conduttivita. Per gli acidi am- 
minobenzoici si pud solo prevedere un rapporto non molto lontano dal- 
Punita tra forma polare e non polare. Non si hanno dati per gli acidi 
piridin— e chinolincarbonici. Per la serie grassa, naturalmente, prevalenza 
assoluta della forma polare; 

3) da misure di volumi molecolari: oltre la conferma del carattere 
polare degli amminoacidi grassi, negli acidi amminobenzoici si riscontra lo 
stesso andamento trovato con gli altri metodi: serie para, orto, meta a 
polarita crescente “). 


Come si vede, l’accordo é ottimo fra tutti i diversi metodi di studio 
del carattere anfotero. Solo voglio notare come essi si completino a vicenda 
per le loro diverse. caratteristiche. Da una parte abbiamo i metodi termo- 
dinamici — costanti di dissociazione, calori di neutralizzazione — nei quali 
i risultati sono legati a una funzione logaritmica della concentrazione in ioni 
anfoteri; dall’altra abbiamo dei metodi diretti nei quali i risultati sono una 
funzione lineare di questa concentrazione, per esempio, misure di costanti 
dielettriche e di volumi molecolari.. Dalle ultime noi riusciamo a definire 
bene gli stati intermedi di equilibrio tra le due forme, polare e non polare; 
dalle prime invece si definiscono meglio gli stati estremi di equilibrio, nei 
quali una forma predomina di gran lunga sull’altra. 


Ringrazio il laureando .G. Guffanti che ha collaborato alla parte speri- 
mentale di questo lavoro. 


(1) Comunicazione. personale di Conn. 


Biologia. — Sulla costituzione biotipica della Puccinia triticina 
Erikss. in Italia“. Nota di C. Stevia, presentata™ dal Corrisp. 
Le Petri. 


Le presenti ricerche, iniziate in settembre, quando gid la coltura del 
grano era cessata quasi ovunque in Italia, rappresentano un primo contri- 
buto allo studio della specializzazione fisiologica delle ruggini del grano in 
Italia, cui altri faranno seguito man mano che sara possibile estendere la spe- 
rimentazione. 

Il metodo di ricerca, la serie dei grani di prova (Standardsortiment) 
 apprezzamento del tipo di infezione sono quelli, ormai universalmente im- 
piegati, proposti ed applicati in America 6) e in Germania “). Sono state pero 
accettate quelle modificazioni apportate, specie nelle varieta dei grani di prova, 
di comune accordo tra i principali cultori di questi studi “). 

L’ epoca tarda in cui fu procurato il materiale non ha permesso lo studio 
della Puccinia triticina in molte parti d'Italia; ho potuto procurarmi solo 
materiale proveniente dal gruppo del Gran Sasso d’Italia e precisamente da 
campi sulla strada Nazionale del Gran Sasso nei pressi di Campotosto (circa 
m. 1300 s/m.) dove alla fine di.agosto vi erano ancora colture verdi di grano 
colpito da Puccinia triticina, e materiale di Roma conservato con la semina 
molto tardiva di grani in prossimita di campi affetti da Puccinia triticina, 
per cui le pustole erano abbondanti sulle piante ancora verdi a fine di agosto. 

Dal materiale di queste due provenienze, opportunamente scelto e pro- 
pagato su piantine di grano in serra, sono state fatte ai primi di ottobre 
alcune centinaia di isolamenti monosporici per cui si ottennero molte col- 
ture monosporiche. Di queste molte sono ancora nello stadio di propaga- 
zione per ottenere sufficiente quantita di uredospore, due sole colture mo- 
nosporiche, gia sufficientemente moltiplicate sono state saggiate sulla serie 
dei grani di prova. 


(1) Lavoro eseguito nella R. Stazione di Patologia Vegetale di Roma. 

(2) Nella seduta del 7 gennaio 1934. 

(3) Marys E. B. and Jackson H. S., Physiologic specialization in the leaf rust of wheat, 
Puccinia triticina Erikss. « Phytopathology», XVI, pp. 89-128, 1926. 

(4) ScHEIBE A., Studien zum Weizenbraunrost, Puccinia triticina Erikss. UI. Ueber die 
geographische Verbreitung der einzelnen physiologischen Formen und Formenkreise in Deutsch- 
land und in seinen angrenzenden Gebieten. « Arb. Biol. Reichsanstalt f. Land- und Forstwirt- 
schaft», XVIII. 1, pp. 55-82, 1930. 

(5) Gassner G., Das Standardsortiment zum Nachweis der physiologischen Speztalisie- 
rung des Weizenbraunrostes, Puccinia triticina Erikss. « Arb. Biol, Reichsanstalt f. Land- und 
Forstwirtschaft », XIX, 4, pp. 403-406, 1931. 


Gli studi fino ad ora eseguiti nel mondo sulla specializzazione della 
Puccinia triticinia hanno portato all’ isolamento di 53 biotipi® differenti di 
cui quelli da 1 a 12 isolati in America da Mains e Jackson, quelli dalvrg® 
dal 23° inclusi isolati da Scheibe ) in Germania e paesi limitrofi, il 24° tro- 
vato da Dodoff 6) in Bulgaria, il 25° isolato da Tscholakow in Germania “), 
il 26° da Waterhouse) in Australia, il 27° da Johnston in America, 
quelli dal 28° al s0° inclusi da Johnston e Mains in America e quelli dal 
51° al 53° da Schaal, Stakman e Levine pure in America . 

Le ricerche qui esposte oltre che contribuire allo studio della distribu- 
zione geografica di questa specie di ruggine in Italia tendono anche alla ri- 
cerca delle varieta di grano pit adatte per Je varie nostre regioni. I risultati 
di queste prime esperienze, condotte in serra calda (18-21° C.) con umidita 
relativa di circa 80, sono 1 seguenti: 


Biotipo provenienza Gran Sasso d'Italia. 


Varieta dei : . Mediter- Demo- 
ae Malakoff} Carina | Brevit |Webster! Loros Hussar 
grani di prova | ranean crat 
Tipo 
eee, i (8) i—o (@) i—o i—o 3 I 4—3 
di infezione 
Biotipo provenienza Roma. 
Varieta dei E Mediter- Demo- 
ae Malakoff] Carina | Brevit | Webster] Loros Hussar 
grani di prova ranean crat 
Tipo : 
i ) o—t! (e) (e) 3—4 I 3—4 


di infezione 


(1) Si impiega qui per la Puccinia triticina la parola biotipi per analogia con la 
P. grauminis nella quale i biotipi sono geneticamente accertati data la conoscenza del com- 
portamento sessuale di essi. 

(2) Lavoro citato. 

(3) Doporr D.N., Physiologic forms in the leaf rust of wheat (Puccinia triticina Erikss.) 
in Bulgaria. « Zemledelska misal», vol. II, 2, 1931. 

(4) TscHotaxow J. W., Ein Beitrag zur physiologischen Spezialisierung des Weizen- 
braunrostes, Puccinia triticina Erikss. « Arb. aus der Biol. Reichsanstalt f£. Land- und Forst- 
wirtschaft », XIX, 4, pp. 407-411, 1931. 

(5) WaterHouse W. L., Australian rust studies, 1. «Linn- Soc. N. S. Wales, Proc. », 
LIV, pp. 615-680, 1929. 

(6) Jounsron C. O., An aberrant physiologic form of Puccinia triticina Erikss. « Phyto- 
pathology », XX, pp. 609-620, 1930. 

(7) Jounsron C. O. and Marys E. B., Studies on physiologic specialization in Puccinia 
triticma, « Technical Bull. », n. 313. May 1932. 

(8) L’indicazione i (immune) introdotta da Gassner e Srraip caratterizza foglie as- 
solutamente sane, senza macchie o pustole. 


ee 

Come é evidente dai riportati specchietti, i due biotipi sono, salvo lie- 
vissime oscillazioni, perfettamente uguali, essi corrispondono ambedue al bio- 
tipo XV isolato da Scheibe) da materiale proveniente dalla Francia, dal- 
POlanda, dalla Germania e dalla Scozia che & contraddistinto dai seguenti 
tipi di infezione: 


Varieta dei Medi Demo- 
: : eaiter- emo 
th Malakoff] Carina | Brevit | Webster] Loros ussar 
grani di prova ranean crat 
Tipo 
Peete fe) fe) o— I 0) o—1 o—I 4 
di infezione : 


Risulterebbe quindi che il biotipo XV oltre a predominare nell’Europa 
occidentale e nella Germania occidentale (Scheibe) sarebbe anche diffuso nel- 
? Europa meridionale poiché oltre che in Italia é stato segnalato anche in Bul- 
garia @) e recentemente in Grecia, in Romania G) e in Carinzia “), 

Nei riguardi poi dell’ Italia il reperto dello stesso biotipo in localita 
molto differenti per condizioni ambientali (m. 1.300 s/m e m. 20) e distanti 
parecchi chilometri (circa Km. 100 in linea d’ aria) lascia sperare la presenza 
di non troppi_ biotipi. 


(1) Lavoro citato. 

(2) Doporr D. N., lavoro citato. 

(3) Raputescu E., Zur physiologischen Spezialisierung des Weizenbraunrostes, Puccinia 
trilicina Erikss. « Kihn’s Arch.», XXXIII, pp. 195-205, 1933. 

(4) Scuiccuer E., Beitrag zur Rostfrage. « Zeitschr. f. Ptlanzenkr. und Pflanzenschutz » 


XLII, 8-9, pp. 533-563, 1933- 


Biologia. — Morfogenesi dell’ orecchio esterno‘. Nota della 
dott.ssa ELena J. Rocanp, presentata ® dal Socio E. GiacominI. 


Le nozioni pid sicure, antecedenti a queste mie indagini, circa lo svi- 
luppo dell’orecchio esterno, si riferivano sopratutto a stadi molto precoci 
dell’ontogenesi: in base alle ricerche di molti autori, si era giunti alla co- 
gnizione che il meato esterno si sviluppa dal primo solco branchiale, trasfor- 
matosi in Fossa angularis (HIS), mentre il padiglione si forma dai sei tubercoli 
che circondano la fossa stessa, e da una piega che si solleva caudalmente 
ad essi, nel territorio dell’arco ioideo. lo ho voluto avviare a compimento 
tali conoscenze, seguendo dettagliamente l’evoluzione dell’orecchio esterno, 
dallo stadio in cui si presenta come Fossa angularis, fino al suo completo 
sviluppo, studiandola in Mus musculus albinus. 

Non a caso ho scelto questa specie: essa infatti si presta assai bene 
per studi di embriologia, in cui sia necessario conoscere con esattezza l’eta 
degli embrioni studiati, per la facilita di stabilire la data dell’accoppiamento, 
in base alla presenza del tampone vaginale, che persiste nella femmina fe- 
condata per circa 24 ore dopo l’accoppiamento stesso. Ma per queste mie 
ricerche un notevole vantaggio é venuto anche dal fatto che essendo il topo, 
come ognuno sa, a prole tipicamente inetta, gran parte dei processi morfo- 
genetici, che io dovevo seguire, si svolgono dopo la nascita, per cui ne resta 
assai facilitato lo studio; alla nascita l’imboccatura del meato esterno é com- 
pletamente ricoperta dal padiglione, ripiegato in avanti e fuso con lepitelio 
affacciato: occorrono due settimane perché lo sviluppo dell’orecchio esterno 
del topolino possa considerarsi completo. 

La grande prolificita (4-9 topolini per nidiata), e la durata relativa- 
mente breve della gravidanza (21 giorni) sono anch’essi fattori favorevoli 
di cut ho tenuto conto. 

Ho esaminati 10 successivi stadi embrionali; per lo sviluppo postnatale 
ho prelevato quotidianamente esemplari dal 1° al 15° giorno dopo la nascita. 


Meato esterno. —- Il meato esterno si sviluppa, come ho detto, dalla 
Fossa angularis, la quale nella sua forma tipica (feti di rr giorni), si pre- 
senta come una fessura a fondo cieco allungata in direzione dorso-ventrale, 
e circondata da sei tubercoli, spettanti, tre al primo arco, mandibolare, e 


1 (1) Ricerche eseguite nell’Istituto di Anatomia Comparata dell’Uni versita di Torino 
(2) Nella seduta del 17 dicembre 1933. 


tre al secondo, ioideo. Ben presto (feti di 12 giorni) essa si incurva a 
doccia, in modo che in sezione trasversale acquista quasi la forma di un 
angolo retto, con il vertice rivolto in avanti e in basso. Viene cosi a cir- 
coscrivere, insieme a quella piega a cui ho gia accennato, e dalla quale si 
sviluppera il lembo del padiglione, una fossetta triangolare, con il vertice 
rivolto pure in avanti: tale fossetta rappresenta l’abbozzo dell’intero padiglione. 

Contemporaneainente questa fessura incurvata, che possiamo indicare, 
per intenderci pit brevemente, con il termine di meato primario, si allunga 
verso l’interno, per l’accrescimento interstiziale delle sue pareti, mentre l’epi- 
telio che ne costituisce il fondo prolifera in una lamina epiteliale che esten- 
dendosi fino all’anello timpanico, viene a limitare lateralmente il territorio 
del timpano. Verso il 16° giorno di vita fetale, percid, il meato primario 
€ costituito al suo estremo interno da una lamina epiteliale compatta, esterna- 
mente, distalmente, da una fessura. 

Mentre nei primi stadi considerati il meato primario era approssima- 
tivamente rettilineo, essendo soltanto leggermente incurvato verso il basso, 
nei feti di 16 mm. invece, presenta per la prima volta un andamento sen- 
sibilmente cambiato. Si delineano infatti nel suo decorso due flessioni, che 
lo dividono in tre parti approssimativamente della stessa lunghezza ; tali 
flessioni nel corso dello sviluppo si accentuano gradualmente finché, nei 
topolini di 12-13 giorni, il meato sembra ritornare due volte su se stesso, 
con angoli molto inferiori al retto. All’altezza della prima flessione interna, 
a questa stessa epoca, si osserva per la prima volta l’abbozzo di una grande 
ghiandola sebacea di cui ho dato particolari descrittivi in altra mia nota “), 

Nei feti di 17 giorni, le due pareti del meato, per l’attiva proliferazione 
dei loro epiteli di rivestimento, e specialmente dell’epitelio della parete in- 
feriore, vengono a contatto e si fondono insieme. Non si comprende facil- 
mente come avvenga questo processo. Nella porzione piu esterna del meato 
primario, le cellule superficiali degli epiteli a contatto, laminate e corneificate, 
sembrano sottoposte ad una forza che le sospinga all’esterno, dove formano 
degli accumuli irregolari che vi rimangono per qualche giorno. In seguito 
a questa espulsione, per cosi dire, che potrebbe esser dovuta alla progres- 
siva fusione degli epiteli dall’interno verso l’esterno, le due pareti del meato 
primario appaiono completamente fuse fra loro, senza alcuna soluzione di 
continuita. Piii internarmente invece, si osserva la semplice fusione degli 
epiteli, appena essi sono giunti a contatto, senza corneificazione. 

Dal 17° giorno, quindi, il meato primario sarebbe rappresentato unica- 
mente da una lamina epiteliale compatta, costituita da cellule di tipo malpi- 
ghiano, e limitata dagli strati germinativi delle due pareti. 

Solo in alcuni casi, quando non tutti gli elementi corneificati vengono 
espulsi, permangono nel meato primario alcune piccole cavita lentiformi, che 


(1) E. J. Roranp, Dellesistenza di una grande ghiandola sebacea nel condolto uditivo 
esterno det Muridi nostrali (in questi « Rendiconti »). 


She g 


nel corso dello sviluppo assumono una forma sferica; esse si possono ricon- 
durre alle cosi. dette «cipolle epiteliali » del Gradenigo. 

Questa lamina va restringendosi leggermente dall’estremo laterale, 
esterno, fino ad un terzo della sua lunghezza, mantenendosi poi nel suo terzo 
mediano di una Jarghezza relativamente uniforme; nel suo terzo pil profondo, 
parallelo alla cavita timpanica, si ¢ invece molto estesa in relazione con l’am- 
pliamento della membrana timpanica, ma nello stesso tempo il suo spessore 
si ¢ molto ridotto. 

Tali condizioni si mantengono invariate all’incirca fino al secondo giorno 
dalla nascita, quando il padiglione ¢ ormai completamente distaccato dalla 
testa, distacco di cui parleremo in seguito; si inizia allora anche la disso- 
ciazione delle pareti del meato, per corneificazione e desquamazione delle 
sue cellule centrali. Tale dissociazione in un primo tempo procede regolar- 
mente dall’esterno verso l’interno, in seguito (topi di 7 giorni) dall’imboc- 
catura della grande ghiandola sebacea, che ha allora raggiunto la completa 
maturita funzionale, se non il suo completo sviluppo, verso l’esterno. Di tale 
ghiandola nellaltra | mia nota citata ho gid descritto sommariamente 1 
caratteri. 

Il processo di dissociazione € completo verso il 10° giorno di vita, 
quando il meato primario é rappresentato da una fessura relativamente stretta 
che ripete la forma della lamina. Fanno eccezione due zone in cui si verifica 
invece un notevole ampliamento, e cioe l’estremo laterale del meato primario, 
che dara origine alla Cavitas conchae, e la rezione corrispondente allo sbocco 
della ghiandola sebacea, dove, gid nei topolini di 8 giorni, la parete supe- 
riore del meato primario si era sollevata a cupola. 

Dal 10° al 14° giorno si osserva un progressivo, ma lento allontana- 
mento delle pareti, allontanamento che tuttavia non modifica notevolmente 
la forma del meato primario. 

Nei topolini di 15 giorni, finalmente, si assiste alla trasformazione 
ultima che fara del meato primario, a forma di fessura, il meato definitivo, 
a sezione circolare. Questa trasformazione avviene, nelle diverse parti del 
meato, con modalita diverse. Nella regione timpanica fino allo sbocco della 
grande ghiandola si osserva un progressivo abbassamento della parete infe- 
riore del meato primario, la quale tende ad accollarsi alla lamina ossea che 
ne forma lo scheletro. Lateralmente allo sbocco della ghiandola, invece, 
Yampliamento avviene per due processi distinti, per comprendere i quali 
occorre tener presente alcune pieghe longitudinali che si sono formate nel 
meato primario per estroflessione della sua parete inferiore. 

Il processo di desquamazione si ¢ insinuato anche in esse, di modo 
che le loro pareti tendono ad allontanarsi l’una dall’altra, aumentando la su- 
perficie dell’epitelio di rivestimento del meato. 

Dato il sollevamento ad arco della parete superiore del meato primario, 
parete che va ad accollarsi allo scheletro cartilagineo del meato, e data la 


completa distensione delle pieghe della parete inferiore, si giunge alla forma- 
zione di un lume approssimativamente circolare, qual’é quello del meato udi- 
tivo esterno definitivo. 

La grande ghiandola sebacea si sviluppa da un cordone epiteliale che 
gia nei feti di 16 giorni prolifera dal pavimento del meato primario, all’al- 
tezza della prima flessione interna dirigendosi in avanti ed in basso. 

Essa raggiunge la maturita funzionale circa verso il 7° 0 |’ 8° giorno 
dopo la nascita; a questo stadio tuttavia, presenta ancora una struttura assai 
semplice che va complicandosi man mano fino all’adulto. 

In uno scritto pil ampio dard notizie dell’istologia sia del meato 
esterno, che della ghiandola. | 

Padiglione. — Il padiglione, come ho gia accennato, si sviluppa dai sei 
tubercoli che circondano la Fossa angularis, e da quella piega cutanea, che 
si solleva caudalmente ad essi nel territorio dell’arco ioideo. 

I tubercoli si fondono presto insieme (feti di 12 giorni) in modo da 
formare, i tre mandibolari il margine anteriore, rigonfio della fossetta trian- 
golare, che ho gia ricordato; e i tre ioidei il fondo della fossetta stessa. 
Essi non presentano da questo stadio delle notevoli modificazioni morfolo- 
giche fin dopo la nascita, fino a quando cioé non cominciano a differenziarsi 
nelle varie pieghe del padiglione. 

La piega cutanea invece, che dara origine al lembo del padiglione, é in 
un primo tempo diretta normalmente all’indietro, come nell’adulto; tuttavia, 
appena apparsa come abbozzo, subisce un processo di antiversione (feti 
di 12 giorni), si rovescia cioé in avanti, venendo in tal modo a coprire 
durante il suo accrescimento, sia ’imboccatura del meato primario, sia lab- 
bozzo delle altri parti del padiglione, costituenti la fossetta triangolare. Quando 
Yabbozzo del lembo si é esteso su tutta la fossetta, i due epiteli, del lembo 
e della fossetta, affacciati, si fondono insieme, dando luogo alla formazione 
di un cuneo epiteliale. Tale fusione avviene circa verso il 17° giorno di 
gravidanza, contemporaneamente alla fusione fra loro delle pareti del meato 
primario, ed € molto rapida. Molto pit lunga ¢ invece la successiva disso- 
ciazione del lembo del padiglione che si inizia gia nei feti di 18 mm., cor- 
rispondenti circa al 19° giorno di gravidanza, per continuarsi fin nel topo- 
lino di due giorni, stadio in cui tutti gli elementi assili del cuneo hanno 
subito la completa evoluzione cornea. Il sollevamento del padiglione tuttavia 
non avviene che al quarto giorno al pil presto, per cause non ancora ap- 
profondite. 

Le pieghe che lo complicano nell’adulto compaiono ancora pit tardi, 
verso il sesto giorno, e si evolvono gradualmente, finché, nei topolini di 
I5 giorni, raggiungono le disposizioni definitive. 

Anche per Vistologia del padiglione riferiro pil ampiamente in uno 
scritto successivo. 


(1) In corso di stampa in «Ricerche di Morfologia ». Roma. 


en ores: 


Biologia. — Sulla leucocataresi splenica. Nota di C. Cocomstr e L. Pao- 
Lazzi pres. dal Corrisp. P. FoA. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Biologia. — La sesswalild in alcune specie del genere ‘‘ Chaetomium ”, 
Nota di C. Srpizia pres. dal Socio L. Perri. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Biologia. — La determinazione dei gruppi azotati caratteristici nel tessuto 
muscolare di“ Mullus barbatus L.”’. Nota di G. Bint pres. dal Corrisp. G. Bar- 
GELLINI. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Fisiologia. — Sull’azione della stricnina e strofantina sul cuore isolato 
di “ Bufo vulgaris”. Nota di De Acazio pres. dal Corrisp. S. BaGLioni. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 
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PRESENTAZIONE. DI LIBRI 


L’Accademico Segretario Parravano presenta i libri inviati in omaggio 
all’Accademia segnalando: un volume edito a cura del Ministero dei LL. PP. 
riguardante le opere pubbliche in Italia compiute durante il primo decennio 
del Regime Fascista; il vol. IV delle Memorie della R. Accademia d’ Italia; 
il volume « La nuova sede della R. Scuola d’Ingegneria di Milano » pub- 
blicato in occasione del LXX anniversario della fondazione di quel Poli- 
tecnico; una raccolta di fascicoli contenenti lavori eseguiti durante gli anni 
accademici 1930-31 e 1931-32 dall’Istituto d’Igiene e Batteriologia della 
RK. Universita di Siena diretto dal prof. PerraGNant. 

Il Socio Marre Ltt presenta il volume di Memorie pubblicate dalla So- 
cieta Geologica Italiana nel cinquantennio della sua fondazione. 

Il Socio MarcoLonco, per incarico del Presidente, presenta la copia 
fotografica di un manoscritto Barberiniano contenente un’opera di Luca Va- 
lerio, Linceo, scoperto recentemente dal prof. G. Gabrieli e propone che 
si consulti sul valore del manoscritto stesso il Socio prof. Loria, che si é 
occupato di storia della geometria. 

Il Presidente accoglie la proposta. 


PRESENTAZIONE DI PLICH] SUGGELVATT 


Il Presidente presenta un plico suggellato inviato dal Socio G. Brunt 
per essere conservato negli Archivi dell’Accademia. 


PRESENTAZIONE DI NOTE E MEMORIE 


Presentano Note per Vinserzione nei « Rendiconti » 1 Soci: BaRGEL- 
Lint, CasTELNUOVo, Crocco, Levi—Crvira, Petri, PucctanTi, SEVERI. 


== 627 


OPERE PERVENUTE IN DONO ALL’ACCADEMIA 


presentate nella seduta del 7 gennaio 1934 


Reale Accademia dq’ Italia. 


Memorie 
della Classe di Scienze fisiche matema- 
tiche e naturali. Vol. IV. Roma, 1933. 
8°, pp. 1-776. 

Bonatri STEFANO. — Applicazione di me- 
todi grafici generali alla rapida deter- 
minazione delle costanti dei cristalli e 
successivo tracciamento degli assi nel 
disegno ortografico. (Estr. dagli « Atti 
della Societa Toscana di Scienze Natu- 
rali». Vol. XLUI). Pisa, 1933. 8’, pp. 1- 
25. 

BoNATTI STEFANO. — La roccia porfiroide 
di Forno Volasco (Alpi Apuane) (Estr. 
dagli «Atti della Societa Toscana di 
Scienze Naturali». Vol. XLIII). Pisa, 
1933. 8°, pp. 1-9. 

BoNATTI STEFANO. — La sabbia di Viareggio. 
Proprieta fisiche, chimiche e mineralo- 
giche. (Estr. dagli « Atti del Congresso 
Nazionale d’Idrologia, Climatologia e 
Terapia Fisica » Viareggio-Montecatini 
25-30 maggio 1932-X). Pisa, 1933. 8°, 
pp. I-13. 

Bonart! STEFANO. — Studio cristallografico 
del w-etil-6-fenilindone e di alcuni suoi 
derivati. (Estr. dai « Processi Verbali 
della Societa Toscana di Scienze Natu- 
rali ». Vol. XLII). Pisa, 1933. 8°, pp. 1-7. 

BONATTI STEFANO. — Studio petrografico dei 
graniti della formazione ofiolitica appen- 
ninica. (Estr. dal « Bollettino del R. Uf 
ficio geologico d'Italia». Vol. LVII). 
Roma, 1933. 8°, pp. 1-64. 

CaseLLA Domenico. — Il Dottato nell’indu- 
stria dei fichi secchi. (Estr. dagli « An- 
nali della R. Stazione Sperimentale di 
Frutticoltura edi Agrumicoltura». Vol. I. 
Nuova serie, pp. 57-71). Acireale, 1933. 
8°, 


CasgtLta DomENico. — La colorazione arti- 
ficiale del limone. (R. Stazione Speri- 
mentale di Frutticoltura e di Agrumi- 
coltura. Acireale. Bollettino n. 2. Nuova 
serie). Acireale, 1933. 8°. 

CasELLa DomeENIco. — L’apiatura del limone 
e la selezione gemmaria. (Estr. dagli 
« Annali della R. Stazione Sperimentale 
di Frutticoltura e di Agrumicoltura ». 
Vol.’ 1. Nuova serie, pp. 47-49, tav. v— 
152) HEAGIFCALC LOR Re mou: 

CasELLA DoMENIco. — La propagazione della 
Vitis Berlandieri per talea. (Estr. dagli 
« Annali della R. Stazione Sperimentale 
di Frutticoltura e di Agrumicoltura ». 
Vol. I. Nuova Serie, pp. 9-19, tav. III). 
Acireale, 1933. 8°. 

CasELLA DomENICcO. — Orientamento della 
produzione agrumaria. (Estr. dagli « An- 
nali della R. Stazione Sperimentale di 
Frutticoltura e di Agrumicoltura». Vol. I. 
Nuova serie, pp.21-41). Acireale, 1933.8°. 

CasELLA DOMENICO. — Primo contributo su 
alcuni porta—innesti dell’olivo. (Estr. 
dagli « Annali della R. Stazione Speri- 
mentale di Frutticoltura e di Agrumi- 
coltura ». Vol. I. Nuova serie, pp. 51- 
56, tav. X-XI). Acireale, 1933. 8°. 

CasELLA Domenico. — Un caso di metan- 
tesi nell’albicocco. (Estr. dagli «Annali 
della R. Stazione Sperimentale di Frut- 
ticoltura e di Agrumicoltura». Vol. I. 
Nuova.Serie, pp. 73-75, tav. XII). Aci- 
Reale wel ORRemOwe 

CasgLLA Domenico. — Un caso di neocarpia 
nel Pompelmo (Citrus paradisi Macf). 
(Estr. dagli « Annali della R. Stazione 
Sperimentale di Frutticoltura e di Agru- 
micoltura », Vol. I, Nuova serie, pp. 77- 
84, tav. XIII). Acireale, 1933. 8°. 


CasgLLa Domenico. — Un tumore prodotto 
da Bacterium tumefaciens Smith e Town 
su arancia ovale ela selezione gemmaria. 
(Estr. dagli « Annali della R. Stazione 
Sperimentale di Frutticoltura e di Agri- 
micoltura». Vol. I. Nuova serie, pp. 43- 
45). Acireale, 1933. 8°. 

Curzi Mario. — De fungis et morbis afri- 
canis. I. De quibusdam hyphomycetibus 
parasitis Somaliae. (Estr. dal « Bollettino 
della R. Stazione di Patologia vegetale 
di Roma». Nuova serie, anno XII). Fi- 
renze, 1932. 8°, pp. 1-22, tav. I-III. 

Curz1 Mario. — L’« Ascochyta heteromor- 
pha» N. C. nella necrosi dell’oleandro 
e nell'inoculazione sperimentale. (Estr. 
dal « Bollettino della R. Stazione di Pa- 
tologia vegetale di Roma». Anno XIII). 
Firenze, 1933. 8°, pp. 1-48, tay. XII- 
XXL 

D’Acuiarpi G. — Bernardino Lotti (Cenno 
necrologico). (Estr. dagli « Atti della 
Societa Toscana di Scienze Naturali, pro- 
cessi verbali». Vol. XLII). Pisa, 1933. 
8°, pp. 1-3. 

D’Acuiarpi G. — Emilio Repossi: Necro- 
logia. (Estr. dal « Bollettino del R. UF 
ficio geologico d'Italia ». Vol. LVII). 
Roma, 1933. 8°, pp. 1-12. 

De Brast Dante. — 1. Le pietre miliari 
della immunologia. Discorso inaugurale 
del III Convegno Volta. 

— 2. Comunicato ai convenuti, alla chiusura 
del Convegno. (Estr. dagli « Atti del II 
convegno della “ Fondazione Alessandro 
Volta’’». Roma, 25 settembre-1 otto- 
bre 1933-XI). Roma, 1933. 8°, pp. 1-18. 

Detcourt BernarpD E. — L’accés febrile chez 
Vhomme. Contribution a l’etude expé- 
rimentale de la fiévre chez 1 homme. 
(Extr. de la « Revue Belge des Sciences 
médicales». Tome V). Louvain, 1933. 
8°, pp- 1-173. 

Dracone Testr GiuseppinA. — Una pura 
gloria romana quasi dimenticata: Mi- 
chelangelo Poggioli. (Estr. dal « Bollet- 
tino dell’ Istituto Storico Italiano dell’ Arte 
Sanitaria », allegato alla «Rassegna di 
Clinica, Terapia e Scienze Afhni ». 
Anno XXXII). Roma, 1933. 8°, pp. 1-23. 

Cwinc. H. C. — Three new chigger mites 
of the genus Trombicula from Panama, 


with a key to the know adults of Trom- 
bicula of the New World. (From the 
« Proceedings of the United States Na- 
tional Museum ». Vol. LXXXII, pp. 1-6). 
Washington, 1933. 8° 

FAaNTOLI GAUDENZzIo. — L’inaugurazione del- 
l’adunata didattica 1933-34 del R. Poli- 
tecnico di Milano. Milano, 1933. 8°, 
pp. 1-19. 

Istituto di Igiene e Batteriologia R. Uni- 
versita di Siena. Lavori eseguiti durante 
gli Anni Accademici 1930-31 (IX) e 
1931-32 (X). Siena, 1933. 8°. 

La nuova sede della R. Scuola di Inge- 
gneria di Milano. Alla Citta degli Studi 
nel LXX anniversario della fondazione 
del R. Politecnico. Milano, 1933. 8°, 
pp. 1-268. 

Marretii U. — La distribuzione geogratica 
delle Pandanaceae. (Estr. dagli « Atti 
della Societa Toscana di Scienze Natu- 
rali». Vol. XLII). Pisa, 1933. 8°, pp. r- 
Dy 

Ministero dei Lavori Pubblici. Opere 
pubbliche. Roma, 1933. 4°, pp. I-VI, 
1-295. 

PascaL Mario. — Sul moto di un corpo de- 
formabile di volume costante e che ri- 
mane affine a se stesso. (Estr. dagli « An- 
nali del R. Istituto Superiore Navale». 
Vol. Il, pp. 205-221). Napoli, 1933. 8°. 

Peart RAYMOND. — America today and 
Maybe tomorrow. (Reprinted from the 
« Quarterly Review of Biology ». Vo- 
lume VII, pp. 96-101). S. 1. 1933. 8°. 

PEARL RAyMoND. — Preliminary notes on 
a cooperative investigation of family li 
mitation. (Reprinted from the « Quar- 
terly Bulletin of the Milbauk Memorial 
Fund». Vol. XI, pp. 37-60). S. |. 1933. 
8°, 

PEARL Quotations Tobias 
Venner andhis Via recta. (Reprinted 
from « Human Biology », Vol. IV, n. 4, 
pp. 558-583). Baltimore, 1932. 8°. 

Peart RayMonb. -- Some data on fertility 
and economic Status. (Reprinted from 
«Human Biology». Vol. IV, n. 4, pa- 
gine 525-553). Baltimore, 1932. 8°. 

Peart RayMonp. — Statistical report of the 
fifth year’s operations of the Bureau for 
Contraceptive Advice. (Reprinted from 


RAYMOND. — 


«Fifth Report of the Bureau for Con- 
traceptive Advice»). Baltimore, 1933. 
8°, pp. 1-17. 

Peart RaymMonp and GouLtpD Sopu1a A. — 
Available food, relative growth and du- 
ration of life in seedlings of Cucumis 
melo. (Reprinted from the « Proceedings 
of the National Academy of Sciences. 
WG OID, ji BPs), Sh th Meee 
Ome 

PENNEY JAMES T. — A new fresh-water 
sponge from South Carolina. (From the 
« Proceedings of the United States Na- 
tional Museum ». Vol. LXXXII, pp. 1-5). 
Washington, 1933. 8°. 

Romeo ANTONINO. — Contributo alla bio- 
logia fiorale dell’« Aranjia sericifera » 
Brot. (La pianta «catturatrice» d’insetti). 
(Estr. dagli «Annali del R. Istituto Su- 


periore Agrario di Portici». Serie III, 
Vol. VI, pp. 78-97). Spoleto, 1933. 8°. 
Rossont P. — Rocce prasinitiche di Capo 
Corvo ed Ameglia. (Estr. dagli « Atti 
della Societa Toscana di Scienze Natu- 
rali». Vol. XLII). Pisa, 1933. 8°, pp. 1-8. 
Rossoni P. — Studio cristallografico degli 
eptamolibdati di sodio, di potassio e di 
ammonio. (Estr. dai « Processi Verbali 
della Societa Toscana di Scienze Natu- 
rali». Vol. XLII). Pisa, 1933.8°, pp. 1-11. 

Ser J. — Les calculs formels des séries de 
factorielles. Paris, Editeur Gauthier-Vil- 
lars, 1933. 8°, pp. I-vil, 1-98. 

Sita Lucio. — I risultati scientifici della 
XXII riunione a Bari della Societa Ita- 
liana per il Progresso delle Scienze. 
(Estr. dalla Rivista «La Scuola Supe- 
TIOLED)))) Said. sitet. Pps el vO: 
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DELLE SEDUTE 


DELLA REALE ACCADEMIA NAZIONALE 
DE Tee Neal 


Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali 


Fascicolo del 21 gennaio 1934 (anno XII) 


MEVMOMESE NOTE Di SoG] 


Chimica. — Struttura della gutlaperca studiata coi raggi di elettront. 
Nota del Socio G. Bruni e di G. Narra. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


MEMORIE E NOTE PRESENTA TEsDAsSOG!I 


Matematica. — Sull’equazione differenziale di Riccati e su 
qualche risultato di Geometria Differenziale. Nota di S. MinetT, 
presentata‘”? dal Socio F. SEvERI. 


1. Le mie recenti ricerche sulla geometria degli olospazii e sui suoi legami 
con la teoria delle equazioni differenziali °) conducono assai agevolmente ad 
un metodo di trasformazione di dette equazioni, mercé il quale ho avuto 
modo, fra Valtro, di porre in evidenza alcuni casi di integrabilita per qua- 
drature dell’equazione di Riccati i quali, pur assai semplici, sembra fossero 
sin qui sfuggiti. 

Che tali casi di integrabilita, che derivan tutti da un’unica idea, offrano 
nteresse, € provato dal fatto che mediante uno di essi ho dimostrato la 
ipossibilita di ridurre ad una sola quadratura il problema del moto di pre- 


(1) Nella seduta del 7 gennaio 1934. 

(2) Vedi S. Minerri, « Verhandlungen des Int. Mathem. Kongress Ziirich», 2, 1932, 
p. 69; S. Mivetti, « Atti Reale Accademia d’ Italia», 4, estratto 17, pp. 483-587; S. Mr- 
NETTI, «Comptes-Rendus de |’Acad. des Sciences de Paris», to. 197, 1933, pp. 221, 474, 
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cessione regolare“) che interessa ad un tempo la Meccanica classica e 
P Astronomia. 

Mi sembra pertanto che essi meritino di esser messi in rilievo anche 
soltanto dal punto di vista analitico, pur non trascurando di presentar qui 
qualche altra loro applicazione relativa a taluni problemi di Geometria Diffe- 
renziale. 

Mi preme poi aggiungere che, pur potendosi far diversamente, prefe- 
risco presentar detti risultati cosi com’io ho avuto modo di metterli in 
evidenza. 

Cio nella ferma convinzione che ¢ assai meglio presentar fatti analitici, 
semplici o complicati che siano, come conseguenze di vedute e metodi ge- 
nerali, che non come conseguenze di puri artifizii i quali non sempre, del 
resto, posson riuscire appariscenti. 


2. Ricordo, innanzi tutto che, secondo la mia interpretazione geome- 
trica delle equazioni differenziali come equazioni di variet’ immerse in un 
olospazio, un’equazione differenziale del primo ordine rappresenta l’equazione 
(non parametrica) di una linea. Cosicché |’integral generale di detta equa- 
zione rappresenta la totalita dei punti di essa. Inoltre tale equazione ¢ lineare 
se, e soltanto se, la linea é geodetica. 

Ma una linea, che puo esser pensata come luogo de’ suoi punti, puo 
anche esser concepita come inviluppo delle sue tangenti (che sono geode- 
tiche dell’olospazio ambiente). 

Cosi considerata, la sua equazione sara del tipo 


(1) y= a (x/A)y + B (x/A) 


dove x rappresenta la variabile indipendente, e y (x) la funzione (incognita) 
che € imagine funzionale del punto generico della linea; A & poi un para- 
metro arbitrario. 

La (1), che sara detta equazione pseudo-duale della curva considerata, 
rappresenta ovviamente una famiglia di equazioni differenziali lineari, e cio, 
geometricamente parlando, una famiglia di rette: le tangenti della curva. 

E chiaro inoltre che se di una curva di equazione 


(2) y=f(x,y) 


si ¢ scritta la sua equazione pseudo-duale (1) la determinazione del punto 


(1) Vedi S. Minerti, Intégration avec une seule quadrature du mouvement de précession 
réguli¢re, « Comptes—Rendus de l’Acad. des Sciences de Paris », to. 197, n. 25, 18 déc. 1933, 
p- 1584. Il caso d’integrabilita sfruttato per la risoluzione di questo problema é precisa- 
mente quello fornito dalla seguente condizione (11). 


generico di essa, e cioé dell’integrale generale della (2), si riduce alla de- 
terminazione della radice comune alle due equazioni 


y= a (@/A) y + B (x/A) 
y= a(x/A + da) y + B(x/A + da) 
il che, non esige, com’ ovvio, quadratura alcuna. 


3. Cio posto sia data una curva olospaziale di equazione 


(2) ye heey) 
e€ una retta generica, 


(3) y=a(x)y +8) 


con a e B per ora funzioni incognite della x. 
Si imponga la condizione per la (3) di esser tangente alla (2). L’equa- 
zione (in termini finiti) 


(4) a(x)y +B) =f@,Y) 


dovra avere, allora, una radice doppia e pertanto « e f resulteranno legate 
da una relazione del tipo 


(5) p(x,%,B) =o 


Inoltre condizione necessaria e sufhciente affinche tal radice doppia, 
che supporremo per semplicita unica e che designeremo con yo(x,a,6), 
rappresenti proprio l’imagine funzionale del punto generico della curva (2), 
e che resulti 


(6) Yo% > % 5B) = % (X) Yo, %, BY + BX) 


relazione che costituisce un legame differenziale fra le a e B. 

La sostituzione allora delle espressioni che per « e B si ottengono 
dalle (5) e (6) nell’espressione della y,(x,a,) che si ricava dalla (4) 
tenuto conto della (5), ci porgera senz’altro l’integral generale della (2). 

E questo, nelle sue linee generali, il processo informativo del metodo 
di trasformazione delle equazioni differenziali cui accennavo nel n. I. 

Con questo metodo V’integrazione della (2) € ricondotta a quella 
della (6), tenuto conto, ben s’intende, della relazione in termini finiti data 
dalla (5). 

Ora la (6) che costituisce (tenuto conto della (5) ) una equazione diffe- 
renziale nella « o nella 8, pud esser piu facile dell’equazione proposta o, 
quanto meno, pud condurre a determinare nuovi casi di integrabilita di essa. 

Quest’ultima circostanza si presenta, ad esempio, per l’equazione di 
Riccati come subito passiamo a provare. 


Pe arr 
4. Si consideri all’uopo una equazione del tipo 


(7) y’= Ay? + By + C 


con A,B,C funzioni della sola x. 
Per essa la condizione (5) diventa 


AC — (B a)? 
(8) p- 1A 


mentre resulta 


(9) Yo (x »%, 6) —= naar ee 


. ° \ +) s 
€ yo rappresentera |’ integral generale della (7) se « soddisfera all’equazione 


}aB—ap'4 A —aarch. 


(10) 2 Aa’= Aa? + 2 A’a — “a : 


Si conchiude dunque che se 


AB? 


(ia) A’B — AB’ + a= 2) AAC a0 


la (10) puo integrarsi, com’t ben noto, con due quadrature“); anzi, poiche, 
supposto soddisfatta la (11), resulta 


e quindi 


(12) ed 


(1) Giova avvertire che alla condizione di integrabilita (11) si pud direttamente per- 
: : secre B 

venire anche a mezzo della trasformazione, semplicissima, » = 7 — oe (cfr. con quanto 
ho detto nel quarto capoverso del n. 1). Con tale trasformazione la (7) vien ricondotta 
ad altra equazione di Riccati priva del termine in z. Pur tuttavia é strano come il caso 
di integrabilita in questione non sia stato mai messo in evidenza. Né pud pensarsi che 
cid trovi ragione nella estrema semplicita con cui vi si pud arrivare, in quanto sta di fatto 
che tutti si preoccupano della riduzione dell’equazione di Riccati alla forma priva del ter- 
mine contenente la prima potenza della funzione incognita; gli é perd che tutti gli autori, 
almeno per quanto mi consta, vi pervengono a mezzo di trasformazioni complicate che 
non conducono affatto, di per se stesse, alla condizione (11). Ved. ad es. CesAro, Elementi 
di calcolo infinitesimale, p. 349, dove si adopera la trasformazione 


x= ye—fude ‘ t= — felis. © dx dove Y= B e o=A, 


la (9) porge subito 
}2A + B/Adx|—2Ba 


I = : 
13) : Af Adx — 4 Ax 


e si ottien percio l’integral generale della (7) mediante una sola quadratura. 

La (11) costituisce appunto una prima condizione di integrabilita 
della (7); € quella di cui mi son valso per integrare a mezzo di una sola 
quadratura il movimento di precessione regolare. 


5. Si perviene poi ad un altro caso di integrabilita osservando che, 
non essendo soddisfatta la condizione (11), la determinazione della « vien 
pur sempre a dipendere, in virti della (10), da un’equazione dello stesso 
tipo della (7). 

Per la (10) potra pertanto ripetersi il ragionamento fatto or ora a pro- 
posito della (7). Cosicche, a calcoli fatti si conchiude che se ¢ soddisfatta 
la condizione 


(14) —2AA"+ 3 A” + 2 ABA’— 2 A?B’ + A? B*>—4 ABC =0 
la (7) si integra senza alcuna quadratura in quanto Vespressione del suo 


integral generale resulta cosi automaticamente data dalla 


1 {(2A'+ AB)x + 4A}—8{A'+ AB}A 
Gs) 9@f)=— 74 Ax Se | | 


dove non figura alcun segno di integrazione definita. 


6. Un terzo caso puo poi agevolmente stabilirsi ricercando le condizioni 
afinché la curva di Riccati abbia una delle sue tangenti passante per l’ori- 
gine dell’olospazio ambiente. 

In tali circostanze invero, detta 


(16) y= ay 


Vequazione di detta tangente, i ragionamenti svolti nel n. 3 e gia applicati 
nel n. 4, mostrano subito come debba risultare 


C2 Bo VAC 
mentre che la 
a—B B—2y/AC—B _ ‘© 
(17) eG i 2A y 


soddisfera effettivamente la (7) se sara rispettata la condizione 


(18) 5G NCA 
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In tal caso la y = — jie: sara l’ imagine funzionale del punto di tan- 


genza della (16) con la (7) e€ sara cosi noto un integral particolare della 
(7) stessa. Ma allora Vequazione di Riccati si integra con due quadrature. 
E l’asserto € provato. 


7. Raccogliendo ora i risultati ottenuti nei nn. 4, 5, 7 potremo asse- 
rire che: 

Se i tre coefficienti A, B, C di um’equazione di Riccati y’=Ay? + By + C 
soddisfanno ad una delle tre seguenti condiziom 


— 2AA”+ 3A” + 2 ABA’— 2A? B’+ A? B?—4 A3}C=0 («) 
AB? 


WAC AB eee a Cie 0 (8) 
AEC awed 
i EtAc 28 (y) 


Vequazione ¢ integrabile al pit con quadrature. E precisamente nel primo caso 
non occorre alcuna quadratura; nel secondo una sola quadratura ; nel terzo due 
quadrature. 

Lintegrale generale di essa ¢ por dato rispettivamente dalle formule 


ft ((2 A+ AB) x + 4A}—8(A’+ AB]A ; 
Se amece Ape (A) 


| }2A+B/Adx)—2Ba 
SLATE Saat SN @) 


dx 
| e = ax 


ala TET (Ere ie 


APPLICAZIONI “, 


8. Passiamo ora ad esporre rapidamente qualche applicazione de’ pre- 
cedenti risultati, limitandoci purtuttavia a considerar solo le due condizioni 
di integrabilita (8) e (y) del precedente enunciato. 

Si consideri ad esempio il problema della determinazione delle traiettorie 
ortogonali di un sistema co’ di sfere. 


(1) Queste applicazioni si riferiscono al problema della determinazione delle traiettorie 
ortogonali di sistemi di oo! di sfere o di cerchi, pel qual problema in tutti i trattati 
si espongono i casi sin qui noti in cui esso @ ricondotto alle quadrature. Vedi, ad es., 
Darsoux, Legons sur la théorie générale des surfaces, to. I, livre II, cap. I, n. 103, p. 166. 


Partiamo dal caso, pitt semplice, in cui la curva T luogo dei centri 
delle sfere sia piana. Allora il problema € ricondotto a quello dell’ integra- 
zione dell’equazione di Riccati 


ae oa R 1 I () 
eee 


dove R designa il raggio della sfera generica del sistema, e e il raggio di 
curvatura della curva T, R e g essendo funzioni dell’arco s di I’. In questo 
caso ¢ dunque 


iene eee Eee ee 
ae R oc.” C 2K : 


cosicché la condizione (1 1) doventa 


Riko 4 ie RR Reni 

) aoe s=el Raat 4) u 
Lo cheek I ak I 
2 2R \R?~ a) + 7 


che, sviluppata e ridotta da 
— 2RRe? — 2ipR2 — R2 p» — R? + op =o 
cosicche separando il reale dall’imaginario si ottiene il sistema 
(21) eee 
| @[—2RR+ R24 1]=R:. 
Ora la prima di queste due relazioni da 


(22) pes Ka cost: 

e ci dice intanto che la curva PT é¢ un cerchio; dopocid la seconda doventa 
(23) 2K? RR — K? R? + (R— kK?) =0 

che costituisce una equazione differenziale del secondo ordine nella R (s) @. 


(1) Vedi, ad es., L. Brancut, Leziont di Geometria Differenziale, vol I, 2° edizione, 
1902, p. 45. Qui secondo una comune notazione R designa la derivata di R rispetto alla 
variabile indipendente di cui @ funzione (in questo caso rispetto all’arco s di I). Cosi 
dicasi per le notazioni analoghe che saranno adoperate in seguito. 

(2) La (23) é, del resto, immediatamente riducibile ad una equazione del 1° ordine. 
Posto invero R(s) = (x) e quindi s = x essa si scrive cosi 


2 K2yy—K?y + (y2—K2) =o. 
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Puo pertanto conchiudersi che: 
Se il luogo dei centri di un sistema cot di sfere é¢ un cerchio Y dt rag- 
gio pe se il raggio R della sfera generica del sistema (pensato funzione del- 
Varco s di YT) soddisfa alla relazione differenziale 


(23) 2p? RR —p? R? + (R? —p”) =o 


allora la determinazione delle traiettorie orlogonali del sistema si esegue mediante 


ds 
la sola quadratura | + 
R 
9. Consideriamo ora uraltra applicazione della condizione (11). Essa 
si riferisce al problema della determinazione delle traiettorie ortogonali di 
una famiglia di cerchi di un piano, definita dall’equazione 


(24) (ay +(y—bp ar 


dove a,b,r, rispettivamente coordinate del centro del cerchio generico della 
famiglia e raggio di esso, sono funzioni di un parametro u. L’equazione 
differenziale a cui si riconduce il problema ¢, com’é noto, la 


dl t db I da 1 ab@ 
Cy i ee eee i aoe 


Presa ora x per funzione incognita ed y per variabile indipendente, poiché é 


a sostituzioni effettuate resulta 


Key = Kee (yes Ke) 
3 oa 


XS 
equazione che, moltiplicata per x3 da 
— 2 K2x y— K2 92 + (x2 K2) 3 = 0 


dove si ¢ tornato a chiamare con x la variabile indipendente e con y la funzione incognita. 
Posto ora 
y =X 
la precedente equazione si trasforma nellaltra 
iy K2 x 7— K2 z2 + (x2 — K2) S10 


che € una equazione differenziale del primo ordine. 
(1) Vedi ad es. Darzoux, loc. cit., p. 166. 


che scriveremo pitl concisamente cosi 


a h 
Veena a aetan enter 
21 i r 27 
Essendo ora 
b 1 b 
Ne es ae ee ie 
2r r 2r 


la (11), a riduzioni eseguite, doventa 
(26) 2r{ab—ab]+b[a+b]=0. 
E pertanto . 
Se le coordinate a(w),b(u) del centro del cerchio generico di wna fami- 


glia di cerchi di un piano, e se il suo raggio r(u) soddisfano alla relaxione 
differenziale 


(26) 2r[ab—ab] + bla + bb] =0 
allora la determinazione delle traiettorie ortogonali della famiglia si esegue a 
b 
mezzo della sola quadratura i; — du, 
r 
10. Si consideri infine il problema della determinazione delle traiettorie 
ortogonali di un sistema co! di sfere non supponendo pit, ora, che la curva 


I luogo de’ centri delle sfere sia piana. 
L’equazione differenziale da cui dipende il problema ¢ allora la 


- do __ i eee fhe le toh 
@)” g=(—prtoglet(e— le tlsr—ae 


e pertanto, essendo A = —C, la condizione di integrabilita (18) si ri- 
duce alla 
(28) 2~AC--B =o. 


A sostituzioni eseguite si perviene cosi al sistema 


I 

eer kd 
(29) 

Pere ae 

peek 


(1) Dalla (26) si scorge, in particolare, che se b=o il problema é risolubile con 
una sola quadratura; risultato gia ben noto poiché allora il luogo dei centri dei cerchi € 


una retta. 
(2) Vedi L. Brancut, loc. cit., p. 45. T designa qui il raggio di torsione della curva I’. 


Dalla prima di esse si ha subito 


ds 
(30) R= Ke T con K costante generica 


dopodiché la seconda porge 


(31) Bie Oe) 


Cosicche : 

Se in ogni punto P della curva T’ luogo de’ centri delle sfere S di un 
sistema cot, coincidono il raggio R della sfera che ha il centro in quel punto 
ed il raggio di curvatura p di T, ¢ se tal raggio di curvatura eé legato al raggto 
di torsione T di TV dalla relazione 


(31) fk 


allora la determinazione delle traietlorie ortogonali del sistema di oo* sfere con- 
stderato ¢ ottenibile con due sole quadrature. 


Matematica. — Sulla flessione delle superficie rigate. Nota di 
A. Mytter, presentata“ dal Socio T. Levi—Crvita. 


Siano g:,g. due generatrici vicine di una superficie rigata; M,,M, i 
loro punti centrali e @;,, 1 piani asintotici! corrispondenti. Il piano @, ta- 
glia il piano «, secondo una retta c, parallela a g,. Infatti, il piano asin- 
totico «, & tangente alla superficie rigata nel suo punto all’infinito M,. Per 
M, passa la generatrice g, e una caratteristica della sviluppabile asintotica ¢, . 
Il punto M, essendo all’infinito, c, e g; sono parallele. 

Stabilito questo fatto, consideriamo i piani asintotici a, ,a@2.,°++, G@iy*° 
come posizioni successive di un piano mobile che rotola senza strisciare 
sulla sviluppabile asintotica. In ogni piano «; ve una generatrice g: paral- 
lela alla caratteristica corrispondente c; della sviluppabile asintotica. Imagi- 
niamoci che le generatrici gi lascino in ogni momento una traccia h; sul 
piano rotolante. Queste tracce generano nel piano mobile una curva I, 
loro inviluppo. La curva I’, considerata come fissa nel piano mobile, ge- 
nera col rotolamento del piano una superficie modanata di Monge. 

La curva [, chiamata profilo della superficie modanata, si chiamera 
anche profilo della rigata. 

La superficie modanata tocca la superficie rigata lungo la sua linea di 


stringimento. Infatti, consideriamo due qualunque piani asintotici p. es. o, 


(1) Nella seduta del 21 gennaio 1934. 


€@, € su a, tracciata la curva di profilo I. Nel piano «, la generatrice g, 
coincide con la tangente b, a T’ e la tangente h, é parallela alla genera- 
trice g, nel piano @,. La perpendicolare comune alle generatrici g:, 92 @ 
perpendicolare al piano «, e si proijetta su questo nel punto d’intersezione 
di b, con A, cioe nel punto di contatto di g, con T. 

Prima di occuparci della flessione delle superficie rigate, facciamo l’os- 
servazione che una superficie sviluppabile pud essere generata nel modo se- 
guente: Consideriamo in un piano «, una curva Cy legata invariabilmente 
con esso € imaginiamoci questa curva come una linea poligonale A, A, A,--- 
con lati infinitesimi. Ruotiamo il piano «, e con lui anche la curva C, 
attorno alla tangente A,A, di un angolo da, finché venga nella posizione 
%,, poi ruotiamo il piano @, insieme colla curva C, tracciata su di lui, 
attorno alla nuova posizione A, a nel piano a, della tangente A, A;, di 
un angolo dw, e cosi via. In tal modo otteniamo invece della curva C, 
una curva sghemba C formata dai punti A, A, A, A,-++, nuove posizioni 
dei punti A, A, A; A,---. La curva C é lo spigolo di regresso della svi- 
luppabile, essendo a, a, +++ i piani osculatori. 

Insomma, la sviluppabile é determinata se si da 


1) HO 
dw 


essendo s la lunghezza dell’arco della curva C, (ovvero C), d@ l’angolo 
fra due tangenti infinitamente vicine della curva C, (ovvero C) e dw l’an- 
golo fra due piani osculatori infinitamente vicini. L’equazione (1) da sola 
determina completamente la curva C,; lequazione (2) da sola determina 
completamente il cono direttore delle tangenti alla curva C. Chiamiamo C, 
la base della sviluppabile. 

Per trattare il problema della flessione imaginiamoci la superficie rigata 
come formata da striscie rigide, porzioni di superficie comprese fra due ge- 
neratrici vicine. Colleghiamo invariabilmente ad ogni striscia compresa fra 
le generatrici gi e g;4, il piano asintotico « che passa per gi. La figura 
cosi ottenuta, chiamiamola striscia (col piano) f:. La totalita delle striscie /. 
forma la superficie rigata insieme coi suoi piani asintotici. Ruotiamo attorno 
a g, di un angolo infinitesimo la striscia f, ed insieme con essa tutto il resto 
della superficie, poi attorno a g, di un altro angolo la striscia f, col resto 
della superficie e cosi di seguito. Otteniamo cosi una flessione della super- 
ficie. I piani «; legati invariabilmente colle striscie conservano dopo la fles- 
sione la proprieta di essere asintotici. La flessione non altera il profilo della 
rigata. Infatti, l’elemento di arco della curva del profilo é la proiezione del- 
Velemento di arco della linea di stringimento sulla generatrice che passa 


per la sua origine; l’angolo fra due tangenti infinitamente vicine della curva 
di profilo é l’angolo fra due generatrici. Essendo la striscia rigida, questi 
elementi rimangono invariabili per la flessione. 
Per flessione la sviluppabile asintotica, in generale, cambia; vogliamo 
mostrare che possiamo flettere una rigata in modo che: 
1) la sviluppabile asintotica abbia una base data; 
2) la sviluppabile asintotica abbia un cono direttore dato. 
Questo secondo punto costituisce il teorema di Minding. 
Consideriamo la base data K della sviluppabile asintotica tracciata nel 
piano «, e tangente alla caratteristica c;. Ruotiamo la striscia (col piano) 
f; attorno a g, finché la caratteristica c,, che si muove parallelamente di- 
venti tangente al profilo K. Ribassiamo il profilo K nel piano a, e ruo- 
tiamo la striscia f, attorno a g, finché la caratteristica c, diventi tangente 
a K. Continuando loperazione, otteniamo la flessione cercata. 
Per dimostrare il secondo punto, consideriamo il cono direttore della 
sviluppabile asintotica dato dalla relazione 


dw = f (0) d0 


dove d@ & l’angolo fra due generatrici infinitamente vicine e dw é Vangolo 
fra i piani tangenti corrispondenti. 

Sia d@, l’angolo fra le caratteristiche c, e c, del piano «,. Ruotiamo 
la striscia f,; attorno a g, finche il piano «, formi ’angolo dw, = f(8.) d6,, 
poi la striscia f, attorno a g, finche a, formi Vangolo dw, = f(0;) a0, 
con a; ,d@0; essendo l’angolo delle caratteristiche c, ec, dal piano «, . Con- 
tinuando l’operazione, otteniamo la flessione cercata. 


Matematica (Analisi). — Di una nuova variabile ipercomplessa 
interessante la teoria dell elasticita. Nota 1 di L. Soprero presentata “” 
dal Socio G. CasTELNUOVO. 


ScOPO DELLA RICERCA ®), E ben noto che molti fra i pit. importanti 
problemi della teoria dell’elasticita si traducono nel seguente problema ana- 
litico: «Siano: C una curva chiusa e regolare, P un punto generico di tale 
curva, f(P) e g(P) due funzioni dei punti del contorno C. Determinare 
nell’area racchiusa da C una funzione u(x, y) che soddisfi all’equazione 
A,u=0 e tale che due ben determinate combinazioni lineari di e delle 
sue derivate parziali assumano sul contorno rispettivamente i valori f(P) e 
g (P) ». Molti sono i procedimenti indicati per la soluzione (rigorosa od appros- 
simata) di tale problema, e non sarebbe qui opportuno tentarne una clas- 
sificazione. Si puod tuttavia affermare che se non intervengono a semplificare 
il problema particolari condizioni di simmetria al contorno, difficilmente si 
va al di la dell’impostazione dell’equazione: né la cosa appare sorprendente, 
ove si rifletta alle difficolta gravissime che gid offre un problema analogo 
ma pili semplice: il problema di Dirichlet per il A,. 

L’analogia fra i due problemi appare anzi tanto evidente da giustificare 
la seguente domanda: non possono i metodi proposti allo studio del A, esten- 
dersi allo studio del A,? Richiama particolarmente la nostra attenzione il 
notevole progresso portato agli studi sul A, dall’introduzione sistematica, 
in tale problema, delle funzioni di variabile complessa. Cosi che sorge spon- 
tanea Videa di introdurre un nuovo tipo di variabile (ipercomplessa) la quale 
abbia un’ufficio analogo nel problema del A,. E questo lo scopo della nostra 
ricerca. 


Ai Nia ao DEFINIZIONE DELLA VARIABILE ED OPERAZIONI SU DI ESSA. 


La nostra variabile ipercomplessa z viene intesa come |’insieme di quattro 
grandezze reali ordinate do, d;,4,,4;. Scriveremo simbolicamente 


{=f do + jt dy + jae + pay. 


I simboli j°, 7! , 72,73 (che diremo wnitd ipercomplesse) stanno solo 
a stabilire ’ordinamento delle quattro quantita reali do , a: 5 d2 , a; (che diremo 


(1) Nella seduta del 21 gennaio 1934. 

(2) Questa ricerca fu presentata al Seminario Matematico della R. Universita di Roma 
nelle due sedute del 25 marzo e del 19 maggio 1933. 

(3) I numeri 0,1, 2,3 affissi a j per designare le unita ipercomplesse vanno con- 
siderati come indici; la convenienza di scriverli a mo’ di esponente apparira pit tardi, 
quando si definira il prodotto di due quantita ipercomplesse. 


elementi del numero) ed i segni + hanno puro ufficio di collegamento. Quando 
non vi sia tema d’equivoco l’unita j° verra sostituita con 1 (0 verra addirit- 
tura soppressa nella scrittura del numero) e Vunita j! verra indicata sem- 
plicemente con j; talché il numero ipercomplesso x assumera la forma 


¥ =o + ja, + 7 a, + f3a;- 

Diremo che due ipercomplessi 7’ e x”, sono eguali, e scriveremo 
zy’ =z", se sono eguali gli elementi corrispondenti di essi. 

Somma. — Diremo somma (0 differenza) di due ipercomplessi 7’ e 3’ 
lipercomplesso z i cui elementi sono la somma (0, rispettivamente, la dif- 
ferenza) degli elementi corrispondenti di 7’ e 7”. La somma ¢ evidentemente 
associativa e commutativa. 

Propotro. — Dati due complessi ordinari x’ e x’’, per effettuarne il 
prodotto basta moltiplicare i due numeri colle ordinarie regole dell’algebra, 
considerandoli come polinomi nella variabile 7. Salvo poi ad abbassare il 
grado del prodotto cos} ottenuto mediante la sostituzione formale 


(a 


In modo del tutto analogo si procedera nelle quantita ipercomplesse 
, ¥ oP p . ' . ' ohh " on ove . ” . ” 
Sods Se wali ithe oe ang teen eee amr ea 

Per effettuarne il prodotto si moltiplichera ~’ per x” riguardando questi 


ultimi come polinomi nella variabile 7. Si otterra cosi un polinomio di sesto 
grado in j. Tenendo allora conto della relazione formale 


jt — apt 


e delle altre che da essa si ottengono moltiplicandone ambo i membri per 
j € per j? si riuscira ad esprimere le potenze j+, j5 e 76 per mezzo delle prime 
tre potenze di j, e quindi a ridurre il polinomio di sesto in un polinomio 
di terzo grado, che si assume a rappresentare il prodotto di 7’ per 7’. Il 
prodotto cosi definito appare evidentemente commutativo ed associativo, e 
gode della proprieta distributiva rispetto alla somma. Il prodotto dell’iper- 
complesso zero (e cioé dell’ipercomplesso ad elementi nulli) per un altro 
ipercomplesso z € nullo. Ma non sempre vero che se un prodotto di due 
ipercomplessi & nullo tale debba essere uno dei fattori. La cosa verra discussa 
piu. tardi. 

Dalla definizione di prodotto segue subito quella di potenza. Per quanto 
riguarda l’unita ipercomplessa fondamentale j si pud in particolare verificare 


che le potenze di esponente 0, 1 ,2, 3 dij coincidono proprio con le unitd 
ipercomplesse (v. nota (3)). Immediata @ poi la verifica delle formule 


M(H OD ty] PSC [oni ty 
(v intiero positivo o nullo) “. 

QuoziENTE di due ipercomplessi 7’ e z’’ & quell’ipercomplesso z (se 
esiste: nel qual caso & unico) il quale moltiplicato per z’’ da un prodotto 


eguale a 7’. La ricerca di tale numero z &@ immediata. Si ponga z nella 
forma 


X= + far +f? a, + 73 a, 


+++ dove do +++, a; sono quantita incognite. Moltiplicando z per 7’ = a" + 
foes + 73 a, si ottiene un prodotto 1 cui elementi sono forme lineari tanto 


nelle a; quanto nelle incognite a;. Eguagliando gli elementi del prodotto z-2’’ 
agli elementi corrispondenti di 7’ si ottiene un sistema di quattro equazioni 
lineari nelle a; le quali consentiranno, in genere, di determinare (in modo 
unico) questi elementi. Eccezione potendosi presentare solo nel caso in cui 
si annulli il determinante dei coefhcienti di questo sistema di equazioni. 
Convenienti sviluppi mostrano che tale determinante vale 


EG == 6, ote, a 


e quindi si annulla solo quando contemporaneamente risulti a; 


wea g ved 
a’ =a’. Se si conviene di chiamare modulo del numero ipercomplesso 7” 


> 
Yespressione omogenea di primo grado 


e=V(a — aly + (@ — ary 


si puo concludere: l’operazione di quoziente & sempre possibile ed unica, eccet- 
tuato il caso in cui il divisore risultt di modulo nullo. In questo caso (di cui 
vedremo ben presto la natura eccezionale) voler definire un quoziente por- 
terebbe ad un assurdo oppure ad una indeterminazione. 


La LEGGE DI ANNULLAMENTO DEL pRropoTTo. — Si verifica sulla defi- 
nizione di prodotto che i! modulo di wn prodotto vale il prodotto det moduli 
dei fattori. Segue immediatamente che il modulo di un quoziente vale il 
quoziente dei moduli. Questa notevole proprieta verra del resto ricavata piu 
comodamente nel seguito, quando si mostrera che il logaritmo di una quan- 
tit’ ipercomplessa ha come primo elemento il logaritmo del modulo. 


(1) Appena in possesso della definizione di quoziente si pud dimostrare che queste 
formule valgono anche per valori negativi di v. 


AROS ee 


Poiché lo zero ha modulo nullo l’annullarsi del prodotto di due fattori 
porta con sé l’annullarsi del modulo di almeno uno di essi. Ma questa con- 
dizione (di esser nullo il modulo di almeno uno dei due fattori) non ¢ sufh- 
ciente all’annullarsi del prodotto. Si pud, in proposito, dimostrare la seguente 
proposizione: perché un prodotto sia nullo é necessario e (suff.): che almeno wno 
dei faltori sia identicamente nullo, 0 che ambo i fattori abbiano modulo eguale 
a zero. Assegnato ad arbitrio un ipercomplesso x di modulo non nullo, non 
esiste pertanto alcun numero (all’infuori di zero) che moltiplicato per z 
dia prodotto nullo. Se invece ¢ nullo il modulo di z, esistono infiniti nu- 
meri soddisfacenti alla detta proprieta, e sono tutti quelli di modulo nullo. 

Appare di qui come sia limitata la restrizione imposta all’uso delle 
nostre quantit’ ipercomplesse dal teorema di Weierstrass“: i numeri di 
modulo nullo dovendosi considerare come grandezze ipercomplesse degeneri. 


J 2. FUNZIONI DI VARIABILE IPERCOMPLESSA, 

Sia f=a+j8 +727 +738 un ipercomplesso 1 cui elementi siano 
funzioni (qualunque) delle quattro variabili reali a,b,c,d. Diremo allora 
che f & una funzione della variabile ipercomplessa 7 =a +j)+)?¢ + pd 
é seriveremo f == [(z). La funzione identica 7 =, \inversa f— 1/7, le 
potenze 7” ed (1/z)” sono altrettanti esempi di funzioni ipercomplesse (ed 
anzi di funzioni olomorfe, nel senso che verra chiarito nella prossima Nota). 
Gia pero esplicitando Vespressione di 1/x ci si accorge che non é possibile 
operare speditamente sulle quantita ipercomplesse senza introdurre opportuni 
artifizi di calcolo. Le operazioni diventano subito assai laboriose ed i coefh- 
cienti numerici molto elevati: ci siamo pertanto proposti di ricercare una 
formula, tipo Moivre, la quale consenta di effettuare rapidamente una qua- 
lunque potenza (0 radice) della variabile ipercomplessa. Vi siamo riusciti cer- 
cando di stabilire anzitutto se si possa parlare, per i nostri numeri, di una 
funzione esponenziale e di un logaritmo. 


FUNZIONE ESPONENZIALE. — Assumiamo come detinizione di e% lo svi- 
CaneL 

luppo in serie ee = Pras Poiché la proprieta caratteristica degli espo- 
n=O ° 


nenziali (e’ +" == e%’. et’’) & soddisfatta da ogni sistema di numeri ipercom- 
plessi per i quali valga la proprieta commentativa del prodotto, e tale pro- 
prieta sussiste per i nostri ipercomplessi, dovra risultare (almeno nell’ipotesi 
di convergenza degli sviluppi) 


ex = e# 4 ei? P ej2e . ej34 


(1) Afferma detto teorema che per un sistema di numeri ipercomplessi a pit di due 
unita in cui il prodotto sia commutativo, deve necessariamente cadere la legge di annulla- 
mento del prodotto. Cfr. Enriqurs, Questioni riguardanti le matematiche elementari. 


pte Sh ihe 


Ciascuno dei quattro fattori a secondo membro si calcola abbastanza 
facilmente. Si riconosce che le rispettive serie sono convergenti ed hanno 
per somma le espressioni: 


ee eke 37 + 72 b : n 
ree pe COS Bien pi ene] cost) (meta), 


reese ea ges? (i =p ae 


Gs cosa Siena: 
2 


send + Jd (sen d —j cosd) (1 + j?). 
Da queste per prodotto, dopo alcune semplificazioni 


,o— et tie +j7e+p3d Pace [b—a| + HEP sen [b — d} ab 


3d 


7% = (jeos[b— 4] —sen 0—a]) +e(cos[b—d] +jsen[b—d)]| ’ +i|[- 


IL Locaritmo. — Si definisce come funzione inversa dell’esponenziale. 
Per trovarne l’espressione basta eguagliare, elemento per elemento, il nu- 
mero x di cui si vuol trovare il logaritmo con il secondo membro della 
relazione ultima scritta e risolvere il sistema di equazioni che cosi si ottiene 
rispetto ad a,b,c,d. Se il numero z assegnato si scrive nella forma 


eink 


Py + (u + jd +i) 


() cae t 


(alla quale si puO sempre ridurre — in modo unico — qualunque ipercom- 
plesso) il logaritmo ha Vespressione seguente: 
xu+ yu .xu—yu 


37 +7 
2 ye ge Meat ae 


log z = log Vx? + y? +  arctg > +( JG +j?). 

Prima ancora di esaminare davvicino questa espressione del logaritmo 
vogliamo notare che Ja forma di scrittura (*) per i numeri ipercomplessi 
si presenta spontanea nell’esecuzione degli sviluppi di e* e di logz. Sorge 
pertanto il dubbio che le espressioni 


37 +P 
zZ 


e Do 


abbiamo un significato particolarmente notevole. Di fatto si scopre che la 
prima delle due espressioni ¢ una delle radici quadrate di — 1 (e cioé traduce 


ReNnDICONTI. 1934. Vol. XIX. 6 


89 


nei nostri ipercomplessi il simbolo 7) mentre la seconda é un numero di 
modulo nullo che si vede intervenire molto spesso nelle formule. 
Ritornando all’espressione del logy e ricordando che dalla proprieta 
caratteristica degli esponenziali discenda quella caratteristica dei logaritmi 
(log 2’ +z’ = logs’ + logz’’) si scorge che ogni numero ipercomplesso 


can UEP Wey 


é collegato alle quattro grandezze 


XU — yu 


5 on _ xut yu, 
o = Vx? + y? ; 0 = arctg— ) Bayon oars 4 Phos apes 


(che noi diremo: la prima modulo, le restanti argomenti) le quali soddisfano 
alle proprieta seguenti: 

... i modulo di un prodotto vale il prodotto dei moduli det fattort; 

. gli argomenti valgono la somma degli argomenti. 

Richiamiamo in particolare l’attenzione sui due ultimi argomenti a e 6, 
razionali in x,y,u,v. Essi costituiscono un fatto nuovo rispetto ai com- 
plessi ordinari. Osserviamo che gli argomenti « e B sono rispettivamente 

u+iv , 
—, 7 


x+1y’ 


la parte reale ed il coethciente dell’immaginario del quoziente 


essendo l’ordinaria unita complessa. 

Il modulo pg ora definito coincide con quello gia stabilito a § 1, purché 
si tenga conto che la nuova definizione considera il numero ipercomplesso 
nella forma (*). 


Nella prossima Nota stabiliremo la formula di Moivre ed i principali 
teoremi della teoria delle funzioni di variabile ipercomplessa. 


Matematica (Analisi). — Sulle equazioni ellittiche a derivate 
parziali con n variabili indipendenti. Nota di R. Caccioppout, pre- 
sentata ‘? dal Corrisp. G. Scorza. 


Mi propongo di stabilire in questa Nota alcuni risultati semplici e fon- 
damentali sulle equazioni lineari di tipo ellittico: maggiorazioni (teoriche) 
per Ja soluzione di un problema di Dirichlet in dipendenza da limitazioni 
assegnate per i dati, valori al contorno o coefficienti dell’equazione. Come ho 
mostrato in un lavoro precedente, su Jemmi di questo tipo si pud fondare 
tutta la teoria del problema di Dirichlet per le equazioni ellittiche non li- 
neari ©), 

L’applicazione sistematica di alcuni risultati elementari sull’inversione 
delle corrispondenze funzionali®) mi conduce al tempo stesso ad una dimo- 
strazione generalissima del principio di Dirichlet per le equazioni lineari con 
n variabili indipendenti “. 

Indico anche un’applicazione di questi metodi ad una particolare equa- 
zione non lineare, che fornisce un esempio interessante di problema riso- 
lubile illimitatamente, fuori delle condizioni sancite dai teoremi generali. 


1. Richiamiamo innanzi tutto il principio generale di inversione che 
dovremo applicare, principio stabilito nella seconda delle Note citate (n. 6). 

Siano Z,’ ,S tre spazi lineari, metrici, completi, di punti generici 
@, ,a; la distanza tra due punti 9, e 9 si indichi con ||9,—g, ||, 
essendo || || la norma (distanza dallo zero) di g, ed analogamente per 9’ 
edo. 

Consideriamo una corrispondenza 


p =T [9,4] 


tra Ze LY’, dipendente da «. Supponiamo J’operazione T [9 , a] diffe- 
renziable, nel senso che sia 


So’ = Dl, «, 89, da] 


(1) Nella seduta del 7 gennaio 1934. 

(2) Sulle equazioni ellittiche non lineari a derivate parziali. Questi « Rendiconti », 62 ser., 
1933, 2°sem., vol. XVIII. 

(3) V. le mie Note Un principio di inversione, ecc. Questi « Rendiconti », 6% ser., 1932, 
2° sem., vol. XVI. ; 

(4) Fra le precedenti ricerche su quest’argomento vanno ricordate, dopo quelle di 
E. Levi, soprattutto quelle pit recenti di Gevrey e di Giraup. 


a meno di infinitesimi di ordine superiore, con D lineare in 89 , da , e con- 
tinua in @,a, uniformemente al variare degli altri due argomenti in un 
campo limitato. 

Se la trasformazione lineare 


, 


6D =D [ 05 to AO 


é invertibile, la corrispondenza data é invertibile intorno ai punti 9,9, = 
= T[9.,%0], per « sufficientemente prossimo ad a. 

Sia ora V una varieta di S, passante per a, e€ Si supponga assicurata 
Vinvertibilita di T intornoa 9; , 9), per« = «,, ogniqualvolta @ = T [9: , «:], 
%; appartenendo a V. Se risulta compatia ogni successione convergente di 
punti @; relativa ad una successione convergente di punti @;, esistera per 
ogni « di V un punto di & 


e= 1" [¢,,4] = U [a 


avente, nella T, 9) per corrispondente; e questo punto sara unico, se unico 
per ao =a. 


2. Particolarizziamo ora gli spazi 2, 2’ ,S, e la corrispondenza T come 
segue: 

Consideriamo nel piano xy un campo limitato A il cui contorno I sia 
costituito da una o pil’ curve a curvatura derivabile con continuita rispetto 
all’arco o. 

= sia lo spazio delle funzioni x(x, y) dotate in A di derivate seconde 
verificanti condizioni di Hélder con un esponente A< 1 (fissato una volta 
per tutte, anche per le condizioni che introdurremo in seguito), e si ponga 


hell = [xl] = max|z] + [rat isp +jth@. 


x’ sia lo spazio delle coppie di funzioni f(x,y), (6), essendo f hél- 
deriana in A ed w, definita su I’, dotata di derivata seconda hdlderiana; 
€ si ponga 


Jo|]=maxj@|+fo’,  ,  ||fll=max|f|+|fh., 
Ie =If,o|] =llol] +ifil- 


S sia lo spazio dei sistemi di cinque funzioni 


A(x,y) , B@,y) , C(x,y) , a,x) , 5,9) 


(1) Indichiamo in generale con | Fj, il minimo coefficiente ammissibile, per una fun- 
zione F, nella diseguaglianza di Hélder con esponente i. 


— 8 — 


hélderiane in A, e si ponga 


JAl|= max [A] 4/Ah [Bl = mas|/B]+(1Bhy---, 
Jall=|A,B,C,a, 5] = [Ap +--+ + [Ol 

Infine la corrispondenza T sia definita mediante le formole 
(1) Ar+2Bs+Ct+ap+bg=f , C=ao, 


dove €(o) é la funzione cui si riduce z(x,y) su I. 
Fissiamo un punto 9) in 2’ scegliendo arbitrariamente f ed w, poniamo 


gaa @ OARO) 8 ORY 8) 6) 


e prendiamo per V la varieta di equazione 
AC— B? =1. 


Ammesso il principio di Dirichlet per ?’equazione di Laplace, possiamo 
affermare che T é invertibile intorno a @ (anzi addirittura invertibile com- 
pletamente) per « =. Per estendere allora questo principio all’equazione 
(1) bastera, in virti del precedente teorema generale di inversione, far vedere 
che per |||! limitata (a su V), ed una volta fissate f ed w, anche la norma 
|| z|| si conserva limitata, sicche  descrive un insieme compatto; poiche in 
tal caso linsieme dei punti di V per cui T ¢ invertibile risulta chiuso, e 
deve pertanto (essendo aperto su V) coincidere con V. 


3. Supponiamo dunque ||«||—=M. Poiche z risulta limitata ©), bisogna 
solo dimostrare che si puo limitare la quantita 


BH} (z]| = |rla + [sh + lth. 


Poniamo H |[x]| = K**3, ed assumiamo nella (1) come nuove variabili 
indipendenti Kx e Ky: otterremo l’equazione 


wp 7 Lae ata pi Nae 
ey eee Oe Bats +Cr+ yp I eae 


, ; / ELON [cite ac 
in un campo A’ omotetico a A, essendo A’ (x,y) = A(z ; x)» ecc. 


Per la nuova funzione 7/(x,¥), definita in A’, H ha il valore K. 
Se ora K potesse crescere oltre ogni limite, restando ||«|| <= M, si potrebbe 
limitare in A’, indipendentemente da K, un campo A” in cui fosse ancora 


(1) Questo risultato € noto e affatto elementare. Cfr. p. es. BERNSTEIN, Sur la géné- 
ralisation du probléme de Dirichlet II, § 7, «Math. Annalen», 69. 


a ae 


H |[z’]| = K®. Chiamando A, Vinsieme dei punti di A la cui distanza da 
A’ non supera un limite / arbitrariamente fissato, potremmo scrivere in A, 


I 
Ae Bas ee Cer +A 2B +Glt+ EWP N= r 


con A,,B,,C, costanti (A, C; — B? =1), e ||A,]], ||B.|], ||C.|] tendenti 
a zero per K—»co. Quindi ¢’ verificherebbe in A; l’equazione 

AgH 2: Bust iC. xy) 
in cui, per K->oo, la norma max!/k| + |k|, sarebbe necessariamente di 
ordine inferiore rispetto a K. 

Ora cid é impossibile, se H |[z’]| = K in A’’, per le note proprieta del- 
l’equazione di Poisson, che si trasportano ovviamente all’equazione a coef- 
ficienti costanti. Rileviamo a questo proposito che Ja frontiera di A’’ puo 
contenere parte del contorno IY di A’; cid non da luogo pero ad alcuna 
difficolta, poiché || @ || & limitata su I” ©), Ed é soltato qui che interviene il 
valore |’ |,; sicche se definiamo la norma ||z|| relativamente ad un campo 
tutto interno a A, nella limitazione di |/z|| i valori al contorno compari- 
ranno soltanto attraverso max |w|. 


4. Solo per semplicita di notazioni abbiamo considerato un’equazione 
con due variabili indipendenti, ma evidentemente le argomentazioni che pre- 
cedono si applicano immutate al caso generale. A diventa un campo dello 
spazio X,;+-+X,, limitato da varieta regolari su cui le coordinate sono fun- 
zioni a derivate terze continue rispetto ai parametri m; ,+++u,—, (regolarita 
del terzo ordine)G), e per la funzione z (x; ,+++X,) si pone 


a eee re 0? 
ical = max [z| ety » | 82; Ox} A 


e sul contorno 


Ou; OUR 


| 5 72+, Un) || = max || aa > ome 


h 
Il problema di Dirichlet per Vequazione lineare ellittica 
oa oy ; 
(2) p> An, 5 SIDLOls Fe) area -- Da: gos 5 8, ne = mace Moc Xn) 


(1) Si osservi che le derivate seconde di 7’ non possono crescere con K che pit lenta- 
mente di K stesso, poiché 7’ resta limitata. 

(2) Cfr. Kettocc, «Trans. Am. Math. Soc.», 33, p. 486. 

(3) Peraltro & sufficiente che le derivate seconde siano hélderiane. 


a Coefficient e termine noto hélderiani (con esponente A), e per valori al contorno 
dotati di norma ||| finita, é sempre risolubile, e risulta limitata quando 
assegnati. 

a) un limite per i valori assoluti dei coefficienti e del termine noto, nonché 
un limite inferiore positivo per il determinante D delle Aix, 

b) un limite per | Aztlan, | aila, | fas 

c) un limite per ||€||, 0 per max ||, 
mente a Ao soltanto ad un campo interno a A. 

Dalla seconda condizione c) si deduce ovviamente che il problema di Di- 

richlet é anche risolubile per valori al contorno soltanto continui®, 


x || st definisca relativa- 


5- Col metodo esposto, che puo dirsi di dilatazione del campo A, si 
dimostrano numerosi teoremi di maggiorazione analoghi al precedente. 

P. es. si possono limitare, anziche i coefficienti di Holder®) delle derivate 
seconde diz, quelli delle derivate m*: basta sostituire, in b), ai coefficienti 
di Hélder di An, ai, f, sa delle derivate (m— 2)” di queste funzioni, 
ed inc), alla norma ||/€|| Valtra ottenuta prendendo le derivate m’ in Iuogo 
delle seconde. 

Si puO poi variamente precisare la natura della limitazione di ||z|| in 
dipendenza dai limiti imposti con la condizione D) o con altra analoga per 
i coefhcienti dell’equazione. Supporremo, come é lecito, D = 1. 

Sia M = L? il maggiore fra i numeri | Aiz|, , | di|,, | fa. Osservando che 
con una dilatazione di rapporto L si riduce M allunita, si dimostra subito che 
limitati i coefficienti, il termine noto della (2), e ||¢|| , \|z|\| resta metas da 
una funxione lineare di L**?. 

Supponiamo poi di aver potuto limitare anche le derivate seconde di z. 
Moltiplicando allora, dopo la dilatazione di A, Ja nuova funzione 7’ per L?, 
otteniamo una funzione a derivate seconde limitate, cui possiamo applicare 
il teorema del numero precedente %). Quindi L* subentra ad L* +? nella mag- 
giorazione di ||z ||. 

Ammettiamo invece una limitazione per le sole derivate prime, e po- 
niamo N = L**', essendo N il massimo fra i coefficienti di Hélder di ai, f, 
e delle derivate prime di Ai, (supposte hdlderiane); operiamo una dilatazione 


(1) Per trattare poi il caso generale di un’equazione dotata di termine in z, € sta- 
bilire il teorema dell’alternativa, basta osservare che tale equazione si puo tradurre, fon- 
dando sul teorema precedente, in un’equazione funzionale lineare per cui valgono i risul- 
tati fondamentali della teoria di Fredholm. 

(2) Cioé i minimi coefficienti della diseguaglianza. 

(3) Si noti infatti che le derivate prime di questa funzione sono maggiorate da nu- 
meri proporzionali ad L, e la funzione stessa da un numero proporzionale ad L?; e che 
essa puo limitarsi, in ogni campo limitato, mediante sottrazione di una funzione lineare 
(conservandosi inoltre limitati i coefficienti dell’equazione trasformata). 


tery: Lia 


di rapporto L, e moltiplichiamo 7’ per L,®. In questo caso L**+? & sosti- 
tuito da L***. 

Si giunge cosi al risultato seguente: Limitati 1 coefficienti, il termine noto 
della (2), ||C||, ¢ le derivate prime o seconde di x, ||x|| resta maggiorata da 
una funzione lineare di N o di M®). 


6. Mostreremo ora, a titolo d’esempio, come ad un lemma del tipo pre- 
cedente si possa ridurre, attraverso la considerazione di una corrispondenza 
funzionale, il principio di Dirichlet per l’equazione “?, 


(3) » Aix pik + » Air pi Pk + >. Ue Peri 


or oR 
pS os Pee 


di tipo ellittico e a coeflicienti e termine noto funzioni hélderiane (con espo- 
pente *) di x, 2° +, Xp. 

Gli spazi & e &’ si definiscono come al n. 2. L’equazione a variaxiont 
della (3) ha la forma 


> Au Spa + > «3p: = 8, 
ne ? 


dove i coefficienti c contengono linearmente le p:. 

Poniamo ||z!| = K**+?. I coeflicienti di Hélder delle derivate prime delle 
funzioni ¢i(x:,+-+,Xn) risultano maggiorati da una funzione lineare di K**+?, 
e le c; stesse da una funzione lineare di K: ne segue (come si prova ricor- 
rendo ancora ad una dilatazione, di rapporto K) che Ja norma || 8z|| ¢ mag- 
giorata, quando fissati i limiti per || 8E|| e || Sf ||, da una funzione lineare di K*+?. 

Si pud quindi scrivere, indicando con 1 ed m due costanti positive 


WS =a + mI C186!) + SFI, 


| S| 


7 =! |lei| + m. 


'| 8¢"|| 


o anche 


Questa diseguaglianza fornisce un limite superiore per il rapporto tra 
le lunghezze di due elementi lineari corrispondenti, in 2 e X’. L’integrale 


ee 
lo + m 


(0) 


(1) Qui si limitera la nuova funzione, L; 7’, sottraendole una costante. 

(2) Questo risultato si estende ad un’equazione con termine in z, nellulteriore ipo- 
tesi che anche z si lasci limitare. Si ottengono cosi sostanzialmente i lemmi di cui ho fatto 
uso per lo studio delle equazioni non lineari. 

(3) Cfr. BernsTeIn, Sur la généralisation du probléme de Dirichlet I, « Math. Ann. », 62. 


é divergente: e cid prova, in virth di un teorema di Hadamard esteso agli 
spazi funzionali®, che la corrispondenza fra  e LY’ é non solo localmente, 
ma anche completamente invertibile. I] problema di Dirichlet per I’ equazione 
(3) ¢ dunque illimitatamente risolubile. 

7. Riassumendo queste ricerche, possiamo dire che nella considerazione 
sistematica delle corrispondenze funzionali inverse va ravvisato lo strumento 
pit: semplice ed appropriato per lo studio delle quistioni di esistenza e di uni- 
cita «in grande », in particolare di quelle relative alle equazioni ellittiche in 
quantesivogliano variabili, lineari e non lineari@. Come abbiamo mostrato 
in questa e nelle precedenti Note, il metodo, che estende e completa quello 
del « prolungamento analitico », permette di ricollegare, e pud dirsi per via 
quasi elementare, l’analisi del problema di Dirichlet generalizzato a quella clas- 
sica delle proprieta del potenziale. 


Matematica (Geometria). — Determinazione delle superficie 
iperspazialt con un sistema triplamente infinito di curve razionali 
normali. Nota di E. Bomptant, presentata® dal Socio G. Ca- 
STELNUOVO. 


1. Un problema di Topologia differenziale “) mi ha condotto ad inte- 
ressarmi delle superficie contenenti un sistema triplamente infinito di curve 
razionali normali secantisi a due a due in due punti. Esse vengono completa- 
mente determinate in questa Nota. Il problema stesso da cui si parte assegna 
la dimensione dell’ambiente, in relazione alla parita o disparita dell’ordine delle 
curve, in cui si vuol risolvere il problema: risultera dal seguito ch’essa é 
Ja massima dimensione dell’ambiente in cui esistono superficie della specie 
voluta. In ambienti di dimensione minore esistono, oltre alle proiezioni delle 
superficie relative alla dimensione massima, altri tipi che si determinano con 
lo stesso procedimento. Si vede allora che le superficie richieste con co3 curve 


(1) V. Sugli elementi uniti delle trasformazioni funzionali ecc., « Rend. del Sem, Mat. 
dell?’ Univ. di Padova», III (1932). 

(2) Cfr. la mia conferenza: Problemi non lineari in Analisi funzionale, nei « Rend. del 
Sem. Mat. dell’ Univ. di Roma», 1932. 

(3) Nella seduta del 7 gennaio 1934. 

(4) Il problema di topologia differenziale @ il seguente: 

Siano dati w sistemi di superficie rappresentati dalle equazioni ti (x ,¥,z) = cost. Si 


n 


domanda: qual’é il massimo numero di relazioni del tipo DL fe (ti) = 0 che possono esi- 
1 


stere; e€ poi: qual’é un modello topologico di tali » sistemi di superficie nel caso che sod- 
disfino al massimo numero di relazioni del tipo precedente. 

Il primo problema é stato posto e risoluto dal Blaschke (a cui ed ai cui allievi si 
devono quasi esclusivamente i risultati ottenuti in questo nuovo indirizzo geometrico) con 


razionali normali C* a due a due secantisi in due punti posseggono due sistemt 
semplicemente infiniti di curve razionali normali CY e CY con vy +v =p (di 
cui uno pud esser composto con Taltro e con una curva fissa) ed appartengono 
a spazi di dimensione (v-+1)(v + 1)—1 ed hanno ordine 2wv'; oppure 
sono proiexioni di queste. Esse rappresentano le curve piane d’ordine pw con un 
punto multiplo secondo v e con un secondo v'. 

2. La determinazione delle superficie in esame puo farsi cosi. Poiche 
la superficie possiede co3 curve razionali normali C# a due a due secantisi 
in due punti essa pud rappresentarsi sopra una quadrica Q dello spazio or- 
dinario (non degenere oppure degenere, cio¢ cono quadrico) in modo che 
a quelle co3 C* corrispondano le sezioni’ piane della quadrica. 

Consideriamo le C# di Q che supponiamo non degenere. Le genera- 
trici di un sistema saranno segate in v punti, quelle dell’altro in v’ punti 
con v-b'v =u. 

Con proiezione stereogratica di Q sul piano abbiamo il sistema di curve 
d@ordine pw aventi un punto v-uplo e un punto v’-uplo. La superficie e l’im- 
magine di questo sistema di curve; la dimensione del suo spazio ambiente 
& ]a dimensione del sistema lineare completo, l’ordine della superficie é il 
grado del sistema cioé il numero di punti variabili comuni a due curve del 
sistema. 

Sicche per la dimensione si ha: 


Ae Wit Tae SB as praises een 


2 2 


e per l’ordine 


2 


w—v—y'? == Dy 


d’accordo con quanto s’é detto nell’enunciato al n. 1. 
Se invece Q é un cono e se le generatrici sono tagliate dalle C# in 
v punti variabili (cioeé le C# passano y— 2v volte per il vertice del cono), 


un procedimento veramente ingegnoso che trasforma detto problema in uno di geometria 
proiettivo-differenziale (stabilendo cosi un legame quanto mi fecondo fra questi due rami 
di geometria). 

Il secondo problema, pure posto dal Blaschke, é stato risoluto dal suo allievo G. Bot, 
in un lavoro ora in corso di stampa (col titolo: Ueber Flichengewebe im dreidimensionalen 
Raum) nelle « Abhandlungen » del Seminario Matematico di Amburgo. Avuta amichevole 
comunicazione dal Blaschke del lavoro del Bol, ho comunicato al Blaschke stesso un’altra 
dimostrazione del teorema del Bol che verra pubblicata nelle dette « Abhandlungen ». Per 
la dimostrazione in parola non é strettamente necessaria la determinazione delle superficie 
oggetto di questo lavoro: ma esse mi sono parse per sé interessanti; ed il 26 dicembre 
comunicavo al Blaschke il risultato principale (relativo alle dimensioni massime) di questa 
Nota. Il 31 dicembre il Blaschke mi comunicava che anche il Bol (il cui lavoro verra pub- 
blicato nelle dette « Abhandlungen ») era giunto nel frattempo a quella determinazione. 
I due procedimenti sono del tutto indipendenti. 
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una proiezione ‘stereografica del cono conduce a considerare il sistema delle 
curve piane d’ordine w con due punti multipli infinitamente vicini (aventi 
origine dalle generatrici infinitamente vicine situate nel piano tangente a Q 
nel centro di proiezione), uno di molteplicita » —v e laltro di moltepli- 
citt v, e non c’é nulla da modificare al computo precedente relativo alla 
dimensione dell’ambiente e all’ordine della superficie. 

E cosi rimane stabilito in ogni caso il teorema indicato infine al n. 1. 


3. La determinazione delle superficie stesse pud ottenersi anche senza 
ricorrere alla sua rappresentazione piana (in modo puramente proiettivo) 
come segue. | 

Cominciamo dall’osservare che la superficie F possedendo un sistema 
di co3 C# a due a due secantisi in due punti, esiste in ogni punto di F 
una C* con un punto doppio. Poiche C# é razionale normale questa C¥ deve 
spezzarsi in due componenti, pure razionali normali, Cye Cv’ conv+v =u. 

Ciascuna di queste due componenti descrive un sistema co. Possono 
accadere due casi: 

1) due curve generiche CY e CY’ hanno un solo punto comune; esse 
descrivono due distinli sistemi co'; 

2) due curve generiche CY e Cv’ hanno pit di un punto in comune. 
In tal caso supposto p. es. v= v’ siccome per due punti della CY p. es. 
non possono passare due C spezzate, Cv’ coincide con CY (se v =v’) o la 
contiene come parte (se v =v +71), CY’ = Cv + C’; e questa parte C’ deve 
esser fissa (al variare di C”’) altrimenti si avrebbero per ogni punto sot C* con 
punto doppio (costituite dalla C’ che vi passasse insieme alla CY per esso 
e ad un’altra CY qualsiasi). La C! e pure razionale normale. 


4. Esaminiamo il primo caso. 

Esistono sulle superficie due sistemi distinti di Cv e di C” (anche se 
eventualmente v = v’). 

Si consideri lo spazio di vy + 1 curve Cv’: esso ha al piu, e quindi per le 
superficie normali esattamente dimensione (v + 1) (v’ + 1) —r=w! +v+V' 
e contiene v + 1 punti di ciascuna curva CY; esso contiene quindi tutta 
la CY e percid tutta la superficie. 

Consideriamo ora lo spazio di y—r curve CY’ e di v’—1 curve CY. 
Poiché ciascuna CY incontra ciascuna C” in un punto la dimensione dello 
spazio cercato & nel caso normale 


(v—1)(V + 1)—1+ (v —1)(v—1) —(V—1) (VW — 1) = 


=w +v+v—4. 


Da questo spazio possiamo proiettare la superficie sopra un S, (che 
non lo incontri). Le co’ C# incontrando in un punto ciascuna CY e ciascuna 


CY hanno v + v’—2 punti nello spazio dal quale si proietta e quindi la 
superficie proiezione possiede co} coniche, immagini delle C#, ed ¢ percio 
una quadrica: i due sistemi (distinti) di generatrici sono le immagini delle 
CYeadelle: vs 
L’intersezione di un iperpiano contenente v— r curve CY”, v’ — I curve 
Cv ed una C# con la superficie si compone delle curve ora nominate. 
L’ordine della superficie & dunge 


(v—i1)v +(V’—1)v+yv4+Vv =2w' 


com’é detto nell’enunciato al n. 1. 

Si puo aggiungere quanto segue. Lo spazio di vy curve CY” &€ uno 
Svq@w4i1y—1 che contiene v punti di ogni Cv e cosi v punti di ogni Cy*™; 
proiettando la superficie F da esso sopra uno Sy, le CY si proiettano in 
punti € questi stanno sopra una CY proiezione di Cy*”. Analogamente se 
si proietta la F dallo spazio di v’ curve Cv. Sicche: 

Esistono co coni Vy cys € CO” conti Vinw4x) proiettanti la superficie 
rispettivamente dallo spazio di v curve Cr’ o di v’ curve CY. 

Analogamente se si proietta F dallo spazio di vy —1 curve C” e di una 
Cyt e-sijha-una scurva (C“s4, in uno Syw235 Ses ¥ c= veecsh protetta Prdaila 
Symes wa cdiev: cutve: CYT jsoprayuno: Si7Si nba etna neviee paeecacy was 

4. Esaminiamo ora l’altro caso. Le curve CY, v=v’, coincidono con 
le C’’(v'= v) o ne fanno parte, nel qual caso ogni C” si compone di una 
Cv (variabile) e di una C! fissa: w = 2v-+/. La C! incontra in un punto 
ogni CY. 

Anche quando v = v’,] = 0, si puo parlare di una C° fissa cioé di un 
punto per cui passano tutte le Cv. 

Infatti una C¥ = C*” che contenga due punti di una CY si spezza in essa 
e in una residua Cv che ¢-necessariamente una delle cot Cv; sicché due qual- 
siansi CY, come parti di una C*” costituiscono una curva connessa e percid 
hanno un punto comune. Se questo punto non fosse fisso al variare delle Cv, 
queste avrebbero un inviluppo per ogni punto del quale passerebbero due 
C’ infinitamente vicine il che non pud accadere. E chiaro altresi che le C2¥ 
passanti per questo punto fisso C° sono soltanto quelle spezzate, sicché una 
C*” generica non passa per esso. 

Nel caso di una C’ fissa (J == 0), le C?” (co?) passanti per un suo punto 
si spezzano tutte nella C’ e in una coppia di C¥; cioé le C2” non spezzate 
non hanno punti comuni con C!. 

Possiamo trattare quindi insieme i due casi 1 = 0, I=: 0. 

Sia Sy Pambiente della superficie F. Proiettiamola dallo S; di C’ sopra 
un Sm—i—1; otteniamo una F, con co} C2”+! (perché queste non incontrano 
C' senza spezzarsi) e inoltre con oot C’—* (proiezioni delle oo‘ CY) le quali 
fanno parte delle C2” +’ spezzate; e precisamente ciascuna C¥—! contata due 


volte (come la Cv da cui deriva) fa parte di un C*”*! a completare la quale 
occorre dunque una C’+?. Questa incontra ciascuna C’—! di F, in un punto, 
mentre non ne incontra le C2” +!. Possiamo allora proiettare dallo S;,., della 
C’+? Ja F, in una F, di un Sm_—qa41)—¢45)3 la F. possiede ancora co} C2¥+! 
e cot'Cv—? ciascuna delle quali contata due volte fa parte di una C*¥+! e 
da luogo ad una curva residua C!+4 incontrante ciascuna C’—? in un punto 
ma non le C*¥*+/ non spezzate. Cosi seguitando dopo j proiezioni fatte in 
modo analogo si ottiene una F; appartenente ad uno spazio di dimensione 
M — jl —j? con cot Cy—i ed una C!+?i, 

Questo procedimento puo continuarsi fino ad avere j = vy; nel qual caso 
le cot CY—i si riducono a punti situati sulla curva C’+?7 = C+", la quale 
Caputesptoiezione.di tuttesle seo. Cnt dig hk. 

Poiché lo spazio di questa curva é un S,,¥,, deve aversi 


M—vl—v? = 2v4+ 1 
cioe 


M=witw+toav+tloaw+v4+y' 


quando si ponga v=v-+ /. 

Lo spazio dal quale si proietta F per ottenere F,==C.y+;; @ uno 
Sy24yi—1: e550 & caratterizzato dal contenere l’intorno d’ordine y—1 di C! 
(cioé C’, una curva infinitamente vicina C’+?, poi una C’++4,--- e infine 
una C!+2%); o anche esso é€ lo spazio contenente gli S,—, osculatori alle 
curve CY nei punti di C’ (e in quanto precede si ha lordine della cot di Sj 
osculaton alle CY nei punti di-C'; esso € J + 27, per 7< v). 

Un iperpiano per S,2,y:—, taglia la F,==_C?”t’ in 2v-+/ punti e 
quindi taglia F nelle CY per essi e nella C’ contata v volte, cioe comples- 
sivamente in una curva spezzata d’ordine 


v(2v+1)4+-v = 2vv 4/1) = 2w, 
e questo é Vordine della superficie. 


5. La massima dimensione dell’ambiente di una superficie del tipo esa- 
minato con oo} C¥ ¢ 


pe pee ee aay, SCeteaa.y 
4 A 
bot 
v+ 3y- 1 =—+te se w= 2v-+ 1. 


Fisica (Fisica-matematica). — Mécanique ondulatoire généralisée. 
Nota di R. Zaicorr, presentata“? dal Socio T. Levi—Crvira. 


WI. Solent x! 5x7 3x? les ccoordonmtes: de. Vespacem cts ahs vices 
propriétes metriques de |’Univers sont décrites par les composantes guy du 
tenseur fondamental. Les dérivées covariantes d’un quadrivecteur arbitraire 
AY ont la forme bien connue: 


do. MOI Ee Iz pee 
(x) Vo f= ae 1 y AES 
ou a représentent les symboles de Christoffel de seconde espéce. 


Ensuite désignons par ®, les composantes: 


Ss 
(2) (Dy,0,,0) =A 5 ®, =19; 

du quadripotentiel ¢lectromagnétique. Alors le tenseur du champ est donné 
par les relations. 


a®, 00, 
(3) ear eee cE 
Nous posons encore: 
76 pier! 
(4) (Yrs Ge.¥s)=b 5 Ye = tho; 


=A ool . . 
les Y,Y étant fonctions complexes des coordonnées spatio-temporelles. 
Ensuite formons les fonctions: 


(s) d=, 3 v= ele 


\ * ' : I 
ou ty representent les conjugués complexes des , . 
Ecrivons maintenant les opérateurs: 
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p € < h € 
(6) De= Vena tomes B. = —( Vet = % J; 
ou ¢ designe la valeur algébrique de la charge. 


(1) Nella seduta del 7 gennaio 1934. 


Remarquons que !’on a toujours la condition: 
(7) Vo Pe = 0; 


et employons la densité: 


he 


(8) ja Dede De de + mo yp ——— Fae  — Folie = at; 


ATIC 
comme fonction hamiltonienne. 
4 
§ 2. Pour les variations des , nous obtiendrons: 


21¢e 


(9) © Wy — 7 — Fre f = 0; 


ou © designe l’opérateur de E. Schrédinger : 


Lf Ge Tie 
(10) = —4E (rd, De + we) = go oye — AEE Ory, — 
ee (m= Gg =a . o:) : 
hy G2 


Les relations (9) representent les ¢quations ondulatoires sous la forme 
covariante quadridimensionelle contenant les termes supplémentaires qui 
remplacent l’action du spin. 

En absence des champs gravifiques et dans un systéme de Lorentz nous 


avons: 
Gr) gta Oia: 
Suv représentant le tenseur des unites. L’operateur © s’écrira alors: 
Tie 02 ATE Q ) 
S$=A— A grad) + —o —'} — 
G2) e c? On he K ses on 
Lea 2 e? | 
— ae — (A?— 9? 
ag ments =) 
Ecrivons aussi: 
> ( > 
(13) (Fos. Fs:,FiJ=H 3 Oa, Fe, Fy) = 16. 
Dans ce cas restreint les ¢quations ondulatoires (9) prennent la forme 
vectorielle: 
prem GCE ae 2G ~s De AA as Bo ; 
(14) 2 iemarear eas (pb H]) + &ep =o ; a (J 8) =0; 


Yoperateur G étant donné par (12). 


§ 3. Les quantités: 
0 I ° = ° 
(15) SY” =— (Ht Dy He + ¥2 Dy be); 


sont les composantes d’un quadrivecteur ayant la dimension d’une densité- 
impulsion. 
Dans le cas (11) nous avons: 


h 


471 


) my) ) Fig ; re are 
(s,s, S©) = SO = —— We grad Yo — He grad bo) —— A te te: 


(16) 


0 - c(o : I ad 2 0 € * 
s = 180 =i : (ve — Ve Be) bade: 


4 TIC ot 


la densité: Up Yo restant toujours positive. 
En vertu des équations (9) on déduit facilement: 


G7) Vo $02 = 0. 


Formons ensuite le quadritenseur 4 symétrie gauche: 


y, h i Vv yy . 
(18) se = ey 
Nous obtenons: 


—ce oI 
I S¥ = SO)” + yo Sve = ——— -—_—- 
( 9) Ve 2e/¢ a®, 
Il s’ensuit de (17), (18), (19): 


(20) Uo 50 =O. 


Donc les quantites SY peuvent étre interprétées comme les composantes 
du quadricourant généralise. 
Posons maintenant: 


= = 
(21) (Gry Oar S12) =M > (Sy: Pas S43) =iP. 


Dans le cas (11) nous obtenons de (16), (19), (21): 


> Ome 
5 So = SS + divP. 


Chimica (Chimica biologica). — Sul meccanismo di azione 
dell istoxima™, Nota di F. P. Mazza e L. Pannain, presentata © 
dal Corrisp. G. QuaGLIARIELLO. 


E noto che l’istozima, aminoacilasi scoperta nel 1881 dallo Schmiede- 
berg nel rene di maiale e nel fegato di cane, e che idrolizza l’ac. ippurico 
in ac. benzoico e glicocolla, ¢ uno degli enzimi pit diffusi, e che la sua 
specificit’ € assai piccola. Esso é capace di scindere non solo I’ac. ippurico, 
ma anche i benzoilderivati di altri aminoacidiG) e, secondo Bondi e collabora- 
tori “), anche gli acilderivati degli aminoacidi con gli acili della serie alifatica. 
Se in realta l ippuricasi, come il Clementi ha proposto di denominare |’enzima 
che scinde l’ac. ippurico, sia identico con laminoacilasi che scinde gli acila- 
minoacidi alifatici non é ancora ben chiaro, malgrado ricerche di Kimura 6) 
intese a delucidare questo punto. I] Kimura riusci, infatti, a dimostrare solo 
che negli estratti di rene e di fegato di quegli animali nei quali questi organi 
contengono istozima, le azioni scindenti sull’ac. ippurico e sui formil— ed 
acetilderivati della glicocolla non decorrono parallele: con gli estratti di rene 
e di fegato di coniglio, ad esempio, l’azione sull’ac. ippurico é Jentissima, 
mentre é assai rapida quella sugli acilderivati alifatici; con gli estratti di rene 
di maiale, invece, ]a velocita di scissione ¢ grande sia per i derivati aroma- 
tici, sia per quelli alifatici. Il pH ottimo di azione ed il comportamento 
generale degli estratti rispetto ai vari agenti fisici e chimici ed agli adsor- 
benti é€, tuttavia, identico, non potendosi, isomma, concludere per Punicita 
o la complessita del sistema aminoacilasico contenuto negli estratti adoperati. 

I] problema é ancora pit. complicato dal fatto che negli estratti di organi 
Pistozima &€ accompagnato da carbossipeptidasi, le quali sembrano capaci, 
in certi casi, di idrolizzare acilderivati di aminoacidi. Anche il limite di spe- 
cificita tra carbossipeptidasi ed istozima non é sufhcientemente definito dai 
dati esistenti in letteratura (©. 

In precedenti ricerche sull’idrolisi enzimatica degli acidi biliari coniu- 
gati, uno di noi (M.), insieme con Stolfi , potette dimostrare che I’ istozima, 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica Biologica della R. Universita di Napoli. 

(2) Nella seduta del 7 gennaio 1934. 

(3) Mutcu, «J. Physiol. », 1912, 44,176; Tamura, « Acta med. Univ. Kioto », 1924, 
6, 467. 

(4) Bonpr e Frankl, « Bioch. Z.», 1909, 17, 555; Bonpre Etssrer, Ibid., 1910, 23, 511. 

(5) Kimura, «J. Biochem.». Tokyo, 1929, 10, 207, 225. 

(6) Cfr. Watpscumipt-Lerrz, « Annual Rewiew of Biochemistry », 1932, I, 77. 

(7) Mazza e Srotri, « Arch. Sc. Biol.»., 1932, 17, 434. 
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il quale, come avevano dimostrato Smorodinzew @) e, poi, Grassmann e 
Basu ©), é capace di idrolizzare gli acidi glicocolico e taurocolico agisce anche 
sull’estere metilico dell’acido glicocolico, differenziandosi, quindi, nella sua 
azione dagli enzimi del tipo carbossipeptidasico. 

Ci & sembrato, percid, interessante proseguire ricerche sistematiche per 
chiarire, da una parte il meccanismo con cui gli enzimi aminoacilasici si 
legano con il substrato, dall’altra Pidentita o la differenza tra le aminoacilasi 
attive sui derivati alifatici e quelle attive sui derivati aromatici. 

Alla tecnica della titolazione al formolo dell’azoto aminico liberato du- 
rante l’idrolisi, imgiegato dagli AA. precedenti, che ci € sembrata poco 
sensibile, abbiamo sostituita la seguente tecnica manometrica. Gli acilderi- 
vati o i rispettivi esteri, i primi sotto forma di sali sodici, venivano sciolti 
in soluzione 0,0125 Mol. di NaHCO, e introdotti in vasi di Warburg insieme 
agli estratti enzimatici, operando in atmosfera di azoto contenente il 10°/, 
di CO,, di modo che il liquido avesse un pH di 7,5 circa. Gli acidi messi 
in liberta durante l’idrolisi spostavano un’equivalente quantita di CO,, che 
veniva determinata manometricamente. Le esperienze erano condotte a 37°; 
contemporaneamente si eseguivano prove in bianco senza substrato. 

Gli estratti enzimatici si ottenevano da rene di maiale o di coniglio, 
mediante estrazione con 5 parti di glicerina, come é indicato da Mutch (I. c.). 

Le prime esperienze sono state eseguite per stabilire il meccanismo di 
attacco dell’enzima al substrato. A tal uopo abbiamo fatto agire gli estratti 
di rene, da una parte su acido ippurico (I) ed ippurato di metile (II) ‘), 
dall’altra su acetilglicocolla (III) “ e sul suo metilestere (IV) “): 


CH= CO-NH —CH, COOH CH. ==CO==Ni = CH= Co OGE 
I Il 


CH; —-CO—-NH— CH,— COOH _CH,—CO—NH— CH, —COOCH,. 
II IV 


Per tutt’e quattro le sostanze é avvenuta Iidrolisi, e la velocita di scissione, 
maggiore per l’acetilglicocolla che per Vacido ippurico, ¢ stata ancora mag- 
giore con gli esteri che con gli acidi, specialmente per l’acido ippurico 
(ved. curve fig. 1). 

Queste esperienze sono state confermate mediante determinazioni dirette 
dei gruppi aminici liberati, eseguite mediante il metodo di van Slyke all’acido 
nitroso: in 24 ore si € avuto per Vippurato di metile 1’82°/, di idrolisi. 


(1) SMoropiNnzEw, «Z. physiol. Chem. », 1922, 124, 123. 

(2) GrassMann e Basu, «Z. physiol. Chem.», 1931, 198, 247. 
(3) Erpmann, Anleitung %. Darst. org. Praeparate. Stuttgart, 1894. 
(4) Curtius, «Chem. Ber.», 1883, 16, 757. 

(5) Curttus, «Chem. Ber. », 1884, 17, 1664. 
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Fig. 1.—Substrato 0,01 Mol. cc. 1; estratto di rene di maiale cc. 1; NaHCO, 0,0125 Mol. cc. 3 


Possiamo, quindi, concludere che le aminoacilasi del rene si differenziano 
dalle carbossipeptidasi, giacché non si legano al carbossile libero, confer- 
mando i resultati ottenuti da Mazza e Stolfi con Vacido glicocolico. 

Il secondo punto della questione ¢ pit difficile da stabilire con sicurezza. 
Abbiamo cercato di avere qualche prova basandoci sul ragionamento seguente. 
Si @ visto che la velocita di idrolisi degli acilderivati alifatici ¢ sempre mag- 
giore di quella degli acilderivati aromatici, anche con gli estratti di rene o 
fegato capaci di scindere totalmente l’acido ippurico. Si pud ammettere, percio, 
che gli estratti poveri di istozima possano idrolizzare abbastanza rapidamente 
gli acilderivati alifatici, mentre per quelli aromatici la velocita di scissione 
sarebbe assai minore, cid che spiegherebbe le differenze osservate da Kimura, 
che sarebbero, allora, dovute non all’inattivita degli estratti sull’acido ippurico, 
ma solo alla lenta scissione di questo composto. Dato che vi siano organi 
i cui estratti agiscano solo sugli acilderivati alifatici, il che non € provato 
con sicurezza, il fatto potrebbe essere spiegato con la presenza di peptidasi, 
a meccanismo di azione diverso da quello dell’istozima, e che, attive sugli 


a Ona 


acilderivati alifatici, non agirebbero, invece, sugli aromatici. A favore di 
questa ipotesi sta il fattto che tutti gli estratti attivi sull’acido ippurico lo 
sono anche sull’acetilglicocolla ed analoghi. 


La differenza di azione sui due tipi di derivati dovrebbe, allora, dipen- 
dere dal gruppo aromatico, « fortemente clettronegativo», per dirlo al modo 
della chimica organica classica, legato all’aminoacido nella molecola dell’acido 
ippurico. Abbiamo, quindi, preparato una serie di acilderivati della glicocolla 
con acile di tipo misto, alifatico-aromatico, per sperimentarli con estratti 
di rene di coniglio, i quali come ha dimostrato Kimura, sono attivissimi sul- 
Vacetil— e la formilglicocolla e poco attivi sull’acido ippurico. Le sostanze spe- 
rimentate sono state: 

1) fenilacetilglicocolla : CsH,—CH,—CO— NH— CH,—COOBH; 

2) fenilpropionilglicocolla: C.H,—CH,— CH,— CO— NH — CH,— 
—COOH, nuova per Ja letteratura. Si ¢ ottenuta facendo agire, su glico- 
colla in NaOH 4N, cloruro di fenilpropionile, preparato per azione di clo- 
ruro di tionile sull’acido. La sostanza cristallizza dall’acqua in aghetti fondenti 
VL I IE TT 3. 

3) cinnamilglicocolla: CsH,—CH=CH —CO—NH—CH,— COOH, 
preparata con metodo analogo alla precedente. Aveva le proprieta descritte 
da Klages ©), 

In realta, come si rileva dalle grafiche della fig. 2, la velocita di scissione 
va crescendo nell’ordine: acido ippurico < fenilacetilglicocolla < fenilpropio- 
nilglicocolla. La cinnamilglicocolla si comporta quasi come la fenilacetilgli- 
cocolla, probabilmente per influenza del doppio legame. In ogni modo, é 
evidente che coll’aumentare del carattere alifatico del composto, aumenta la 
velocita della scissione operata dall’istozima. 

Abbiamo, inoltre, sperimentato con la p-toluensolfonilglicocolla (V) &, 
la ftalilglicocolla (V1)  e lacido glicinftalico (VII) ‘), tutti contenenti nella 
molecola acili di carattere pil: elettronegativo che il benzoile. 


H,C A hn SO, = NH CH= coon 
V 


EO ee 
NON CH = COOL eee 


Lb co” \_/~CO—NH—CH,— COOH 


VI Vil 


(1) Horrer, «J. prakt. Chem. », 1888, 39, 98. 
(2) Kiaces, Ibidem, 1902, 65, 191. 

(3) Inrretp, « Chem. Ber. », 1889, 22, Ref. 6,692. 
(4) Resse, « Liebigs Ann.», 1887, 242, 1. 

(5) Resse, Ibidem, 1887, 242, 6. 
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Fig. 2. —Substrato 0,01 Mol. cc. 1; estratto di rene di coniglio cc. 1; NaHCO, 0,0125 Mol. 

cc. 3. Curva 1: fenilpropionilglicocolla; 2: cinnamilglicocolla; 3: fenilacetilglicocolla; 

4: acetilsarcosina; 5: ac. ippurico; 6: ftalilglicocolla; 7: ac. glicinftalico; 8: p-toluensol 
foniJglicocolla. 


Come si osserva dalle curve della stessa fig. 2, la velocita dell’idrolisi 
diminuisce dall’acido ippurico alla ftalilglicocolla, all’acido ftalilglicinico, alla 
toulensolfonilglicocolla, confermando quanto si e detto prima. 

Tutte gqueste esperienze parlano, quindi, a favore della unicita dell’isto- 
zima; quella colla toluensolfonilglicocolla dimostra, inoltre. che non é ne- 
cessario il gruppo CO —NH. affinché l’ezima agisca sull’acetilderivato. 

Abbiamo, finalmente, voluto ricercare se il gruppo NH fosse necessario 
per lattivita dell’enzima, o se questo potesse legarsi anche ad —N—. A tal 


| 
uopo abbiamo preparato I’acetilsarcosina “): CH; -CO—N—CH,—COOH, 
| 


GH; 
ed abbiamo osservato che essa vien scissa dagli estratti di rene di coniglio, 
pit. rapidamente dell’acido ippurico (fig. 2). 
Si pud concludere, quindi; 
a) Vistozima si distingue dalle carbossipeptidasi perche non si lega 
al carbossile libero del substrato ; 


(1) PauLMANN, « Arch. d. Pharm.», 1894, 232, 601. 
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b) esso si lega all’N del ponte CO— NH; 

c) le differenze di attivita sugli alciderivati alifatici e su quelli aro- 
matici ¢ probabile siano dovute non all’esistenza di due enzimi diversi, ma 
solo alla diversa velocita dell’idrolisi catalizzata dall’istozima, che € maggiore 
per i derivati con acile alifatico, e tanto minore per quelli aromatici quanto 
pit’ « elettronegativo » ¢ il nucleo copulato con Vaminoacido. 


Chimica. — Studio intorno agli indoni. Sintesi del beta—fenil— 
1-2-nafto—inden—11-one“?. Nota di F. Prrrone, presentata dal 
Socio N. ParRAVANO. 


La sintesi degli acidi cinnammici aventi in posizione beta un gruppo 
naftalinico sostituito in 1 o in 2 realizzata per la prima volta da R. de Fazi 
nel 1919 %), ha dato la possibilita di preparare una serie di composti che, 
ottenuti sia nella forma cis che nella trans, danno modo di ottenere, per eli- 
minazione di una molecola d’acqua, tra il gruppo carbossilico ed il nucleo 
fenilico od il nucleo naftalinico ed in questo caso in posizione 1, 2, 3, od 8, 
sempre dei composti a tipo indonico, e che quindi debbono dare con acido 
solforico concentrato, a freddo, reazioni intensamente colorate “). 

Esaminando le formole dell’acido beta-(1—naftil-) cinnammico (formula I) 
e beta-(2-naftil-) cinnammico (formola I) 


wl dS 
ates » raver ara & 


si rileva la possibilita di avere di ciascuno di essi quattro isomeri struttu- 
rali data la presenza nella molecola del nucleo naftalinico, che pud consi- 
derarsi anche ruotato di 180° rispetto al nucleo fenilico. 

Dallo schema, riportante le formole possibili, le formole I-IV rappre- 
sentano gli acidi beta—(1-naftil-)cinnammici: I-III della forma trans e I-IV 
della forma cis; e le formole V—VIII rappresentano gli acidi beta—(2—naftil-) 
cinnammici: V-VII della forma trans e VI-VIII della forma cis. 


(1) Lavoro compiuto nell’Istituto di Chimica Farmaceutica della R. Universita di Pisa. 
(2) Nella seduta del 21 gennaio 1934. 

(3) R. DE Fazi, «Gazz. Chim. Ital.», 49a, 242, 19109. 

(4) R. De Fazr, « Gazz. Chim. Ital.», 46a, 270, 1916. 
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Dagli acidi indicati a mezzo di acido solforico concentrato, e a freddo, 
per Veliminazione di una molecola d’acqua fra il gruppo carbossilico ed un 
gruppo metinico del nucleo naftalinico o del nucleo fenilico, si possono otte- 
nere, nel caso che reagisca il nucleo naftalinico, quattro naftindoni: IX, XI, 
XII, XV, di cui uno a struttura peri (XI) a seconda che il gruppo meti- 
nico che reagisce ¢ in posizione 8 (ac. cinnammico III), in posizione 2 (ac. cin- 
nammico I), in posizione 3 (ac. cinnammico V) o in posizione 1 (ac. cinnam- 
mico VII); e nel caso che reagisca il nucleo fenilico quattro naftilindoni: 
X, XII, XIV, XVI, isomeri. 

In definitiva dagli acidi cinnammici, sopra scritti, isomeri, previsti dalla 
teoria, si possono ottenere quattro composti del tipo nafto-fenil-indonico e 
quattro composti del tipo naftil—indonico: 


a) due beta—fenil-1—2—naftindoni: il 9-fenil-1—2—nafto—inden—1 1—one 
(IX) e Pr1—fenil-r—2-nafto-inden-9-one (XV), 

b) due beta—(1—naftil-)indoni (X e XII), 

c) \'1—fenil-perinaftindone o |’1—fenil-perinafto—-inden—r1’—one (XI), 

d) il beta—fenil-2—3—naftindone o il 9-—fenil—2-3—nafto—inden —1 1- 
one (XIII), 

e) due beta-(2—naftil-)indoni (XIV e XVI). 


Dei composti citati sono stati preparati solo due acidi beta—naftil—cin- 
nammici: un acido beta—(1—naftil-) cinnammico ©) fondente a 95-969, in aghi 
fini leggeri e di colore bianco, che con acido solforico si colorano dapprima 
in verde, ma subito dopo il colore passa al rosso bruno, ed un acido beta— 
(2-naftil_)cinnammico @ fondente a 114-115°, che si ottiene sotto forma 
di lamine bianche ben formate che danno con acido solforico concentrato 
una intensa colorazione verde con fluorescenza verde, per reazione tra il bromo 
acetato d’etile e |’1—naftil—fenil chetone e il 2—naftil_fenil chetone, rispetti- 
vamente. 

Dei vari indoni previsti dalla teoria, ne € stato sinora descritto uno solo), 
e, non ottenendolo dall’acido cinnammico corrispondente per eliminazione di 
una molecola d’acqua con acido solforico concentrato a freddo, ma per con- 
densazione fra ’1—naftil-metil—chetone ed il benzoato d’etile in presenza di 
etilato sodico e successiva reazione con acido solforico, del composto otte- 
nuto, per due ore a 60—65°. 


(1) R. pe Fazt, « Gazz, Chim. Ital. », 49a, 242, 1919. 

(2) R. pe Faz, « Gazz. Chim. Ital.», 49b, 250, 1919. 

(3) I. G. Farben-Industrie Akt.-Ges., D.R. P. 490.358, Kl. 12; «Chem. Zentr.», ror, 
II, 468, 1930. 
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L’1-fenil—peri—naftindone (XI) cosi preparato fonde a 142-143°: 
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Ponendo a reagire il bromo acetato d’etile con |’1—naftil-fenil chetone 
‘nelle stesse condizioni indicate da R. de Fazi‘, ma prolungando il tempo 
della reazione sino ad otto ore, ho ottenuto un composto fondente a 108— 
112°, colorato in giallo arancio e che dopo ripetute cristallizzazioni, dall’al- 
cool, da lamine quadrangolari colorate in giallo arancio, fondenti a 113-114° 
e che con acido solforico concentrato, a freddo, si colorano dapprima inten- 
samente in rosso granato, e poi si sciolgono impartendo all’acido solforico 
una colorazione verde smeraldo che passa lentamente al rosso bruno. 
L’analisi elementare del prodotto ottenuto ha fornito 1 seguenti risultati: 


OR e  enee HH. o/s (6:40 


mentre per l’etere etilico dell’acido beta—(1—naftil—) beta—fenil—lattico della 
formola GsH;.O7 si’é calcolato: 


Se orem ala Hie e.28: 


Per azione dell’acido solforico concentrato, a freddo, e successiva reazione 
con acqua ghiacciata, ottenni dall’etere etilico dell’acido beta—(1—naftil—)beta— 
fenil—lattico un prodotto, intensamente colorato in giallo e che in seguito ad 
accurata e ripetuta cristallizzazione ha dato: 
1) aghi giallo dorati, leggeri, lucenti (dall’etere di petrolio) fondenti 
a 133-134", 
2) aghi rosso arancio (dall’etere di petrolio) fondenti a 142-143°. 
I] prodotto fondente a 142-1 43° stato sempre ottenuto in esigua quantita. 
Con acido solforico concentrato, a freddo, i composti ottenuti danno le 
seguenti reazioni cromatiche: il prodotto fondente a 133—134° si colora in 


(1) «Gazz, Chim, Ital. >, 4974, 9242, L910; 
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rosso granato e poi si scioglie con colorazione gialla e fluorescenza verde 
smeraldo, la colorazione si va intensificando e poi volge al rosso arancio; 
il composto fondente a 142~143° si scioglie con colorazione giallo arancio 
che a poco a poco intensificandosi diviene dapprima rosso arancio e poi rosso 
bruno, con lieve fluorescenza verde smeraldo all’inizio. 

I due prodotti sono abbastanza solubili in quasi tutti i solventi orga- 
nici, a freddo, e sono solubili in acqua—alcool (1-1). 

Del prodotto fondente a 133—134° ho tentato di preparare l’ossima ed 
il semicarbazone, ed in varie condizioni, sempre con esito negativo. Dalla 
reazione si otteneva sempre il prodotto fondente a 133—134°, giallo oro, ed 
il punto di fusione della mescolanza del prodotto ottenuto con l’indone pre- 
parato non é per nulla diverso. 

La soluzione eterea del prodotto fondente a 133-—134° addizionata di una 
soluzione acetica di bromo, in quantita equimolecolare, non si decolora anzi 
esalta il suo colore verso il rosso granato e da un precipitato fioccoso, leg- 
gero, rosso granato che raccolto su filtro e Javato con acqua acidulata con 
acido acetico attenua molto la sua colorazione sino a divenire rosso gial- 
lastro. Il prodotto grezzo fonde a 170-178° e cristallizzato dall’alcool bol- 
lente fornisce un prodotto giallo carico in aghi sericei lucenti, fondenti a 
180-181°. Il dosaggio del bromo nel prodotto ottenuto ha dimostrato trat- 
tarsi di un derivato dibromurato. Il prodotto bromurato € stabile, anche alla 
luce e per lungo tempo, con acido solforico concentrato si colora in rosso 
granato e poi si scioglie, mentre si svolge bromo, con colorazione gialla e 
fluorescenza verde smeraldo. Dai risultati ottenuti nello studio del prodotto 
fondente a 133—I34°, si puo concludere che letere etilico dell’acido beta— 
(1-naftil_) beta—fenil-lattico isolato fondente a 113-114°, corrisponde alla 
seguente formula: 
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e che esso per saponificazione con acido solforico ed eliminazione di una 
molecola d’acqua da origine ai due acidi cinnammici I e IV dai quali si pos- 
sono ottenere per eliminazione di una seconda molecola di acqua due indoni: 
il beta—fenil-r—2—nafto—inden—1 1-one (IX) fondente a 133-134° ed l’1-fenil- 
perinaftindone (XI) fondente a 142-143°, e cid: 

1) per l’impossibilita ad ottenere nelle condizioni sperimentate il semi- 
carbazone e |’ossima, facilmente ottenibili con gli indoni sostituiti in alfa o 
in beta da gruppi alchilici od arilici sino ad oggi conosciuti. 
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2) per V’intenso colore del derivato bromurato, per la possibilitt di 
ottenere il derivato dibromurato, e per la stabilita di esso, mentre per gli 
indoni sostituiti in alfa o in beta da gruppi alchilici o arilici, non si sono 
potuti ottenere derivati di-bromurati, ed i derivati monobromurati e di— e 
monoclorurati sono tutti incolori e fortemente instabili alla luce“. 


Chimica. — Ricerche nel campo dell’ alta frequenza. Azione bio- 
chimica delle onde elettromagnetiche ultracorte. Nota 1 di F. Pir- 
RONE * presentata © dal Socio N. PAaRRAVANO. 


Le influenze fisiologiche delle onde ultracorte notate negli ultimi anni 
da G. Lakhovsky ® e sperimentate in seguito da numerosi Autori S) nel 
campo vegetale ed animale, mostrano |’ importanza che I’ azione di tali radia- 
zioni hanno sugli esseri viventi. 

Ulteriori ricerche di Rheinboldt © mostrarono che l’influenza delle oscil- 
lazioni elettromagnetiche a A inferiore a 10 metri ¢ molto evidente anche 
operando su composti inorganici od organici, potendo essa dare origine a 
reazioni tipiche o ad accelerare, ritardare o deviare reazioni comunemente 
note. 

Il Lakhovsky fattosi fautore di una teoria elettromagnetica della vita 
per cui tutti i fenomeni che alla vita si connettono e la regolazione stessa 
della vita dipendono dall’energia radiante, raccolti i dati ottenuti dai vari 
sperimentatori nelle loro ricerche ‘ crede di potere affermare, per quanto 
si riferisce all’ azione su vegetali ed animali, che 1 risultati ottenuti, o con 
un apparecchio radiotrasmittente o con risuonatori di Hertz non sono dovuti 
all’ azione del campo elettromagnetico ambiente creato attorno al soggetto 
trattato, ma all’ assorbimento dell’ eccesso di onde cosmiche che rendendone 
costante la intensita sottrae gli organismi alle grandi variazioni cui va sog- 
getta l’intensita delle onde astrali. 

Da un esame accurato delle esperienze sino ad oggi eseguite non ri- 
sulta in modo evidente, per quanto si riferisce agli organismi viventi, che 
le azioni e i fenomeni osservati siano da attribuire all’azione diretta di capta- 


(1) R. DE Fazr e F. Prrrone, « Gazz. Chim. Ital.», 60, 277, 1930, e « Rend. R. Acc. 
Lincei», XI, 70, 1930. 

(2) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica Farmaceutica della R. Universita di Pisa. 

(3) Nella seduta del 21 gennaio 1934. 

(4) G. Lakhovsky, L’origine de la vie. Gauthier, Paris (1926); L’ Universion, Gau- 
thier, Paris (1927); La science de Ja vie. Gauthier, Paris (1929). L’oscillation cellulaire. Doin, 
Paris (1931). 

(5) Per la bibliogratia per esteso vedi la Nota completa nell’ « L’industria Chimica ». 

(6) H. Ruetsoror, « Ber. ». 63, 84 (1930) e 63, 1865 (1930). 

(7) G. Lakuovsky, L’ oscillation cellulaire. Doin, Paris (1931). 
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zione di radio—onde o all’indiretta azione di assorbimento delle radiazioni 
astrali eccessive o all’una ed all’altra azione nel contempo; mentre per 
quanto riguarda l’azione su composti chimici organici od inorganici non 
v’ ha dubbio alcuno che le reazioni osservate debbano ascriversi alla diretta 
azione del campo elettromagnetico prodotto. 

Comunque si debbano spiegare i fenomeni osservati essi esistono e 
Pimportanza del problema ad essi relativo é tale da giustificare gli sforzi 
che da chiunque vengono fatti per tentare di portare un contributo alla 


sua risoluzione. 


128 COs totale Z in c.c. 
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Ritengo che la condizione ideale per le ricerche sull’azione biochimica 
delle onde elettromagnetiche ultracorte fosse quello di sperimentare su esseri 
organizzati nella pid semplice forma e che oltre a presentare reazioni con- 
frontabili a stimoli ed eccitazioni varie, permettessero di avere un’assoluta 
identita di condizioni fra esperienze e controlli e permettessero altresi di 
avere numerosi dati in breve tempo. 

Per queste ragioni ho creduto opportuno studiare l’azione dell’ energia 
radiante sul Saccaromices cerevisiae). Riferisco in questa Nota delle espe- 


(1) BeNgpeTrt, nel 1927, esegui esperienze sulle modificazioni del decorso della fer- 
mentazione alcoolica per azione del campo elettromagnetico. La tecnica usata dall’A. ¢€ 


sO) 


rienze eseguite con risuonatori di Hertz capaci di oscillare sull’ onde fonda- 
mentali A = m. 1,885, senza usare alcuna sorgente di radio—onde, esponendo, 
nell’ interno di essi, da r a 7 giorni, delle sospensioni acquose di lievito di 
birra, che venivano utilizzate in seguito, con la consueta tecnica e valutando 
i dati ottenuti col sistema gid in precedenza usato™, per la fermentazione 
di soluzioni di saccarosio. 


TABELLA. 


Sviluppo di CO., totale, fatto uguale a 100 lo sviluppo di CO., 
totale del controllo. 


Nhs BS dopo ore: | dopo ore:| dopo ore: | dopo ore: | dopo ore: | dopo ore: 
Esposizioni di , | 

|2 I 1 1/, 2) Ay ets 3 
1 NOW! co 6 6 6 ¢ 96.32 100,00 100.00 100.23 100.5 5 100.55 
AOS 5 5 5 oa || wore 103.02 102.43 101.72 101.37 | 101.04 
ONGiOrnIN a ee we pe 123070 114.88 112.46 Tae O 110.78 110.53 
Gf ARO > Ge 6 Se |) MOS 118.93 116.02 115.47 115.02 114.61 
d : : : ; : : 
Beposiziontadi opo ore:} dopo ore: | dopo ore: | dopo ore: | dopo ore: | dopo ore: 

3 Mo 4 4 Il, 5 5 1/, 6 

LU SIOLUO Nees 7 yet oi) 1800.63 — — 101.65 101.66 — 
INST se a a 101.12 101.08 101.07 100.92 100.86 100,88 
Gun ~ SB 6 o ¢ 110.48 100.24 109.64 109.23 109.00 108.69 
WOM BF 5s 6 6 113.91 WRG 113.08 112.84 113.44 LLZ eS 


Dalle esperienze eseguite  risulta che le onde captate dai risuonatori 
hanno lenta azione acceleratrice sullo sviluppo dei saccaromiceti; lenta azione 
che permette di avere dati evidenti dopo 6-7 giorni di irradiazione. L’azione 
costante per ogni gruppo di esperienze eseguite nello stesso periodo di tempo 
e negli stessi giorni, non era tale per ogni serie di esperienze non potendo 


notevolmente differente da quella da me seguita, e le caratteristiche delle radio-onde usate 
dal’ Autore sono molti lontani dai mezzi sperimentali da me utilizzati. Il Benedetti ha spe- 
rimentato con onda da 250 a 1100 metri con frequenza da 500.000 periodi a 2.727.000 
periodi utilizzando corrente di 2 amperes. «R. Accad. dei Lincei», y, 1029 (1927) e 6, 
631 (1927). 
(1) F. Prrrone, « Bollettino di Pesca, Piscicultura e Idrobiologia», fasc. 12, 1930. 
2) La Nota completa sara pubblicata su « L’ Industria Chimica». 
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aversi in tempi diversi uguale intensita delle radio-onde, essendo essa in- 
fluenzata da numerosi fattori che sfuggono alla nostra osservazione. 

La tabella pit sotto riportata mostra che un’ influenza, se pur lieve, si 
ebbe gia per irradiazione di 1-2 giorni, mentre un’ esposizione prolungata 
di 6-7 giorni mostrava con evidenza molto maggiore |’ azione che il campo 
dell’ alta frequenza ha sull’ attivita delle sospensioni di lievito di birra. 

Gli effetti notati, per azione di semplici risuonatori sulle sospensioni 
di lievito sono evidenti e se essi sono pit lievi di quelli ottenuti con appa- 
recchi generatori di radio—onde, come avro occasione di mostrare in un’ altra 
Nota, cio mi sembra costituisca un vantaggio rispetto alle condizioni naturali 
di captazione da parte degli organismi che non vivono entro circuiti metal- 
lici, in luogo dei molto forti effetti ottenuti con radio—oscillatori che sono 
ancora pil innaturali che la vita entro semplici risuonatori. 


Biologia (Biochimica). — La determinazione dei gruppi azotati 
caratteristic: nel tessuto muscolare di « Mullus barbatus L.» ©. Nota 
di G. Bint presentata® dal Corrisp. G. BarGELLini. 


Le moderne conoscenze della Chimica fisiologica e della Biochimica 
hanno ampiamente dimostrato quale e quanta sia l’importanza dei singoli 
ammino-—acidi componenti le sostanze proteiche nell’ alimentazione umana. 
Riservandoci di svolgere pil ampiamente questo argomento in una succes- 
siva pubblicazione, mi contenterd in questa Nota preliminare di far risaltare 
come non basti piu nelle determinazioni del valore alimentare delle sostanze 
proteiche dare semplicemente il valore dell’ azoto totale, per stabilire la suf- 
ficenza o la non sufficenza della proteina in esame, e tanto meno per poterne 
determinare il valore biologico. Pur tralasciando questo valore biologico 
troppo complesso poiche legato a troppi fattori diversi, per poter dare piu 
facilmente un giudizio sul valore alimentare di una sostanza proteica o di 
una mescolanza di sostanze proteiche e interessante conoscere non solamente 
il contenuto di azoto, ma I’ origine di quest’ ultimo e cioé il contenuto della 
proteina in ammino acidi. 

Per tale ragione, interessandomi per il consiglio del prof. Brunelli allo 
studio del valore alimentare della carne dei pesci, ho creduto utile comin- 
ciare col dare i valori quantitativi dei differenti gruppi azotati delle proteine 
del tessuto muscolare di alcuni pesci, applicando il metodo descritto dal 
Van Slike per la determinazione dei gruppi chimici caratteristici dei diversi 
ammino acidiG), Riservandomi in seguito di descrivere pil ampiamente il 
‘metodo enuncerO per adesso il principio generale sul quale ¢ basato. 

(1) Lavoro eseguito nel R. Laboratorio Centrale di Idrobiologia di Roma. 


(2) Nella seduta del 7 gennaio 1934. 
(3) «Jour. of Biol. Chem.», 10, p. 15, 1911; 22, p. 281, 1915; 23, p. 411, 1915, 
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La sostanza proteica in esame viene innanzi tutto idrolizzata comple- 
tamente con HCl in pallone a ricadere ponendo speciale cura in questa ope- 
razione, potendo un idrolisi incompleta falsare tutti i risultati. Dopo I’ idrolisi 
si esegue la determinazione dell’ azoto ammidico facendo cautamente distil- 
lare l’ammoniaca a pressione ridottissima in presenza di un alcali debole 
quale l’idrato calcico. Osborne, Leavenworth e Brautlecht dimostrarono che 
? azoto ammoniacale cosi prodotto ¢ uguale a quello che era originariamente 
legato agli acidi bicarbossilici aspartico e glutammico. Dopo la distillazione 
resta nel pallone, mescolato con Ja calce indisciolta, una notevole quantita 
di sostanze azotate colorate in nero, quindi dopo accurato lavaggio viene 
fatta una determinazione totale con il metodo di Kjeldahl sul residuo indi 
sciolto, e |’ azoto ottenuto viene classificato come azoto uminico o azoto di 
melanine. Sul filtrato frattanto si precipitano Je basi con acido fosfowol- 
framico anche qui osservando speciali precauzioni per evitare il ridisciogli- 
mento del precipitato durante il lavaggio. Il filtrato si mette da parte ed in 
seguito vi si eseguiranno una determinazione di azoto amminico ed una di 
azoto totale per avere per differenza quello non amminico, mentre il preci- 
pitato dopo essere stato ridisciolto viene usato per la determinazione del- 
arginina, lisina, istidina e cistina. 

La determinazione dell’arginina si basa sul fatto osservato per primi 
da Osborne, Leavenworth e Brautlecht, che Varginina bollita con alcali si 
scinde in urea ed ornitina, l’urea si trasforma quantitativamente in ammo- 
niaca e quindi la meta dell’azoto dell’ arginina viene ottenuto sotto questa 
forma. 

Eseguita la determinazione dell’ arginina si determina I’ azoto totale delle 
basi con il solito metodo di Kjeldahl, e |’ azoto amminico con I’ apparecchio 
di Van Slike in modo da sapere per differenza l’azoto non amminico. 
Questo azoto non amminico risulta composto dall’ arginina che contiene i 
3/, del suo azoto in una forma che non reagisce con l’acido nitroso e 
dall’ istidina che possiede i ?/; del suo azoto in forma non amminica, quindi 
per calcolare la quantita totale dell’ azoto di istidina bastera sottrarre da 
tutto l’azoto non amminico i 3/, dell’ azoto di arginina e moltiplicare la 
differenza per 3/,. Indicando con A l’azoto di arginina e con B tutto I’ azoto 
non amminico delle basi (differenza tra azoto totale ed azoto amminico) 
possiamo scrivere la seguente formula: 


Azoto di istidina = 3/, (B — 3/, A) = 1,5.B — 1,125.A 


La determinazione dell’azoto d’istidina @ soggetta a maggiori errori 
delle altre poiché dipende dall’ esattezza con la quale sono state eseguite le 
tre determinazioni dell’ arginina, dell’ azoto totale e dell’ azoto amminico. 

La cistina viene calcolata determinando il suo contenuto in zolfo e 
quindi si ottiene determinando il contenuto in zolfo organico della soluzione. 
Per questa determinazione il: procedimento pi adatto @ stato trovato quello 


di Benedict“ modificato da Denis @ basato sull’ ossidazione mediante la 
combustione con nitrato di rame e nitrato di ammonio e conseguente deter- 
minazione ponderale del solfato di bario. Si ottengono in generale risultati 
abbastanza esatti quando si ha a che fare con sostanze proteiche ricche di 
cistina ma nel caso nostro nel quale si esaminavano dei tessuti muscolari 
il contenuto in cistina doveva essere cosi piccolo da originare tracce di 
solfato di bario assolutamente imponderabili per cui fu ritenuto uguale a 
zero |’azoto di cistina. 

Eseguite queste determinazioni si passa al calcolo per la lisina che ¢é 
facilmente ottenibile con la seguente formula: 


Az. di lisina = Az. Totale— (Az. di Argin. + Az. di Cist. + Az. di Ist.). 


Apparentemente puo sembrare che questa determinazione della lisina 
racchiuda in sé maggiori errori delle altre determinazioni essendo influenzata 
dai risultati ottenuti nel caicolo delle altre frazioni,. ma in realta si ottengono 
risultati abbastanza precisi essendo i valori che maggiormente influiscono, 
quello dell’ azoto di cistina e quello dell’ azoto amminico, due determinazioni 
che possono essere entrambi eseguite con molta precisione. Un errore di 
+ 1°/, in una qualunque delle quattro determinazioni si comporta nel modo 
seguente: se si tratta dell’ azoto amminico produrra per la lisina un errore 
di + 1,5°/o della cistina di — 1°/9, dell’ azoto totale di —0,5°/., e dell’ar- 
ginina di + 0,125 °/o. 

Sul filtrato del precipitato delle basi vengono eseguite, come ¢ gia stato 
detto, le determinazioni di azoto totale e di azoto amminico in modo da 
avere anche per questa porzione i valori di azoto amminico e azoto non 
amminico. 

Essendo pero il precipitato delle basi, pur osservando le massime cau- 
tele, leggermente solubile nella soluzione di ac. fosfowolframico di lavaggio 
si otterranno logicamente dei valori troppo alti per |’ azoto.amminico e non 
amminico del filtrato, e dei valori un po’ troppo bassi per |’ azoto di arginina, 
istidina, lisina, cistina. Questa solubilita delle basi € anche naturalmente in 
rapporto al volume della soluzione ed e€ quindi stata fatta una tabella di 
correzione per i valori di solubilita delle basi nella precipitazione di una 
soluzione di 200 cc. 


Valori di solubilita delle basi nella precipitazione di una soluzione di 200 cc.— 
Ai singoli valori dell’azoto delle basi ¢ da aggiungere: 


(1) The estimation of total sulphur in urine, « Journ. of Biol. Chem. », 6, p. 363, 1909. 
(2) W. Dents, The determination of total sulphur in urine, « Journ. of Biol. Chem. », 


8, p. 401, TQIO-11. 
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Az. Totale Az. Ammin. Az. non Anmin. 
Az di Arginina.’ ."". Se 0.0032 + 0,0008 + 0.0024 
Az. di Istidina . . . . + 0.0038 + 0.0013 + 0.0025 
AZ di-Lisina..% o)) Gietese1@.0005 + 0,0005 0.0000 
Agee dis Gistinie ae ea 200026 + 0.0026 0.0900 
Az. del filtrato . . . . —0O.O101 — 0.0052 — 0.0049 


Questo metodo cosi brevemente descritto fu applicato per |’ analisi delle 
proteine del tessuto muscolare di Mullus barbatus L. e ne ho potuto con- 
statare |’ esattezza e la precisione, solamente pero debbo far notare che ai 
palloncini a collo corto e imboccatura larga che consiglia il Van Slike per 
eseguire |’ idrolisi, ho dovuto sostituire dei palloni da Kjeldahl a collo lungo 
per impedire che durante il riscaldamento con HCl venisse proiettata della 
sostanza nell’interno del refrigerante. 

Per eliminare al massimo Je cause di errore sono partito da proteine 
il pil pure possibile eliminando completamente il grasso e |’ acqua del tessuto 
muscolare in esame e dopo averlo portato a peso costante in stufa a I10°. 
Le analisi furono eseguite in doppio e fu controllata Ja purezza dei reagenti 
con prove in bianco apportando, dove serviva, le necessarie correzioni. 

I risultati ottenuti si possono riassumere come segue: 


Campioniinesamés. 2 . . + -. Mullus barbatus-L- 
Peso, di Sscecetiplatia. 69 3, racine 

Parte; utile s(inuscolo)™.5 35 cE eimbos 

ACOUAS ance te: Mele eth Ame ee Oo 

Grasso °/, (sulla sostanza secca) . 21.05 


Ceneri °/, (sulla sostanza secca) . 5.01 


Queste analisi furono eseguite su esemplari di triglie pescate nel mese 
di maggio ed € da notare |’elevatissima percentuale di grasso; anche il 
Milone“ pero noto nelle sue analisi sulla composizione chimica della carne 
dei pesci che nelle triglie pescate nel mese di maggio la percentuale del 
grassO era enormemente superiore di quella delle triglie pescate in altri mesi 
dell’ anno, 

Sulla sostanza proteica accuratamente sgrassata e portata a peso costante 
in stufa a 105° fu in seguito applicato il metodo di Van Slike sopra de- 
scritto per la determinazione dei gruppi caratteristici dei singoli ammino 
acidi. 


(1) U. Mitong, « Boll. della Soc. Naturalisti in Napoli», vol. X, anno X, 1896. 


I risultati si possono riassumere come segue: 


Grammi 2,9520 di tessuto muscolare di Mullus barbatus contengono: 


- Trovato Corretto Per 100 grammi 
io ee Ol aller ecg ne OA 5 22 0.4522 15.3180 
AZeeAMMIGICOM.. Ee 1 O0Su4 0.0544 1.8428 
2 OMUNCOL Mi ke hs OOLTY 0.0114 0.3861 
iz ei ACO Oa. ee es,  OL029 0.0427 1.4464 
mer Ci istidina | 7. ee OO6OO 0.0717 2.4288 
meendis Wichiae Ge aa Ge 46010392 0.03 37 1.1416 
Az. non amminico nel filtrato 0.0492 0.0443 1.5006 
Az. amminico nel filtrato . 0.1956 0.1930 6.5379 
DOMMAY btwn beda9 Beenn io xd S12 0.4512 15.2850 


Questi risultati possono anche esprimersi in quantita percentuali del- 
Pazoto dei singoli ammino acidi sull’azoto totale. 
E cioe per 100 grammi di azoto totale si hanno grammi: 


12.0301 Azoto ammidico 

2.5210 Azoto uminico 

9.4427 Azoto di arginina 

15.8552 Azoto di istidina 

7.4524 Azoto di lisina 

9.7965 Azoto non amminico del filtrato 
42.6800 Azoto amminico del filtrato. 


Nota dell’ A. — Una pil completa bibliografia sull’argomento verra data in una pros- 


sima_ pubblicazione. 


Sih 


Biologia. — La sessualita in alcune specie del genere « Chae- 
tomium » “>, Nota di C. Srertta, presentata® dal Corrisp. L. Petri. 


Le ricerche sulla sessualita dei funghi iniziate da Thaxter sulle Labul- 
beniacee sono oggi in pieno sviluppo e in tutti i gruppi di funghi, famiglie, 
generi 0 specie sono state studiate sotto questo riguardo. Tuttavia si € an- 
cora ben lontani dall’avere un quadro completo della sessualita per cui é da 
ritenersi che qualunque ricerca anche limitata contribuisca ad approfondire 
le nozioni sulla sessualita e porti notizie utili. Le ricerche qui riferite ten- 
dono a contribuire alle conoscenze sulla sessualita del genere Chaetomium 
tra gli Ascomiceti. Non mi risulta che ricerche simili siano state fatte in 
questo genere. 

Studi sullo sviluppo del peritecio nel genere Chaetomium sono antiche%), 
riguardano solo la parte morfologica e sono stati eseguiti su colture pro- 
venienti da parecchie spore. Manca quindi la conoscenza di un eterotallismo 
o di un omotallismo di questi funghi e la ricerca citologica. In questa prima 
nota riferisco solo sui risultati di colture monosporiche, riserbandomi in 
appresso di esporre i risultati degli studi citologici tuttora in corso. 

Il materiale da me usato proviene in parte dalla raccolta di Baarn e in 
parte € stato ottenuto su paglia marcescente sulla quale si erano sviluppati 
dei Chaetomium. 

Gli isolamenti monosporici nei Chaetomium non possono essere fatti 
con grande facilita né le singole spore di un asco possono essere contrad- 
distinte per la loro posizione perché non hanno nell’asco una regolare di- 
sposizione. La tecnica degli isolamenti € stata la seguente: quando & stato 
possibile utilizzare un solo asco ho impiegato alcune spore di esso, quando 
cio non fu possibile ho utilizzato singole spore presenti nel preparato. L’iso- 
lamento fu eseguito con micromanipolatore Chambers della Casa Leitz ed 
il prelevamento delle singole spore fatto mediante una micropipetta Zeiss 
azionata da un accumulatore. Le specie di Chactomium esperimentate furono 
Ch. elatum Kunze, Ch. cochlioides Pallisei e Ch. globosum Kunze. 

Chaetomium elatum. Sono stati fatti molti isolamenti monosporici in 
in scatole Petri con agar carote; tutte le singole spore hanno prodotto dopo 
20 giorni abbondanti periteci disposti prevalentemente verso il centro della 


(1) Lavoro eseguito nella R. Stazione di Patologia Vegetale di Roma. 

(2) Nella seduta del 7 gennaio 1934. 

(3) Ottmanns F., Ueber die Entwicklung der Perithecien in der Gattung Chaetomium, 
« Botanische Zeitung» LXV, pp. 193-200, 209-218, 225-233, 249-254, 265-271, 1887; 
Danceard P. A., L’origine du Périthéce chez les Ascomycetes. «Le Botaniste », 10, pp. 331, 907. 


cultura. Dai periteci ottenuti nelle singole colture monosporiche sono stati 
fatti 3 nuovi isolamenti per ogni piastra per cui si ottenne una seconda 
generazione monosporica: anche tutte queste nuove colture monosporiche 
produssero tutti periteci fertili, dai quali, col procedimento ora descritto, é 
Stata Ottenuta una terza generazione monosporica anch’essa producente peri- 
teci con ascospore fertili. 

I risultati ottenuti da queste esperienze non lasciano dubbio  sull’omo- 
tallismo della specie in parola. Sebbene manchi una rigorosa conferma spe- 
rimentale, si pud anche trarre un’altra conclusione, che cioé tutte le spore 
di ogni asco sono tra loro perfettamente uguali per quello che riguarda il 
corredo dei caratteri del sesso in quanto che in nessuna delle numerose col- 
ture monosporiche affettuate (in totale circa 70) si ebbe mai comportamento 
diverso. Nel Chaetomium elatum quindi si ha omotallismo riferito a tutte 
indistintamente le spore di ciascun asco. 

Chaetomium cochlioides. Dalle numerose colture monosporiche, eseguite 
in scatola Petri, ho ottenuto sempre colonie fertili producenti peritecit con 
ascospore. Di questa specie non sono state fatte ancora le colture di seconda 
e terza generazione, tuttavia risulta che le spore sono germinabili e vitali. 

Chaetomium globosum. Anche questa specie si € comportata, nelle colture 
monosporiche, come omotallica originando periteci e ascospore fertili. Tut- 
tavia manca ancora il risultato della seconda e terza generazione. 

Da questa prima serie di esperienze si pud dedurre che il genere Chae- 
tomium comprende molte specie omotalliche e che gli studi in corso per 
altre specie permetteranno di stabilire se l’omotallismo sia assoluto o pre- 
valente. 


— Ot, 


Fisiologia. — Sull’azione della stricnina e strofantina sul cuore 
isolalo di “ Bufo vulgaris” ®, Nota di A. DE AGazio presentata © 
dal Corrisp. S. BAGLIONI. 


Per la descrizione dell’apparecchio adoperato rimando alla comunica- 
zione fatta dal GaLata %), 

Mi soffermo brevemente su alcuni particolari della tecnica riguardanti 
in modo speciale il ciclo di esperienze, ponendo in rilievo alcuni vantaggi 
che la tecnica offre. 

Col tonopletismografo é possibile lavorare in diverse maniere, secondo 
che lo richieda lo scopo delle varie ricerche, ed usando diversi artifici e 
possibile da pil lati affrontare i singoli problemi, paragonando i risultati 
ottenuti con i diversi metodi. 

1° Si puod sperimentare lasciando immutate le condizioni di pressione 
(pressione di affusso = 5 cm., pressione di efflusso = 10 cm.); in tali con- 
dizioni é possibile provare sul cuore V’azione delle diverse diluizioni della 
medesima sostanza; si puo studiare l’azione di un farmaco in concentrazione 
determinata nei diversi stati del cuore pil o meno stanco per il tempo in 
cui viene mantenuto nella circolazione artificiale. In tali condizioni poi puo 
essere provata anche l’azione successiva di diversi farmaci; é possibile infatti, 
senza modificare la pressione, lavare il cuore dopo che il farmaco é stato 
perfuso. 

Il vantaggio pil grande che si ha sperimentando in queste condizioni 
é che viene eliminato sicuramente |’elemento d’errore dipendente dalle inde- 
terminazioni delle pressioni: ben noto infatti € come vari la funzionalita del 
cuore in dipendenza delle pressioni endocavitarie dei liquidi circolanti, basta 
un centimetro di aumento nella pressione d’afflusso per indurre un visibile 
aumento delle escursioni sistolico—diastoliche atrio—ventricolari. Se tale 
fattore non fosse nettamente controllabile maschererebbe con sicurezza |’azione 
del farmaco. 

In questa possibilita consiste il primo pregio di questa tecnica. 

Accenno brevemente come la clinica ha dimostrato che i farmaci agenti 
sul cuore malato possono non agire o agire diversamente sul cuore sano. 
Evidente allora appare l importanza di una tecnica, che senza ledere brutal- 
mente il miocardio, sia capace di porre il cuore in condizioni abnormi e 


(1) Nella seduta del 7 gennaio 1934. 
(2) Ricerche eseguite nell’ Istituto di Fisiologia Umana della R. Universita di Roma. 
(3) «Arch. Fisiol.», vol. XXIV, fasc. 3, 1925. 


non fisiologiche; sul cuore in tali condizioni abnormi ¢ possibile cimentare 
i singoli farmaci nelle diverse diluizioni. 

Aumentando infatti la pressione atriale o di afflusso, si aumenta la quan- 
tita di liquido circolante pel cuore, si ottiene cosi una distensione piu o meno 
notevole della fibra cardiaca; e quando, per averla previamente studiata, si 
conosce l’azione che tale sfiancamento esercita sul cuore, é possibile sul cuore 
sfiancato studiare l’azione dei farmaci. 

Mediante gli aumenti della pressione atriale é possibile inoltre svelare 
lo stato tonico del cuore; un cuore ipotonico infatti agli aumenti di pres- 
sione atriale non rispondera con un miglioramento della sua funzione; ma 
cedera rapidamente. 

Un cuore ipertonico invece allo stesso stimolo rispondera con un mi- 
glioramento netto della sua funzionalita e tale aumento sara svelato dal- 
aumento d’ampiezza delle escursioni sistolico—diastoliche. 

Ecco quindi come con tale semplice sistema ¢ possibile rivelare lo stato 
tonico del cuore; e |’eventuale azione tonica che i singoli farmaci possono 
avere sul cuore. 

Osservazioni altrettanto importanti sono possibile innalzando il livello del 
recipiente di efflusso e con tale sistema aumentando quindi la pressione di 
efHusso; che rappresenta la resistenza che il cuore deve vincere per attuare 
la circolazione. | 

Si comprende infatti come con l’aumento delle resistenze periferiche 
aumenti la fatica del cuore. Ne risulta un esaurimento pi o meno rapido 
del cuore stesso: sul cuore posto in tali condizioni abnormi riveleranno la 
loro azione quei farmaci capaci di ridonare tono alla fibra cardiaca. Rilevo 
come questo sistema di stancare il cuore sia pil importante dell’altro per 
cui il cuore si stanca per la lunga durata della circolazione artificiale; in 
tali condizioni infatti troppo profondamente viene turbato Vequilibrio chimico 
per l’accumulo dei prodotti della fatica stessa. 

Questo secondo metodo é stato specialmente usato nelle nostre espe- 
rienze: stancando il cuore con graduali aumenti delle resistenze periferiche, 
erano perfuse le soluzioni medicate. L’azione dei farmaci poi poteva anche 
piu direttamente essere posta in evidenza, studiando come il cuore si com- 
portava innanzi agli aumenti delle resistenze, sia mentre nella sua cavita 
circolava soluzione fisiologica sia mentre circolava soluzione medicata. 

E possibile inoltre, allontanando il liquido medicato e perfondendo nuoya- 
mente soluzione fisiologica normale, vedere se l’azione dei farmaci € persi- 
stente sul cuore o legata alla presenza del farmaco. 

E possibile ancora studiare |’azione dei diversi farmaci successivamente 
e con questo metodo mettere in evidenza azioni che altrimenti rimarrebbero 
ignote. 

Analizzando profondamente é possibile anche, almeno parzialmente, 
intuire il meccanismo d’azione ed il punto d’attacco dei diversi farmaci: cio 
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Fig, 1. —@) tracciato normale b) si perfonde stricnina; c) dopo 5’ dalla perfusione della 
stricnina. 


Fig. 2. - @) aumenti della pressione ventricolare di 5 cm in 5 cm; 8) si perfonde stricnina; 
c) dopo 5’ dalla perfusione della stricnina. 


a b C 


Vol 


Fig. 3. - a) aumenti della pressione ventricolare di 5 cm in 5 cm.; 8) si perfonde strofantina; 
c) dopo 5’ dalla perfusione della strofantina. 
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& reso possibile dal fatto che il lavaggio del cuore e le successive perfu- 
sioni si eseguono senza minimamente turbare le condizioni meccaniche della 
circolazione, cosi che i mutamenti apparenti della funzionalita cardiaca non 
possono essere attribuiti che all’azione dei farmaci. 


STRICNINA. 


1° In condizioni normali di pressione (Pa= 5 ; Pv = ro) si & spe- 
rimentato con diluizioni all’1/100000, all’1/500003; all’1/400003 all’1/10000 
di solfato di stricnina; in tutte tali diluizioni la stricnina ha esercitato la 
sua azione sul cuore, provocando un aumento dell’ampiezza delle escur- 
sioni sistolico—diastoliche atrio-ventricolari ed una netta bradicardia (fig. 1). 

Tale azione si stabilisce pit o meno lentamente e gradualmente a se- 
condo della diluizione del farmaco, ed inoltre tale azione ¢ anche duratura, 
in quanto permane anche dopo che venga effettuato |’allontanamento del 
farmaco mediante il lavaggio (azione inotropa positiva, azione cronotropa 
negativa ). 

Sull’atrio le concentrazioni pil forti esercitano una azione paralizzante: 
mentre la funzione ventricolare ¢ resa pit valida dal farmaco, l’atrio appare 
dilatato e immobile. 

Nelle concentrazioni meno forti anche la funzionalita dell’atrio viene 
esaltata. 

L’azione della stricnina non si & mostrata pero proporzionale alla con- 
centrazione; lo stesso cuore reagisce diversamente alla stessa dose del far- 
maco in diversi momenti, mentre le stesse dosi su cuori diversi producono 
effetti diversi: cio accade perche sfugge all’osservazione diretta l’intimo stato 
tonico del cuore. 

In cuori manifestamente aritmici, la stricnina regolarizza il ritmo. 

2° Aumentando la pressione ventricolare ossia la resistenza periferica. 
(fig. 2). 

Con tale metodo é risultato a noi meglio l’azione della stricnina: s’¢ spe- 
rimentato con Je medesime dosi del farmaco, aumentando fino a 90 centi- 
metri H,O le resistenze periferiche, s’¢ ottenuta Ja ripresa dei cuori arrestatt 
o quasi dall’enorme fatica; la ripresa ¢ stata quasi sempre pronta, essendosi 
verificata quasi sempre nei primi minuti della perfusione medicata, ed é stata 
duratura:.in alcune esperienze si & potuto aumentare di parecchio la resi- 
stenza periferica oltre la pressione che aveva determinato l’arresto del cuore, 
cid che dimostra un’evidente azione tonica del farmaco stesso. 

Tale azione tonica non altrimenti svelabile ¢ stata messa anche in evi- 
denza osservando a quale pressione di efflusso avveniva l’arresto del cuore 
mentre in esso circolava il liquido fisiologico, e mentre in esso circolava il 
liquido medicato con la stricnina: nel secondo caso il cuore ha sopportato 
aumenti delle resistenze periferiche notevolmente maggiori. 
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3° Si é studiato anche l’azione della stricnina dopo che sul cuore aveva 
agito l’adrenalina. L’azione della stricnina si € mostrata meno pronta 
ma pit duratura dell’adrenalina; la bradicardia caratteristica nei cuori stri- 
cnizzati non @ stata vinta dall’azione dell’adrenalina, mostrando forse come 
diversi siano i punti di attacco di queste due sostanze. 


STROFANTINA. 


1° A condizioni normali di pressione. 

Si studia l’azione delle soluzioni all’1/100000; all’1/40000. 

Tali soluzioni hanno entrambi nette azioni sul cuore: gradualmente 
Pampiezza delle escursioni sistolico—diastoliche aumenta mentre pressoche 
invariato rimane il ritmo a differenza di quanto & stato notato per la stri- 
cnina; raggiunto un massimo di ampiezza d’escursione, la funzionalita car- 
diaca rimane a lungo invariata senza ulteriori modificazioni del ritmo. 

L’azione della strofantina non e pero duratura, in quanto rapidamente 
scompare se il cuore viene lavato con soluzione fisiologica, e non altera 
profondamente il miocardio, perche la successiva perfusione di adrenalina 
provoca il quadro dovuto all’azione di questo farmaco. 

2° Aumentando le resistenze periferiche (fig. 3). 

Anche la strofantina sui cuori arrestati per aumento delle pressioni 
periferiche provoca una sicura ripresa, questa € perO meno netta, meno co- 
spicua dell’azione della stricnina. 

La ripresa nei cuori ayviene entro limiti piu angusti. 

Nella ripresa l’aumento dell’ampiezza delle escursioni sistolico—diastoliche 
atrio-ventricolari si compie gradualmente fino ad un massimo e senza mo- 
dificazioni del ritmo. 


Zoologia. — Dell’esistenza di una grande ghiandola sebacea 
nel condotto uditivo esterno dei muridi nostrali®. Nota di ELENA 
J. Roranp, presentata‘ dal Socio E. Giacomini. 


Le ghiandole sebacee tipiche sono quelle annesse al pelo; mono-, o 
plurialveolari, hanno sempre una struttura assai semplice. 

In molte parti del tegumento dei Mammiferi si possono poi trovare 
altre ghiandole sebacee che si distinguono dalle prime, sia perché non sono 
annesse al pelo, sia per le loro notevoli dimensioni. Non si tratta pit di 
uno o pochi alveoli facenti capo ad un dotto escretore comune, ma sono 
formazioni complesse, a cui partecipa un gran numero di adenomeri, 
riuniti con un sistema di dotti piu o meno complicato: quali, tra le pil note, 
le ghiandole tarsali di Meibomio; ne esistono pur molte altre, libere o annesse 
a peli in molte forme di Mammiferi, quali le ghiandole delle piccole labbra, 
le ghiandole dello strato nero dei corpi suborbitali dei ruminanti, esaurien- 
temente studiate e descritte dal Beccari, le ghiandole perineali di alcuni car- 
nivori, la ghiandola violetta della volpe, le ghiandole prepuziall. 

Io ho trovato una peculiare ghiandola sebacea nell’orecchio esterno dei 
muridi nostrali, la quale si apre nella parte pit’ profonda del condotto udi- 
tivo esterno, e pare partecipi alla formazione del cerume, che, come ¢ stato 
recentemente confermato dal Bouin, & prodotto in gran parte dalle ghian- 
dole sebacee della pelle del condotto uditivo esterno, anche nelle specie in 
cui esistono le ghiandole ceruminose. 

Ho fatto le mie indagini piu ampie su Mus musculus, sia albino che 
grigio, di cui ho potuto esaminare un gran numero di esemplari adulti e 
nei vari stadi dello sviluppo; ho poi eseguito ricerche comparative su 
Epimys norvegicus, ed Epimys rattus var. alexandrinus. 

Mus musculus. — La grande ghiandola sebacea del condotto uditivo 
esterno sbocca nel pavimento della porzione pit interna di tale condotto, 
nel punto di passaggio fra la parte ossea e la cartilaginea, ed ¢ allungata 
in direzione caudocraniale, lungo la faccia inferiore dell’osso temporale. 

E molto difficile isolarla in quanto che giace liberamente nel connettivo, 
senza possedere una capsula fibrosa vera e propria, per cui si deforma, e 
si lacera molto facilmente. E costituita da molti lobi allungati, convergenti 
a mazzo verso |’ilo. 


(1) Ricerche eseguite nell’ Istituto di Anatomia comparata dell Universita di Torino. 
(2) Nella seduta del 17 dicembre 1933. 


La lunghezza massima di tali lobi ¢ di circa mm. 1.5, e il loro diametro 
oscilla fra 0.3 e 0.4. Nel suo complesso Ja formazione raggiunge delle di- 
mensioni di mm. 2 X 1 & 1. Nell’esame a fresco si distingue fra le masse 
muscolari rosse e le masse adipose rosate, per il suo colore bianco giallastro. 

Il connettivo che circonda completamente la ghiandola, penetra anche 
nel suo interno dove forma dei sepimenti ramificati. pi volte, i quali con- 
vergendo verso l’ijlo, danno alla formazione tutta una struttura lobata. 

I lobi principali si dividono progressivamente in lobi di minore entita, 
per giungere fino ai singoli adenomeri, i quali hanno forme svariatissime, 
dalla tubolare alla alveolare, tondeggiante o poliedrica, determinate dallo 
spazio che hanno a disposizione. 

Tutta la formazione richiama alla mente altra che si potrebbe quasi 
dire consimile, gia descritta dal Beccari nello strato nero intermedio dei 
corpi suborbitali di alcuni ruminanti, ed io per semplicita seguiro la termi- 
nologia adottata da quest’ Autore. 

Nella regione centrale della ghiandola esiste un’ampia cavita allungata, 
la cisterna, la quale si trova nel punto di confluenza di un certo numero 
di tronchi collettori principali, i cosidetti, dal Beccari, canali maggiori che 
alla loro volta si ramificano in una serie di canali mezzani, e successiva- 
mente di canali minori che rappresentano la porzione pervia degli adeno- 
meri. Tuttavia mentre nelle ghiandole tubulo—alveolari composte tipiche, il 
condotto escretore principale si ramifica gradatamente in condotti escretori 
piu. piccoli, dando origine ad una formazione a grappolo, nel nostro caso 
invece un dotto si risolve improvvisamente in un certo numero di dotti 
secondari, che ne irradiano formando come un mazzo. Per questo la ghian- 
dola appare costituita dalla riunione di vari mazzi principali, i quali alla 
loro volta sono costituiti da parecchi mazzetti secondari, che si risolvono 
finalmente negli adenomeri. Questa disposizione non deve essere accettata 
cosi schematicamente; molti canali minori infatti sboccano direttamente sia 
nei canali maggiori sia nella cisterna. 

In questa ghiandola si osserva un’altra disposizione che é stata pure 
gia osservata da parecchi AA. (Beccari, Clara) in varie ghiandole di tipo 
sebaceo. Molto spesso i canali minori convergenti a ciuffo verso un canale 
mezzano, non rimangono isolati fino al loro sbocco nel canale mezzano 
stesso, ma appaiono riuniti intimamente per la fusione delle loro pareti. I 
ciufh quindi appaiono come cilindri epiteliali solidi, nello spessore dei quali 
il secreto dei singoli adenomeri si € scavata una via di uscita. Procedendo 
verso il centro della ghiandola i setti scompaiono, formandosi cosi il canale 
mezzano; lo stesso puo avvenire pei canali mezzani nei riguardi dei canali 
maggior. 

I] dotto escretore propriamente detto della ghiandola, sbocca nel pavi- 
mento del meato acustico esterno. E costituito da un canale a sezione cir- 


colare, svasato alle due estremita, sia verso il meato esterno sia verso la 
cisterna. 


Non mi dilunghero sulla struttura istologica delle varie parti della 
ghiandola rimandando chi l’argomento interessasse ad un ulteriore lavoro 
pit. completo “. 

Sviluppo: La ghiandola si abbozza nei feti di 16 giorni come una 
gemma epiteliale che si estroflette dal pavimento del meato primario, il quale 
in questo stadio si presenta come una stretta fessura ); tale gemma pro- 
lifera in un lungo cordone epiteliale che si dirige in avanti ed in basso. 
Alla fine della vita fetale si divide alla sua estremita in due lobii quali si 
accrescono alla loro volta, e poscia si dividono di nuovo finché per divi- 
sioni successive danno origine a tutto il corpo ghiandolare nella sua com- 
plessita. 

L’evoluzione sebacea delle cellule propriamente ghiandolari si inizia 
dopo la nascita, nella regione che nell’adulto si trasformera nella cisterna, 
e di li si diffonde man mano verso la periferia. Le prime cellule sebacee 
raggiungono tuttavia la completa maturita, dissolvendosi, soltanto verso il 
terzo giorno dopo la nascita. 

Epimys norvegicus (M. decumanus). — Nel surmolotto ho pure trovato 
la grande ghiandola del condotto auditivo esterno gia osservata in un primo 
tempo nel M. musculus. 

A parte le dimensioni maggiori, riferibili alla mole maggiore dell’ani- 
male, la ghiandola presenta in questa specie un grado di complicazione 
ancora pil. elevato. Invece di essere costituita da una sola cisterna, facente 
capo ad un dotto escretore unico, essa é costituita da varie cisterne, tutte 
fornite di un dotto escretore proprio; tali dotti tuttavia si riuniscono prima 
di raggiungere il meato, per modo che lo sbocco nel meato stesso ¢ ancora 
unico. 

In relazione con quest’ultima disposizione, i vari lobi della ghiandola 
si trovano situati, relativamente, ad una grande distanza gli uni dagli altri; 
i sepimenti connettivali interposti sono molto abbondanti, e non solo quelli 
che separano i lobi principali fra loro, ma anche quelli che dividono i lobi 
di second’ordine e gli adenomeri. In tal modo nelle sezioni trasversali della 
ghiandola, queste varie unita, immerse nel connettivo, sembrano quasi indi- 
pendenti le une dalle altre. 

Epimys rattus var. alexandrinus (Mus alexandrinus). - Nel ratto lo 
schema di struttura della ghiandola del condotto uditivo esterno ricorda 
invece, pil. da vicino quella del M. musculus. Abbiamo di nuovo una cisterna 
unica facente capo con un solo dotto escretore nel condotto auditivo esterno; 
essa tuttavia é€ molto pill ampia ed accoglie direttamente un gran numero 
di canali mezzani e di canali minori; la ghiandola tutta appare percio pit 
compatta e meno ramificata. 


(1) In corso di pubblicazione in « Ricerche di Morfologia». Roma. 
(2) V. la mia Nota Morfogenesi dell’ orecchio esterno in questi « Rendiconti» e la gia 
citata Memoria in extenso in corso di pubblicazione. 
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Fisica (Fisica matematica). — Nuovi complementi alla Nota: 
Riflessione e rifrazione delle onde elettromagnetiche armoniche dt forma 
qualsivoglia ad una superficie piana. Nota‘? del Socio G. A. Maaat. 


Il prof. Luigi Sona, nella Nota che ho l’onore di presentare ©, dimostra, 
invocando le condizioni del Love al fronte di un’onda elettromagnetica, questa 
veramente importante proprieta delle onde elettromagnetiche armoniche, che, 
qualunque ne sia Ja forma, valgono per esse le relazioni tra i coefhcienti noti 
nel caso delle ordinarie onde armoniche piane. Vale a dire, con 


/ 


| al he cos a(—1) + F, sina(2—1) 
a a 
Ee Rei. 


@) 


e il noto significato dei simboli, supposte verificate da (1) le equazioni di 
Maxwell, si ha 


( fe ees 
eens fle ey | 
(2) EK = Vp A wh : Hy = |/--n AE 
et), 


Ne viene cosi imposta rigorosamente dalle condizioni intrinseche del 
problema quella permanenza di relazioni, che, giustificandole per mezzo del- 
Paccordo coll’esperienza, io postulo, per dedurne la soluzione del problema, 
proposta nel § 8 dell’accennata mia Nota, e verifico accordarsi colle relative 
equazioni differenziali. 

Da questo risultato del prof. Sona, su cui egli ha cortesemente richia- 
mato la mia attenzione, sono tenuto aritornare sulla seconda delle mie Note 
intorno al presente argomento @), 

Ho mostrato in questa Nota come, in conseguenza delle postulate rela- 
zioni (le (2) della presente), le 


div F, 4) es div F, —— x Bee 0 
F=F,H, 


(1) Presentata nella seduta del 4 febbraio 1934. 


(2) Sul problema della riflessione e rifrazione delle onde elettromagnetiche armoniche. Questi 
« Rendiconti», vol. XVIII, ser. 64, fasc. 9, p. 335. 


(3) Complementi alla Nota: Riflessione e rifrazione delle onde elettromagnetiche ecc. Questi 
« Rendiconti», vol. XIX, ser. 6*, fasc. 1, p. 11. 


che scaturiscono dalle equazioni differenziali del problema, forniscono 


(3) div F =o > Eee Bye be ee: 


in conseguenza di che, riducendosi, d’altra parte, quelle equazioni differen- 


ziali, come si ¢ veduto nella prima Nota, a 


(4) rot —o, 
si ha 

Pe rad (2) | AT Oe a: 
(5) CO Ob rors 


Riduzione, con questo, a problemi armonici, non priva ci sembra d’ inte- 
resse; e che, per accordarsi colla comprovata legittimita della soluzione da 
me proposta, diversamente dalla conclusione della suddetta seconda Nota, 
va corredata coll’ osservazione che i valori di tutte le derivate di Q, che 
risultano dalla soluzione in discorso assegnati sul piano divisore, ossia per 
xX = 0, (contorno del campo delle onde riflesse, da una parte, e delle onde 
rifratte, dall’altra), non possono altrimenti che essere conformi alla relativa 
equazione di Laplace, non essendo altro che la forma per 7 = 0 delle com- 
ponenti di F, che soddisfa (3) e (4). 


Biologia. (Patologia vegetale). — Sopra la causa dell arric- 
ciamento (court-noué) della vite secondo Viala e Marsais. Nota“ 
deta Gorrisps).. PETRI. 


Sopra la eziologia dell’arricciamento (court-noué) della vite Viala e 
Marsais hanno fatto recentemente una comunicazione all’Académie des Scien- 
ces @) annunziando che finalmente la causa della grave malattia, oggetto di 
annose ricerche, era stata trovata. Si tratterebbe secondo i due AA. degli 
effetti di una semplice infezione fungina del fusto e dei tralci della vite, in- 
fezione che sarebbe sfuggita sino ad ora a tutti i fitopatologi che si sono 
occupati della malattia. 

Il fungo parassita (Pumilus medullae Viala et Marsais) penetrerebbe 
nel midollo delle viti dai tagli di potatura, dal midollo quindi, attraverso 1 
raggi midollari, passerebbe ad attaccare il tessuto legnoso ed il libro. I tes- 
suti attaccati, diventando bruni, sarebbero ben visibili sulla sezione longitu- 
dinali del fusto e dei grossi tralci, inoltre il micelio del Pumilus, raggiun- 


(1) Presentata nella seduta del 4 febbraio 1934. 
(2) P. Viara et P. Marsalis, Le court noué. «C. R. Accad. des Sc.» (Séance du 


3 janvier 1934). Cfr. anche « Revue de Viticulture», to. LXXX, 11 janvier 1934, p- 21. 


gendo gli strati superficiali della corteccia, determinerebbe in questa dei grossi 
cancri caratteristici di questa forma di court—noué. Il micelio si conserva ge- 
neralmente sterile tanto in coltura che in natura, solo in qualche caso sono 
stati osservati dei picnidi nel legno e nei raggi midollari, ed in coltura sol- 
tanto su substrati speciali sono stati ottenuti questi stessi organi di ripro- 
duzione. Vivendo il Pumilus nel terreno, nei tralci, e quindi nelle talee, puo 
essere spiegata la trasmissibilita della malattia coi mezzi di moltiplicazione 
vegetativa della vite e il ripetersi dell’infezione su viti sane piantate in ter- 
reno dove gia erano morte in precedenza altre viti per effetto della stessa 
malattia. 

Viala e Marsais consigliano i trattamenti delle ferite da potatura con 
soluzioni arsenicali, cosi1 come si usa fare contro il male dell’esca. 

In attesa di conoscere in tutti i loro particolari le ricerche eseguite dai 
due fitopatologi francesi, ritengo opportuno di esporre in questa Nota al- 
cune considerazioni ed obiezioni alle affermazioni cosi recise che sulla causa 
dell’arricciamento della vite sono state ora espresse. 

Devo far osservare prima di tutto che i due Autori francesi citano quale 
sinonimo italiano del court—noué la espressione mal nero. Al fine di evitare 
ogni confusione per errati riferimenti, ricordo che il mal nero, come fu de- 
scritto in Italia dal Baccarini, dal Cugini, dal Comes e da altri, non é oggi 
riconosciuto come un fenomeno patologico dovuto a un’unica causa spe- 
cifica, ma come un insieme di fenomeni patologici dovuti a piu cause for- 
tuitamente coesistenti in alcuni casi eccezionali. Quindi presso di noi non 
si € mai inteso d’identificare V’arricciamento (court—noué ereditario) col 
mal nero. In tutti i miei lavori pubblicati dal 1912 ad oggi sull’arricciamento 
ho sempre identificato questa malattia col court—noué ereditario cosi bene 
descritto in Francia dal Ravaz, e sotto il nome di Roncet dal Pantanelli in 
Italia. 

Cio premesso, devo far osservare che la descrizione della causa del 
court-noué secondo Viala e Marsais coincide in gran parte con quell’affezione 
delle viti in deperimento che ho chiamato micosi dei tralci e del fusto ®. 

In moltissimi casi da me esaminati in questi ultimi anni ho osservato 
che effettivamente il rapido deperimento delle viti, la perdita progressiva 
dell’attivita di germogliamento della parte superiore della pianta ed infine 
la morte di questa era da attribuirsi allo sviluppo nel legno, e specialmente 
nei raggi midollari, di funghi diversi variabili da luogo a luogo. Ho tro- 
vato simili miceli fungini anche alla base dei tralci dell’annata quando le 
viti erano fertemente deperite. L’esame accurato di queste piante ha sempre 
dimostrato il buono stato delle radici, mentre nel legno era evidente una 
abbondante tillosi, la formazione di gomma bruna, e necrosi pit o meno 


(1) M. Perri, Rassegna dei casi fitopatologici osservati nel 1931. « Boll. R. Stazione 
di Patologia vegetale», Roma, Anno XII, 1932, p. 3. 


estese nei tessuti infetti. Si trattava sempre di viti giovani, al 3° e 4° anno 
d’innesto. A differenza dei lenti deperimenti attribuibili a gommosi da fe- 
rite, nei casi suddetti il deperimento era assai rapido. 

L’infezione fungina in questione non ha i caratteri di una tracheomi- 
cosi giacché il micelio & localizzato spesso nei raggi midollari ed il legno 
viene invaso pil tardi. 

«Il deperimento si manifesta con la graduale perdita di ogni attivita 
di accrescimento nei tralci dell’annata precedente per cui o non avviene il 
germogliamento o se si formano i nuovi tralci questi seccano nel corso del- 
Vestate. 

« La necrosi progredisce dall’alto verso il basso e in due anni la parte 
aerea di simili viti secca completamente, mentre restano in vita le radici e 
la parte ipogea del fusto. Ma anche queste finiscono per essere attaccate dalla 
Dematophora necatrix o da altri funghi terricoli. 

« I miceli isolati dal legno appartengono a generi diversi, come Fusa- 
rium, Pestalozzia, Phoma, Lasiodiplodia. A questi funghi non si pud attribuire 
una virulenza cosi elevata da ritenerli come la causa prima ed esclusiva del 
deperimento e della morte delle piante. Le ricerche sin qui eseguite ten- 
dono a dimostrare che sono le condizioni fisiologiche particolari nelle quali 
si trova il soggetto americano dopo l’innesto che determinano nella marza 
una sensibile diminuzione della sua capacita funzionale‘per cui viene a rea- 
lizzarsi un elevato grado di recettivita per diversi miceli fungini lignicoli i 
quali aggravano ed accelerano le conseguenze dell’anormale stato fisiologico 
del soggetto. 

«Se Parricciamento in alcuni casi puo spiegare questo comportarsi del 
portinnesto, nella maggioranza dei casi osservati si ¢ dovuto escludere del 
tutto una simile causa. 

« Campioni di viti affette dalla forma di deperimento ora descritta ci 
sono pervenuti da Fano (Ancona), dalla Sardegna, da Trieste, dalla Sicilia, 
dal Lazio. 

« Anche le viti di Priolo (Siracusa), il cui deperimento si manifesta 
dapprima col rossore delle foglie, finiscono per morire a causa di una mi- 
cosi del legno che dai tralci discende nel fusto. 

« Per quanto debba ritenersi che queste infezioni fungine rappresentino 
un semplice epifenomeno, tuttavia si deve pur riconoscere che se si potessero 
proteggere le viti contro simili micosi la loro vita sarebbe senza dubbio 
prolungata e con essa anche la produttivita, per quanto ridotta dalla causa 
patogena specifica che predispone all’infezione fungina dei tralci e del 
fusto. 

«Si & percid consigliato di eseguire uno o due trattamenti invernali 
con soluzione di un sale di arsenico come si usa per combattere l’esca, per 
quanto si tratti di funghi molto diversi nei due casi, ma ugualmente sen- 
sibili all’azione tossica dell’arsenico. 


« Deve essere qui ricordato che le ricezche eseguite hanno dimostrato 
che i deperimenti di viti del tipo ora descritto sono del tutto indipendenti 
dalla natura del terreno e dalle concimazioni somministrate alle viti. L’in- 
nesto su piede americano costituisce una condizione necessaria al verificarsi 
del fenomeno, ma non é ancora ben stabilito se si tratti di un effetto di 
un disarmonico funzionamento della marza e del soggetto oppure di una 
lenta e graduale diminuzione della capacita funzionale del soggetto per una 
causa patogena non ancora definita» “. 

Si tratta dunque di infezioni fungine che aggravano lo stato di depe- 
rimento della vite dovuto ad altre cause. Come ho gia detto, l’arricciamento 
(court-noué) non sempre & la causa specifica del deperimento iniziale. 

La necrosi e la gommosi che si osservano spesso nelle viti per effetto 
delle ferite (tagli di potatura), insieme allo sviluppo di miceli fungini nel 
fusto e nelle grosse branche, sono stati presi in considerazione da Panta- 
nelli @ e da me %) sino dalle nostre prime ricerche sull’eziologia dell’arric- 
ciamento (court-noué) ed abbiamo dovuto scartare l’ipotesi che a tali alte- 
razioni ed infezioni si potesse attribuire la causa della malattia, contro |’o- 
pinione di Debray “ di Vetter, “) di Gaunersdorfer “ e di Silva, @ i quali 
attribuivano l’arricciamento alle conseguenze delle ferite di potatura. 

La flora fungina che io ho isolato per diversi anni dalle viti in depe- 
rimento e colpite da arricciamento é risultata molto variabile da luogo a 
luogo e nessuno dei funghi isolati si ¢ mai dimostrato capace di riprodurre 
Ja malattia. D’altra parte l’esistenza di viti americane giovani, non inne- 
state, prive di necrosi nel midollo, nel legno e nella corteccia e nonper- 
tanto gravemente colpite da arricciamento hanno fatto gid da tempo cadere 
Pipotesi che il rachitismo cronico, ereditario, potesse attribuirsi ad un’infe- 
zione fungina. 

Per quanto riguarda le alterazioni anatomiche che nei tralci e nel fusto 
in molti casi accompagnano l’arricciamento e il loro significato patologico, 
rimando il lettore alla mia seconda Memoria del 1912, in cui é descritta 
anche l’origine dei cancri che nelle viti da lungo tempo affette da arriccia- 
mento possono aprirsi nella corteccia e possono essere infettati da miceli. 


(1) Dalla Rassegna gia citata. 

(2) E. PANTANELLI, Gommosi da ferita, Thrips ed acariosi delle viti americane in Si- 
cilia. « Rendic. R. Acc. Lincei», vol. XIX, 1910, p. 344. 

(3) L. Perri, Osservazioni sull’alterazione del legno della vite in seguito a ferite. «Le 
Staz. Sper. Agr. It.», vol. XLV, 1912; Ip., Ricerche sulle cause dei deperimenti delle viti in 
Sicilia, «Mem. R. Staz. di Patologia Vegetale». Roma, 1912, pp. 43-46, 104-113; anche 
Cuappaz («Progrés agric. et vitic.», 1910, p. 581), espresse la stessa nostra opinione. 

{4) Depray, in «Bull. Soc. Botanique de France», 1899. 

(5) Verrer, in « Wiener Landwirt. Zeitung », n. 12, 1901. 

(6) GaunersporFer, in «Die Weinlaube», XXXIII Jahrg., n. 14, 1901. 

(7) Sttva, in « Boll. Uff. Ministero Agric. Ind. e Comm.», 1906, VI, p. 373. 


Tuttocio poteva essere oggetto di discussione e d’interpretazioni diverse 
venti e pil anni fa, ma oggi, dopo le esperienze di riproduzione della malattia 
da me eseguite a Firenze sino dal 1917, le asserzioni di Viala e Marsais 
sembrano pil difficilmente ammissibili. In una di quelle mie esperienze una 
vite sanissima, in terreno sterilizzato a 120°C. si ammalo rapidamente di 
arricciamento soltanto per aver posto a contatto di terreno infetto, contenuto 
in un recipiente contiguo a quello contenente la vite sana, le terminazioni 
di una radice di quest’ultima ©), II risultato dell’esperienza fu oltremodo con- 
vincente perché i sintomi dell’arricciamento si manifestarono dapprima sul 
tralcio che trovavasi in corrispondenza della radice a contatto del terreno 
infetto, e nell’anno successivo la malattia si diffuse a tutta la pianta. Ora 
se la causa dell’arricciamento fosse un fungo vivente nel terreno, bisogna 
ammettere che nel caso ora descritto esso fosse penetrato per le termina- 
zioni della radice, avesse poi percorso tutta la lunghezza di questa, sino ad 
invadere il fusto senza determinare la morte della radice né alcuna altera- 
zione visibile né in questa né nel fusto, come dimostrd l’esame che della 
planta venne fatto alla fine dell’esperienza, che duro due annie mezzo. Alla 
fine dell’esperienza anzi la radice posta nel terreno infetto si era accresciuta 
in modo visibile. Nessun fungo, sia pure a parassitismo altamente specializ- 
zato, € tanto meno un fungo parassita di ferite, come Pumilus medullae, puo 
comportarsi in modo da non rivelare la propria presenza nei tessuti della 
pianta ospite. L’unica ipotesi che potrebbe conciljare il risultato dell’esperienza 
e Vazione patogena specifica attribuita al Pumilus medullae ¢ quella che attri- 
buirebbe a questo fungo la facolta di agire a distanza mediante i prodotti 
del proprio ricambio diffusibili nel terreno ed assorbibili dalle radici. 

Ma Viala e Marsais, almeno per ora, non fanno questa ipotesi, la quale 
sarebbe del resto contradetta da un’altra esperienza da me eseguita per sta- 
bilire se talee provenienti da viti gia fortemente ammalate poste a vegetare 
nel terreno, dopo alcuni anni inducessero in quest’ultimo la capacita d’infettare 
viti sane ripiantate nelle stesse buche @). Nella ricostituzione dei vigneti su 
piede americano é stato gia molte volte constatato che il legno ammalato, 
posto in terreno sano insieme a legno sano, non determina quasi mai nuovi 
centri di contagio, ma la malattia resta localizzata sulle viti provenienti dal 
legno che era gid ammalato al momento dell’impianto, mentre restano sane 
quelle provenienti da legno sano. Naturalmente cid avviene quando non inter- 
venga un contagio per contatto reciproco di radici di piante sane con quelle 
di piante ammalate o che non si sviluppi la malattia in modo autoctono. 

Molte domande ed obiezioni si potrebbero rivolgere a Viala e Marsais 
per conciliare con la causa, a cui essi attribuiscono il court—noué, molti fatti 


(1) La descrizione dell’esperienza si trova nella mia Memoria: Sulle cause dell arric- 
ciamento della vite. «Boll. R. Staz. di Patologia Vegetale, Roma», anno IX, 1929: 
cfr. anche «Rendic. R. Acc. Lincei», vol. XXVII, 1918. 

(2) Cfr. la mia Memoria del 1929 ora citata. 


sperimentalmente constatati e che sono in contraddizione con un’ordinaria 
infezione fungina mentre concordano con l’ipotesi che si tratti di una virosi, 
ma conviene attendere per una tale discussione che la memoria definitiva 
venga pubblicata. Non si pud perd fare a meno di domandare sin da ora 
ai due fitopatologi se essi hanno riprodotto la malattia con tutti i suoi carat- 
teri, ereditarieti compresa, inoculando il micelio o le spore del Pumilus 
medullae in viti sane. 

Sino a tanto che questa dimostrazione non sia raggiunta avremo il diritto 
di essere molto dubbiosi sopra la portata delle nuove constatazioni. 

La mia opinione é che Viala e Marsais abbiano preso in considerazione 
dei fenomeni patologici che spesso si aggiungono a diverse cause di depe- 
rimento delle viti. Sono convinto che essi in molti casi devono essersi tro- 
vati molto imbarazzati per stabilire se le piante che erano oggetto delle loro 
ticerche fossero affette da court—noué ereditario o da rachitismo dei tralci 
per carie del legno, per marciume radicale, per attacchi di Thrips o di acari, 
per freddo tardivo o per altre cause. 

Mentre la caratteristica deformazione delle foglie nella Rupestris ed in 
alcuni ibridi di questo vitigno e di qualche altro pud permettere il ricono- 
scimento del court—noué ereditario da quello temporaneo prodotto da altre 
cause, in molti vitigni, e specialmente in quelli innestati con varieta europee 
a foglie raramente deformabili in modo caratteristico, occorre ricorrere per 
una sicura diagnosi all’esame dei germogli emessi dal soggetto o ad espe- 
rienze d’innesto per le quali occorre almeno un anno prima di trarne um’indi- 
cazione attendibile. 

Questa necessita ostacola fortemente le ricerche quando queste sono 
effettuate specialmente su viti adulte presentanti necrosi nel midollo e nel 
legno e nelle quali quindi le diverse cause capaci di produrre un raccorcia- 
mento degl’internodi ed una vegetazione stentata pid difficilmente sono rico- 
noscibili, anche perché in molti casi esse si sommano le une alle altre sulla 
stessa pianta ©), 


(1) I fitopatologi francesi, che non si servono di alcun carattere diagnostico interno 
specifico pel riconoscimento della malattia, si trovano certamente costretti o a limitare il 
numero delle loro osservazioni ed esperienze o ad incorrere in errori nel riconoscimento 
del court-nouwé ereditario, specialmente nelle viti innestate. 

Nelle mie ricerche su questa malattia ho trovato un prezioso mezzo diagnostico nella 
presenza dei cordoni endocellulari nel legno e queste formazioni oggi servono egregiamente 
per il riconoscimento delle piante madri dei vivai sospette di essere colpite da arriccia- 
mento e in tutti casi di deperimento di viti con caratteri esterni non ben definiti. Nel Tren- 
tino il controllo delle piante madri dei vivai di viti americane viene compiuto mediante 
la ricerca dei cordoni endocellulari nel legno dei tralci con un metodo molto rapido ideato 
dal Comm. Catoni, e che da dei risultati utilissimi. 

Anche in Germania i cordoni endocellulari sono considerati come un sicuro carattere 
diagnostico per il riconoscimento del court-noué ereditario. Cfr. A. JoHNssEN, Ueber die Rei- 
sigkrankheit der Reben, « Der deutsche Weinbau », n. 17, 18, NOMI 2Om1OZBe 
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Matematica (Analisi). — Alcuni teoremi della teoria delle 
funzioni ipercomplesse. Nota II di L. Soprero, presentata “? dal 
Socio G. CAsTELNUOVO. 


§ 3. — La Formura pi De Moivre ©). — Ci proponiamo di stabilire una 
formula (tipo De Moivre) per il calcolo della n**”* potenza (:  reale positivo o 
negativo) del numero ipercomplesso x. Assunta come definizione di 7” l’espres- 
sione e”'°S< e conoscendo le formule per il calcolo del logaritmo e dell’espo- 
nenziale di un numero ipercomplesso, siamo subito in grado di fornire l’espres- 
sione dell’ n*** potenza di un ipercomplesso qualunque. Per le applicazioni 
che abbiamo in vista interessa particolarmente il caso che sia x = x + jy 
(e che ciot ipercomplesso manchi dei suoi due ultimi elementi). In tal caso, 
indicati con pg e 8 rispettivamente il modulo e il primo argomento di z (e 


cioé posto p = x? + y? e 0 =arctg y/x) si trova: 


(x + jy)" = ep" cos nO + sen 8 sen (n — 1) 7 +- 


+ je” |S sen n§ — = sen § cos (n — 1)0| A 


Nv 


n 


+ 7? e”|— sen 9 sen (n — 1) a 4. 


Lan 


+ 75 9” |= sen nQ — _ sen 8 cos (n — I) 0 5 

Questa formula, per il modo stesso com’e stata ottenuta, ¢ direttamente 
applicabile anche al caso di potenze con esponente fratto; e poiche l’argo- 
mento @ é definito a meno di multipli di 2% si presentano, nei riguardi 
delle radici n**”* dell’ipercomplesso z, le solite n’” di determinazioni dei 
complessi ordinari. 


(1) Nella seduta del 4 febbraio 1934. 

(2) V. la Nota precedente nel II fascicolo di gennaio 1934. Questa ricerca fu pre- 
sentata al Seminario Matematico della R. Universita di Roma nelle due sedute del 25 
marzo e del 19 maggio 1933. 
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CoMPORTAMENTO ASINTOTICO DELLE 1‘? POTENZE. — Vogliamo dimo- 
strare che se un ipercomplesso generico x= x + jy + ju + 73v ha modulo 
minor d’uno, e cioe risulta 


PUP De GN eeeat 


la potenza x" tende a zero (in tutti i suoi elementi) al crescere di n. La pro- 
prieti appare interessante non solo per i successivi sviluppi della teoria, ma 
anche in considerazione del fatto che la limitazione per il modulo non porta 
a limitazione alcuna per i singoli elementi del numero, ma solo per le dif- 
ferenze u — x ev—y. Per dimostrare la proposizione scriviamo il numero x 
nella forma equivalente (v. Nota I, § 2): 
c= (ea) + LEF + (uj PEC +) 

e, posto che m sia intiero, applichiamo per il calcolo di 7” la formula bino- 
miale, ricordando che tutte le potenze di (1 + 7?) con esponente maggior 
duno sono identicamente nulle in base alla stessa definizione di prodotto. 
Si ottiene allora 


Comat) ier gy — EL) te 
+ ofa) +) LEA Ln 4 Per 4 pO 


ovvero, ricordando che traduce nei simboli ipercomplessi Vunita im- 


ictal 
2 
maginaria 7: 


v=(6—) +09 ip + 
+(e =m) + Ooi n + PSE + 7. 


Se /(x —u)? + (y—v)? <I, al crescere di m tendono a zero tanto la po- 
tenza [(x — uw) + (y — v)1]” quanto il prodotto nm [(x — uw) + (y—v)i}"—:, 
e quindi anche il secondo membro della precedente relazione. Resta con cid 
dimostrata la tesi. 


SENI E COSENI. — Qualche interesse per le applicazioni offrono anche 
gli sviluppi di sen z € cos x. Posto zx = x + jy ed assunti (per definizione) 
sen % = (¢% —e~*)/24 e cos x = (e* + e—%)/2, si ottiene subito (ricor- 
dando le formule per il calcolo degli esponenziali): 


(1) Da questa relazione pud dedursi la formula di Moivre, da noi ricavata con pro- 
cedimento pit laborioso. Ma la formula in tal modo ottenuta risulterebbe giustificata solo 
per valori intieri din. 


. Y . 

sen y=cosh y sen xi senh y cos x —= (senh y sen x +7 cosh y cos x) (t +/?) 
. Vv > 

cos x=cosh y cos x —isenh y sen x — ~ (senh y cos x —jcosh y sen x) (1 +)?) 


§ 4. - Funztont OLOMORFE DI VARIABILE IPERCOMPLESSA. — Facciamo 
corrispondere al valore x = x + jy + j?u + j3v della variabile ipercomplessa 
il punto di coordinate (x, y,#,v) in uno spazio cartesiano a quattro dimen- 
sioni. Detta f(z) = a(x,y, u,v) + jb(@,y,u,v) + Pew, y,u,v) + 
+ pd(x,y,u,v) una funzione di x definita nei punti di una certa regione R 
dello spazio rappresentativo, e indicati con z. e x due particolari punti della 
regione R, formiamoci il rapporto incrementale [ f(z) — f (%0)]/ (x — Zo): 
Se, facendo tendere il punto z al punto x, secondo una traiettoria conte- 
nuta in R, questo rapporto incrementale tende a un limite finito, e tale 
limite non dipende dalla traiettoria descritta dal punto z per avvicinarsi a z,, 
diremo che la funzione f € monogena nel punto z,“. Le condizioni di mo- 
nogeneittd (e cioe le equazioni differenziali cui devono soddisfare gli elementi 
di f perche tale funzione risulti monogena nei punti di una certa regione) 
si determinano, come per le ordinarie funzioni di variabile complessa, egua- 
gliando i limiti dei rapporti incrementali calcolati nelle quattro diverse ipo- 
tesi che x tenda a x. secondo una parallela all’asse x, oppure secondo pa- 
rallele agli assi y, ue v. L’esistenza dei limiti in parola esige la derivabilita 
delle funzioni a(x,y,u,v),---,d(x,y,u,v) rispetto ai proprii argomenti; 
Veguaglianza dei limiti porta alle tre relazioni ipercomplesse: 


CE hd on ee se * (ay + joy + Pty + dy) = 


(1) 
— a (au Se jou == plu 3 pdu) = a (ae a= jbo 5 prev a pdv) 


... dove con le notazioni ax--- si designano le derivate parziali di a rispetto 
ad x,---. Eguagliando, in particolare, il primo ed il secondo membro della 
precedente relazione, si ottiene il seguente gruppo di equazioni in termini 
reali : 


@) ay = — files : by = ax 5 Os) == by = 2a . dy = Cx- 
Eguagliando invece il secondo col terzo (0 il terzo col quarto) membro 
della relazione (1), si ottiene un gruppo di equazioni identiche alle (2), salvo 


la sostituzione di x con y e di y con uw (oppure di x con wu e diy con v). 


(1) In verita il rapporto incrementale [f(z) —f (%0)]/(% — %0) perde significato (v. de- 
finizione di quoziente nella Nota I) in quei particolari punti z pei quali risulti mod. | x — %,|=0. 
Questi punti, si vede subito, appartengono ad un piano « per il punto x. Per il rigore 
dovra quindi sottintendersi, nella definizione di monogeneita, che le traiettorie descritte 
da zx non abbiano punti comuni col detto piano «. 


Si trae subito dalle (2) una conseguenza molto notevole. Supposte 
le funzioni a,b,c,d derivabili almeno quattro volte, possiamo eliminare, 
fra le (2), tre (qualunque) delle funzioni a,b,c,d. Si trova che la rima- 
nente (sia ad es. d) soddisfa all’equazione : 


A,a—= 0 


la quale mette in chiara evidenza la connessione fra il nostro sistema di 
ipercomplessi e la teoria dell’elasticita. 

E appena necessario osservare che le equazioni (1) risultano, oltreche 
necessarie, suffcenti per la monogeneita della funzione ipercomplessa f. 


§ 5. - INTEGRALE LUNGO UNA LINEA. TEOREMA DI CaucHy. — Sia / (2) 
una funzione (della variabile ipercomplessa z) olomorfa in una regione R 
dello spazio rappresentativo a quattro dimensioni. Supponiamo che tale re- 
gione R comprenda una porzione R del piano xy. Per le applicazioni che 
abbiamo in vista noi ci limiteremo a considerare Ja funzione f nei punti 
x =x + jy della regione piana R. In questa ipotesi gli.elementi a,b,c ,d 
della funzione f si devono pensare dipendenti dalle sole variabili x ed y“). 

Detta AB una linea, continua e regolare, compresa nella regione R, 
e definito, al solito modo, l’integrale della funzione f(z) lungo la linea AB, 
si trova che: se la linea é chiusa e nellarea da essa limitata non cadono 
punti singolari per la funztone, Vintegrale @ nullo. Il teorema di Cauchy vale 
dunque anche per le funzioni di variabile ipercomplessa. E la dimostrazione ¢ 
identica a quella che si da per le funzioni di variabile complessa ordinaria. 

Dalla validita del teorema discende subito quella della formula di Cauchy, 
la quale si esprime ancora mediante la relazione 


b i© 
(=e 


... dove € € un punto del circuito (chiuso) d’integrazione e z ¢ un punto 
dell’area racchiusa da tale circuito. Inutile dire che, nella formula precedente, 
la y—1 sintende calcolata in termini ipercomplessi, e cioe va pensata sosti- 
tuita con (3) + 73)/2 

Dalla formula di Cauchy segue, tanto per le funzioni complesse quanto 
per quelle ipercomplesse, la sviluppabilita in serie di Taylor. Pit esattamente. 
Se la funzione f € monogena e priva di singolarit’ nei punti di un cerchio 
di centro %o, essa & rappresentabile, nei punti z del cerchio, con lo sviluppo 
in serie: 


$@) = 40+ SG —%) FSG w+ - 


(1) Nessuna difficolta sostanziale a introdurre maggior generalita nelle considerazioni 
che seguono, Ma tale generalita non sarebbe aftatto necessaria dal punto di vista applica- 
tivo e porterebbe, d’altra parte, ad enunciazioni assai pil laboriose. 


...dOve a, a,,4,,--+ sono le successive derivate di f calcolate nel punto z,. 
Lo sviluppo si ricava, com’é ben noto, dalla formula di Cauchy applicata 


al cerchio di centro x, sviluppando il quoziente Pome celle di potenze 
eet 7 
Xv 


di CEES 

mee AC, 
sviluppo, dopo m termini, tende a zero col crescere di n. Questo resto, 
com’é noto, € un certo integrale eseguito sopra il prodotto di due funzioni, 


> . > Te Fie: . . . 
Puna finita, Paltra eguale a f “| . Se x & interno al cerchio di con- 


- Si dimostra la convergenza facendo vedere che il resto di questo 


vergenza il rapporto $—~*° 


AO 
potenza tende a zero per un teorema dimostrato nel precedente paragrafo. 
Con essa tende a zero anche il resto della serie. 

Non é difficile trovare convenienti espressioni maggioranti per i coef- 
ficienti a. ,a;,4,,--- dello sviluppo in serie di Taylor. Dall’esame di tali 
espressioni maggioranti si conclude circa Ja validita, per le nostre funzioni 
ipercomplesse, del teorema di Liouville: se una funzione monogena é limitata 
(coi suoi elementi) 17 tutti punti del piano essa é necessariamente una costante. 


ha modulo minor d’uno e la sua (m + 1)*r"4 


§ 6. - PRINCIPI DI RIFLESSIONE ANALITICA. — Termineremo queste ge- 
neralita sulle funzioni di variabile ipercomplessa con un principio di cui 
avremo bisogno in una applicazione che verra esposta in una prossima Nota 
(« studio di piastra poligonale appoggiata ai bordi »). Questo principio ¢ l’im- 
mediata estensione di quello di Schwarz della riflessione analitica e si pud 
enunciare nei termini seguenti: Se una funzione ipercomplessa ¢ olomorfa in 
una certa regione R, semplicemente connessa, simmetrica rispetto all’asse y, ed 
assume nei punti di questo asse valori ipercomplessi con soli elementi pari in 
due punti della regione simmetrici rispetto all’asse y essa prende valori coniugalt 
(e cioé tali che i loro elementi pari siano eguali e dello stesso segno ed i loro 
elementi dispari eguali e di segno opposto). Segue, in particolare, che ad ogni 
polo P nella parte di regione alla destra dell’asse y corrisponde un polo 
(simmetrico) P nella parte di regione alla sinistra dell’asse; e si vede facil- 
mente che i due poli simmetrici devono possedere residui contrari. 

Osserviamo, per incidenza, che l’esame del principio di Schwarz sug- 
gerisce un problema pit generale: Se Ja funzione definita in R assume nei 
punti dell’asse di simmetria, valori ipercomplessi costituiti, non pit dai soli 
elementi pari, ma, p. es., dai soli primo e secondo, oppure dai soli primo e 
ultimo elemento, é ancora possibile indurre qualche conclusione circa il com- 
portamento della funzione nella regione R? Motivi di spazio non ci con- 


(1) Diremo pari quegli elementi che figurano come coefficienti di potenze di espo- 
nente pari dell’unita ipercomplessa /. 


sentono di rispondere qui completamente a tale domanda. Accenneremo solo 
che, di fatto, sussiste ancora nei casi in parola, una specie di principio di rifles- 
sione analitica: facendosi perd luogo alla circostanza che ad ogni polo (po- 
niamo del prim’ordine), in una delle due parti della regione R corrisponde, nel 
punto simmetrico, un altro polo di ordine pit elevato (del terzo). Di queste 
estensioni del principio di riflessione analitica si dovrebbe tener conto quando 
si volessero applicare gli ipercomplessi allo studio delle piastre poligonali in- 
castrate o libere ai bordi. 

In una prossima Nota l’applicazione della teoria delle funzioni di varia- 
bile ipercomplessa allo studio di un particolare problema di elasticita. 


Matematica (Geometria). — Sistemi di curve piane doppia- 
mente lineari. Nota di G. GHERARDELLI, presentata“ dal Corrisp. 
G. Fano. 


Sono noti da tempo i fasci-schiera di curve piane algebriche; ma non 
sembra sia stato notato che un sistema di dimensione >>1 di curve piane 
algebriche irriducibili, lineare tanto come insieme di curve—luogo che come 
insieme di curve inviluppo, si compone necessariamente di coniche. 

Alla dimostrazione di tale teorema é dedicata questa breve Nota. 


1. Sia o un fascio-schiera di curve piane algebriche. Associando ad 
un punto generico del piano la retta ivi tangente alla curva di o per quel 
punto, nisce tra i punti e le rette del piano una corrispondenza birazionale 
nella quale due elementi omologhi sempre si appartengono: un sistema nullo. 
Ora € noto che un sistema nullo (non degenere) del piano @ necessaria- 
mente quadratico e puod ottenersi in ogni caso associando ad un punto la 
retta che Jo congiunge al suo omologo in un’omografia (non omologica) 
del piano in sé. Anzi un sistema nullo é@ ottenibile per questa via in co! 
modi diversi. Se le: 


, 
Px, = Dir Xk 


rappresentano un’omografia del piano in sé generante il sistema nullo re- 
lativo al fascio-schiera o, le cot omografie: 


@ px! = xi + ALan xe 


generano lo stesso sistema nullo. Per A—>o le (1) rappresentano un’omo- 
grafia infinitesima ed é chiaro che il gruppo continuo co! generato da questa 


(1) Nella seduta del 4 febbraio 1934. 


muta in sé ogni curva di o. Le curve di o son dunque traiettorie di un 
gruppo continuo cot di omografie piane (curve W di Klein—Lie). 

Esistono due tipi di gruppi continui cot con un fascio di traiettorie 
algebriche d’ordine n >> 1: il gruppo generato dalla trasformazione infini- 
tesima xp -+ ayg con a razionale diverso’ da o e da 1; e il gruppo gene- 
rato dalla trasformazione infinitesima p + xg“. 


t : 
Posto a = Se adoperando coordinate omogenee x; x. x; le traiettorie 


del primo gruppo formano il fascio—schiera : 
2 a rt yen — it — 
(2) Axe — BX! x" O 


quelle del secondo formano un fascio—schiera di coniche con un contatto 
fisso quadripunto : 


(3) A(x, — x3 Sea) =F ex, S Ox 


Le curve del fascio-schiera (2), irriducibili se m e ¢ sono primi fra 
loro, son razionali, e dei due punti base del fascio l’uno é per esse origine 
di un ramo (n—t,?) Valtro di un ramo (t, —1) duale di primo. 

Convien rilevare per il seguito che un fascio-schiera di curve irridu- 
cibili con un punto base semplice a tangente (fissa) bipunta si compone 
necessariamente di coniche. 


2. Abbiasi ora una rete-tessuto R di curve piane irriducibili; cioé un 
sistema co? di curve, lineare sia come insieme di curve-luogo d’ordine n 
che come insieme di curve-inviluppo di classe m. La curva generica di R 
non ha, fuori del gruppo base, né punti né tangenti multiple; se dunque 
il gruppo base viene a mancare, R si comporra necessariamente di coniche. 

Associando ad ogni curva luogo di R il suo inviluppo aderente, nasce 
fra la rete ed il tessuto, come totalita lineari oo? di elementi (curve), una 
trasformazione Cremoniana T. Gli elementi fondamentali o eccezionali 
per T son Je curve luogo o inviluppo di R dotate di componente multipla ; 
perché per esse e solo per esse risulta a priori indeterminato I’ inviluppo o 
il luogo. Tali curve saranno certo in numero finito. 

Se T é@ un’omografia, ogni fascio (ogni schiera) di R é anche schiera 
(fascio); e allora due curve generiche di R, dovendo determinare un fascio- 
schiera, non avranno né punti né tangenti comuni variabili, che sarebbero 
necessariamente semplici. I] sistema R risulta cosi di grado zero (come rete 
e come tessuto), e percid composto con un’ involuzione in un fascio-schiera. 
Effettivamente una rete composta con un’involuzione in un fascio—schiera 
e anche tessuto. 


(1) Lie-Scuerrers, Vorlesungen tiber Continuierliche Gruppen. Leipzig, 1893, pp. 70-74. 


Se R si compone di curve irriducibili, la T non sara omografica e non 
potranno mancare elementi eccezionali. 

Sia y una curva del tessuto eccezionale per la trasformazione. Le curve 
della rete corrispondenti a y (o meglio agli inviluppi del tessuto infinita- 
mente vicini a y in intorni di ordini determinati) hanno y quale comune 
inviluppo; esse si distribuiranno in uno o pil sistemi irriducibili co’. 

La curva generica C di uno di questi sistemi non é certo irriducibile, 
né pud avere una componente variabile non rettilinea; essa risulta pertanto 
costituita di un curva fissa C, di un certo ordine p (= 0) e di m — ¢ rette 
variabili. Una, x, di queste rette non pud avere punti comuni variabili né 
con C, né colle residue rette variabili di C, poiche questi punti (fasci) con- 
tati doppiamente (almeno) farebbero parte di y. 

Le intersezioni di x con C, e con le rimanenti rette variabili di C 
son dunque fisse e (poiché x ¢ variabile) raccolte in un unico punto O, 
e-plo per C,. La curva C si decompone pertanto in m rette per O, e al 
fascio O contato m volte riducesi l’inviluppo y eccezionale per T. Le curve 
della rete corrispondenti a y e appartenenti al sistema considerato sono 
n-ple di rette per O; anzi, poiché una loro combinazione lineare appar- 
tiene alla rete ed ha ancora y come inviluppo, cosi quelle m-ple di rette 
formano un’involuzione oot nel fascio O. Né puo esistere nella rete un 
altro sistema co! di curve corrispondenti a y; altrimenti la rete stessa si 
comporrebbe con un’involuzione nel fascio O. 

Gli elementi eccezionali per la trasformazione, cioe le curve di R con 
componente multipla, sono dunque fasci m—pli del tessuto e, dualmente, rette 
n-ple della rete. Al fascio O, che, contato m volte, fa parte del tessuto, 
corrispondono nelle rete i gruppi di un’involuzione cot e d’ordine nel 
fascio stesso: involuzione che, per cio che si é ora visto sulle curve con 
componente multipla, sara ciclica o quadratica degenere; e dualmente. 

L’involuzione intorno ad O sia dapprima ciclica e a,b ne sieno le 
due rette m—ple. Su ciascuna delle due rette a,b esiste un’involuzione ci- 
clica) di gruppi di m punti (appartenenti al tessuto come inviluppi di 
classe m) e il punto ab, contato m volte, fa parte di entrambe le involu- 
zioni. Se A,B sono i due ulteriori punti m-pli su a,b, la retta c= AB, 
contata 1 volte, fa parte della rete; la quale risulta cosi determinata dalle 
tre rette n—ple a,b,c distinte e non passanti per uno stesso punto. 

Venendo cosi a mancare elementi base, R si comporra dunque di co- 
niche: 2 = m= 2. L’equazione di R puo scriversi: 


MAAN =O a0): 


Si tratta della rete-tessuto costituita dalle coniche aventi un dato trian- 
golo come autopolare. 


(1) Se una delle involuzioni fosse quadratica degenere saremmo nel caso seguente, 
considerato dal-punto. di vista duale. 


L’involuzione nel fascio O sia ora quadratica degenere e sia a la retta 
comune a tutte le coppie dell’involuzione. Su a avremo un’involuzione di 
coppie di punti (appartenenti al tessuto come coniche inviluppo) la quale, 
ove non sia degenere, avrd un ulteriore punto doppio O’. Nel fascio di 
rette O’ esistera un’ involuzione co! di coppie di rette (appartenenti alla rete 
come coniche luogo) non certo degenere, altrimenti la rete sarebbe ridu- 


cibile; per O’ passa dunque un’ulteriore retta doppia della rete, Pequazione 
della quale puo dungue ridursi alla forma: 


AX, + PX: NX, + WX, =O. 


E un caso limite del precedente: due vertici del triangolo autopolare co- 
mune a tutte le coniche di R son venuti a coincidere. 

Se poi l’involuzione su a ¢ degenere ed O ne é l’unico punto doppio, 
una conica ulteriore di R dovra passare per due punti fissi di a e toccare 
due rette fisse per A: dovra dunque toccare a in A. L’equazione di R é 
del tipo: 

Ax, + uxrx, + v(x, + x, %;) = 0. 


Si tratta della rete-tessuto di coniche osculantisi in un punto fisso: i tre 
vertici del triangolo autopolare comune a tutte le coniche del sistema son 
divenuti successivi. 

In ogni caso dunque una rete—tessuto si compone di coniche. 


3. Sia infine S un sistema lineare di curve piane irriducibili co” (r > 2), 
doppiamente lineare. Posto r = 2r'+ e(e=1, 2), le curve di S che toccano 
in 7’ suoi punti generici una curva generica del sistema formano o una 
rete-tessuto o un fascio-schiera di curve irriducibili con punti base semplici 
a tangente (fissa) bipunta. S si compone dunque di coniche “). 

Se r’= 2, S é il sistema, doppiamente lineare, delle co5 coniche del 
piano. Se r’= 1, pud essere r = 4 0 fr = 3. Se r= 4 un punto generico 
del piano & doppio per co! coniche di S formanti fascio, e perciO quel 
punto (fascio di rette), contato due volte, fa parte (come conica inviluppo) 
del sistema S, il quale contenendo cosi tutti i punti doppi sarebbe cos e 
non cot. Non esistono sistemi lineari cot di coniche doppiamente lineari @). 

Se poi r = 3, la conica di S che ha punto doppio in un punto gene- 
rico del piano non puo avere inviluppo determinato, cioe decomporsi in due 


(1) Anche per Ja rete-tessuto R si poteva fare una considerazione analoga. Se la 
curva generica della rete ha un punto variabile comune con la Jacobiana della rete, le 
curve di R passanti per esso toccano ivi semplicemente una retta fissa e formano un 
fascio-schiera di curve irriducibili con un punto base semplice a tangente fissa bipunta : 
un fascio-schiera di coniche. Ma il caso in cui |’ Jacobiana sia fondamentale per la rete 
richiede pil. minute considerazioni. 

(2) Non esiste, per le coniche del piano, una condizione !ineare semplice autoduale. 


RENDICONTI. 1932, Vol. XIX. 10 


rette distinte per quel punto; altrimenti, di nuovo, il sistema conterrebbe 
tutti i punti doppi del piano. Per un punto generico del piano passa dunque 
una retta doppia del sistema, che viene cosi a contenere co’ rette doppie 
per un punto, e quindi la rete di coniche spezzate in coppie di rette per 
quel punto. La retta polare di questo punto rispetto alle coniche del sistema 
risulta fissa, ed il sistema stesso si compone pertanto delle co} coniche 
aventi un dato punto e una data retta (appartenentisi o no) come polo e 
polare. 
Raccogliendo: un sistema di curve piane irriducibili, doppiamente lineare, 
se non é un fascio-schiera, risulta composto di coniche e precisamente : 

1° o dalle co? coniche aventi un dato triangolo come autopolare (e 
casi limiti); 

2° o dalle co3 coniche aventi un dato punto e una data retta come 
polo e polare; 

3° o dalle cos coniche del piano. 


Matematica. — Sul metodo generalizzato di sommaxzione di Eulero. Nota 
di U. Broeal, pres. dal Socio F. Severt. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Meccanica. — Sull’eccentricita dell’orbita nel problema dei due 
corpi di massa variabile. Nota 1 di D. Grarri, presentata“ dal 
Corrisp. P. BuRGATTI. 


1. Recentemente il prof. Armellini ® ha dimostrato che nel problema 
dei due corpi di massa variabile ) Veccentricita dell’orbita™ non resta in 
generale costante. Cio avviene anche nel caso in cui la massa varia lenta- 
mente al contrario di quanto finora si era ritenuto 4), Pero se l’eccentricita 
cambia al variare della massa dei due corpi, pud interessare, per alcune 
teorie astronomiche, la verifica che questi cambiamenti di eccentricita si 


(1) Nella seduta del 4 febbraio 1934. 
(2) G. ARMELLINI, «Rend. Acc. dei Lincei», I sem., 1932, p. 701; Il sem., p. 77. 
(3) In questi studi si suppone che la massa vari solo per irraggiamento per cui l’equa- 


zione fondamentale della meccanica é col solito significato dei simboli m =F (ch. 


Levi-Civira, «Rend. Acc. dei Lincei», I sem. 1930, p. 626). 

(4) Per orbita s’intende ovviamente l’orbita descritta da uno dei due corpi rispetto 
all’altro. Per eccentricita all’istante ¢ s’intende l’eccentricita di quell’ellisse che descrive- 
rebbe uno dei due corpi rispetto all’altro qualora Ja massa all’istante t « cessasse » di variare. 

(5) Cfr. Poincare, Lecons sur les hypotheses cosmogoniques. Il ediz., p. 778; JEANS, 
Astronomy and Cosmogony. « Cambridge University Press», p. 291. 
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mantengono trascurabili anche per notevoli variazioni di massa e per in- 
tervalli di tempo molto lunghi. 

In una Nota precedente “) partendo dal concetto di invariante adiabatico 
abbiamo sviluppato un metodo per il calcolo di un limite superiore per le 
eventuali variazioni di eccentricita. 

Ricorderemo qui le linee fondamentali del metodo sovra accennato in- 
dicando anche qualche sua estensione. 

Sia perciO ¢, il valore dell’eccentricita dell’orbita all’istante preso come 
origine dei tempi, valore che supporremo compreso fra 0 e 1 e e(t) l’ec- 
centricita all’istante ¢. Prendiamo poi un numero positivo Ae tale che 
f+ Ace<iI , «,—Ae>>0. Come si pud veder meglio nella nostra Nota 
citata dalle equazioni differenziali del moto si deduce l’esistenza di un in- 
tervallo intorno all’origine in cui |¢(#)— «| é minore di Ae. Questo in- 
tervallo che indicheremo con (a,b) si estendera fino allinfinito o sara li- 
mitato (cioé almeno uno dei due valori a e b sara finito) perd allora si 
avra ©): 


|¢ (a) —e€,| = Ae |e (b) —e,| = Ae. 


Posto cio, si calcola una funzione A (tf) rispettivamente crescente o de- 
crescente a seconda che la variabile assume valori positivi o negativi, e 
tale che in ogni punto di (a,b) soddisfi alla condizione: 


A (4) = |e) —e|- 


Se A(t) per un dato valore del tempo ¢’ assume valori minori di Ae 
Pistante f & certamente compreso in (a,b). Allora A(Z’) da un limite 
superiore per il modulo della differenza | <¢(#) —¢,|. Anzi essendo, come 
si disse, A(t’) crescente per valori positivi, decrescente per valori negativi 
della ¢, la A(#’) da un limite superiore di |¢(#)— «| per tutti i valori 
ar gin (O,%.): 

Nella pratica conviene prendere per Ae un numero tale da ritener tra- 
scurabili le variazioni di e (cioe le differenze |< (f)— |) inferiori a Ae, 
e verificare poi con la regola sovra esposta se un intervallo (0 ,?’) ¢ con- 
tenuto in (a,b) in cui, ripetiamolo, | ¢ (ft) — €o| ¢ inferiore a Ac. Si capisce 
da quanto precede che pit’ piccola si trova la funzione A(t) pil grande 
resultera l’intervallo (0, t’). Nella nostra Nota citata abbiamo calcolato una 
di queste funzioni A(#). In questa e in un’altra Nota che la seguira vo- 
gliamo perfezionare detta ricerca ammettendo pero che la massa dei due 


(1) «Rend. Acc. delle Scienze di Torino», I sem. 1933, parte I e II. 

(2) E ovvio che queste relazioni valgono per quei valori di a e b che resultano 
finiti. 

(3) Se #/ non fosse compreso in (a,b) allora sarebbe >) o i’ <a. Riferendoci per 
fissare le idee al primo caso si osservi che allora si avrebbe, essendo A (¢) crescente (per 
t>o): A’) =A (b) =| e(b) —e, | = Ae il che € contrario alPipotesi A (’) <e. 
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corpi vada sempre decrescendo il che accade certamente quando la massa 
varia per irraggiamento. Calcoleremo cioé altre funzioni A(/) molto pil 
piccole di quelle gia trovate() e le applicheremo alle stelle doppie visuali 
determinando in base ad alcune ipotesi astronomiche un limite inferiore per 
gli intervalli di tempo e per le variazioni di massa necessarie affinche l’ec- 


dgetar : Hee art lel | 
centricita subisca variazioni di FOO : 


2. Sempre nella Nota citata si € visto che é: 


(1) aay 


dove c é la costante delle aree e la J € una nuova variabile definita dal 
sistema : 


dB 
d ri oe 
() 7 ae aa 


COS IL 
1 [2 COs 


dB 
a aw An? B? dl Jsenu 
3 dt Sa ip 27B ae — 47? C2 C2 


oe sen u cos u 


+P awe 


oJ I —ecosu 


2TW = tu —eESeEN tt 


dove w e w sono nuove variabili, mentre B vale il prodotto della somma m 
delle masse dei due corpi per la costante di gravitazione k ©). 

Ora e possibile trasformare le equazioni (2) e (3) in modo che in 
esse le incognite siano ¢,uw,w, non figurando pil Ja J. Osservando che 
dalla (1) segue: 

AMO - C 
Alar de dj (oa : 


2 = 


| = dt. ies — Ge dt es P—47 C2 


le equazioni (2) e (3) diventano con facili passaggi: 


(1) Pero anche senza Vipotesi della massa sempre decrescente sarebbe possibile tro- 
vare funzioni A (#) minori di quelle della mia Nota citata. 

(2) Occorre tener presente che qui si suppone la massa variabile solo per irraggia- 
mento, perciO nelle formule della Nota citata si suppone dm’ = dM’ =o ed et= Q- 


Colgo l’occasione per osservare che la formula (23) della II parte della Nota citata va 
scritta: 


VA csen u 27B sen u 
LSS Sasa € 


f= 8.608 0 J I=—=erCOStY 


(7) 


de dlog B COS UL 


() di eam ae 


ie, COS 


sen u COS Uu 


+ (1 et) ST 


I= -€ COs ut 


dw Cs ee 12. GOgsB \( “senye 
qe = aes : 


2703 Ns dt 


Siccome per le teorie astronomiche interessano i valori di ¢ per epoche 
remote dall’epoca attuale che viene presa come origine dei tempi, calcole- 
remo la funzione A (t) per valori negativi della variabile. Prenderemo percid 
un intervallo (—?’ ,0) e calcoleremo il limite superiore di | ¢(#) —¢, | in 
questo intervallo. 

A questo scopo dividiamo lintervallo (—?#’ ,0) in 7 parti mediante i 
punti ¢, ,f,,°++,t¢,—; scelti:in modo che Sia: 


DTG 27 C3 


Z,=—? + 3 oth SS hp se 


(te (—1))? Br) (1 —e*(1,))* Be(t,) 


dove ¢(—?’),B(—?’), e(t,), B (tr) sono rispettivamente i valori di ¢ e B 
agli istanti — 1’ e t,. Noi supporremo naturalmente J’intervallo (— ?’ , 0) 
interno ad (a,b) e indicheremo percid con Emax la & + Ae e con Emin la 
€ — Ae. Avremo allora in tutto (—12', 0) Emin <0 €< Emax. Osserviamo 
poi che si ha per ogni ¢,;,—1t, tenendo presente che B(#) é decrescente : 


dove T, & il periodo che corrisponderebbe al nostro sistema dei due corpi 
se la massa e l’eccentricita fossero costanti e avessero il valore assunto per 
t =o. Il termine all’ultimo membro della (8) che viene indicato con T, 
rappresenta un limite superiore per le t,,,—t,. Posto cio cominciamo con 
calcolare un limite superiore per | ¢(t,+1)—¢(t,)| indicando pero ora per 
semplicita tipografica con ¢,,B, le e(t,) e B(tr) e intendendo fino ad av- 
vertenza in contrario con ¢ e B valori dell’eccentricita e del prodotto km 
calcolati nell’intervallo (¢,,t,4:). 


Dalla (5) tenendo presente che ae e negativa perché la B é po- 


sitiva e decrescente : 


' dlogB ‘ cos u e 
(9) je—e,| =| [ dt i 2 ae ene aa) 


=|| 2 + Sox) = 14: Emus 


2703 2703 G52 _T, Gas 


(2 —#,,)* B2(0) 2G = “)? B? (0) (an) (1 a) 


tn >O 


ane 


Introduciamo ora la funzione: 


Dewey | ACEO ny 


ly 


(10) W, = as mS 


essendo w (tr) il valore di w all’istante t,. Avremo invece dalla (6) 


"kare e*)? De 


2763 


G1) 


sen u COs u 
PE COSI 


1 [ dlog B/sen u ; 
er dt (= Re) 


ty 


Sottraendo membro a membro la (10) dalla (11) si trova, dopo facili 


passage : 
p: 2 
‘|(1— s?)? Bt (1 — &)? BP 


dt. 


“I, ie i I+ em) 


Osserviamo ora che per il teorema del valor medio si ha, indicando 


con ©’ un numero compreso fra € e 


le)? 
dk B, 
=3(1—€,,)? Emax (I + Emax) log =e 


Si ha anche in base alla decrescenza di B 


B? — B? = (B + B,)(B, —B) =(B + B.)B. (3 —g-) = 2B log 2 Qa), 


: : a B By a ae 
(1) Si applica qui il teorema Lips <log ee Per provare cid chiamiamo x 
I 
B 
la = aes osserviamo che la funzione xet—* assume il valore 1 per x= 1 e che la sua 
I 
derivata (che vale e' —*(1 — x)) & per ognio<x< 1 positiva. Percid la xet—* & cre- 


scente in (0,1) e sara allora per x<1 tale che xet—*<1 ossia 


aenET I ; 
fe (P=) <—log Gs Gls Gb 
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Da tutto cid si ottiene: 


\ 


3 


3. 3 =) 
(§ae)? Be (re)? BY Ge)? G2) Be 


| C3 C3 c3 
= 3 h log NE 
Can. (re Fiat IB cBE 
I B  R2 I cs g = é 
+ | BY — B?|=h ar B* log B pascee 
Essendo: 
Pea 2 ax I SF max 
as pag) HCE Sin)? foe E+ te) | 


omy 


Segue allora: 


Tea 


(13) am |w—w, | =(b; + = +1 ten |log SE- 


ia ab aa ly Emin 
Se ora consideriamo una funzione uw, definita dall’equazione : 
(14) 2TW, => uy — €; sen Ux, 


si puo facilmente trovare un limite superiore per | w — u, |. Difatti dalla (14) 


e dalla (4) si ha: 


2% (w — w,) = u —u, —e (senu — sen u,) — (e — €;) sen tl 


2m |w—w,|+|(e—e:)sen u;|=> | u —u, | poe a 
ae AS 
[4 — a, | =——_(2n|w—w,| + |e—e |) = 
I — €max 


ee onl ee 


ie Tg Cosa ty Emin 


Posto cid torniamo alla (5) e osserviamo che da essa si ha“): 


eRe, 


dlogB- cosu | 


ty ty 
(5) jeGe)—e@l=|f G—e) Se EE a 


og B 
dt 
derivata calcolata in un punto intermedio fra ty e ty +1, trovare una limitazione di ¢ 
uguale a circa la meta di quella che ora si determina. Non abbiamo fatto cid poiché i 
calcoli si complicherebbero ancora di pil e nelle applicazioni interessa solo lordine di 
grandezza della quantita @ che interverra nelle formule finali. 


al 
(1) Si potrebbe ponendo nelle (15) in luogo di calcolata per ¢ = ty, la stessa 


=|(Be*) if +1(1 8") cosu , Delle Ge | eee 
=< dt x I —ecosu Ai In I — €COS ul 


dove (Se) rappresenta la derivata di log B calcolata per ¢ = t, mentre 


dt? 
intermedio fra t, e ¢. Cerchiamo ora un limite superiore per il primo in- 
tegrale all’ultimo membro di (15). Osserviamo intanto che, tenendo pre- 
sente le (7) e la (14), si ha (indicando con uy il valore di uw per t = t,): 


+2 cos u; dt “r(r+1) cos u, dt dt 
= ooo ey) 15) — 
D——€, Cost: = 2, 60s ee awe 


a? log B : 
Ce rappresenta la derivata seconda di log B calcolato in un punto 
M 


: oC) 
ree cos iy dt dw, Chee eV 
= Os cos u, du,;=0. 
I —e,cosu, dw, du, ns 
u 


, te 


Quindi si puo scrivere: 


1 "+1 8) cosa |, [Stree "+1 (1 — ¢*) cos u, v8 
L—€ COS 4 fo. cos u [=e cos 2 Sis 
t 


r 


fl _ cosa 
I —ecosu 
OS UW — COS U; (e— COS Ut COS Uy DNS pt tera 
ae maaan eres eaelae 
| 1 —ecosu|| I —e, cosy, | 1 Snax ? 
se tS (1+ Emax ) 2 Emax 2€max (I+ Emax ) ae Emax ) B 
a Tae ae oie oat jdi= I — Emax i 08 a 
I = Siar iy ta (a BB B, 
Sey corn (= I Hes ca = eae : G - Emax ) + Pal eas} log B ef 


: Bee ; . B(t 
Ora ricordando che log —— é€ sempre minore di log ——S~~ se) e che 
B (t r+ ) 
t,4,—ty & inferiore a T, si ha ponendo indicando con 6 lespressione: 


HF 2 Emax (1 “ia eS) I + €max h 
(16) ae GT eas +estes(Ft +2(1 a ce) =e USS | 


Enin 


5d Cet) MSU Man cy EA me B (tr) 
(17) i a | 0: i log gape SOT slog eo 
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Se ora indichiamo con ae e I< al rispettivamente 1 
max at? max 
tee |o10sB d? log B 
massimi di apie = nell’intervallo (—?’,0) si ha dalla (15) 


Come a) Sai ien 


d? log B 
| dt? 


B (ty 
e T, 0 log B on sig 


Cee, Hy, 


max 


mie 


Cid posto calcoliamo la |<(#’)—«,| che vale: 
Cig) e(— eo eC ee) 6 i eC, as) ee 


Ora dalla (5) si ha subito 
ee d—el=|f gibi tate tee ale 


I= s:cosu 


by —1 


_|4 log B d log B 


— dt 5 i (1 t+ Emax) (tn Sea bee) =| ae oe te) aly (2), 


Percio la (19) diventa ricordando la (18) e la decrescenza di B e in- 
dicando con B, la B all’istante t =o 


(20) je(— 1) eS) ane OT log = G+ 
d? a B T. ee ae IS ae a3 Cees 
it? jmax n ax 


Questa é la formula a cui si voleva giungere perch al secondo membro 
vi é la cercata A(f). Vedremo in una prossima Nota alcune sue estensioni 


e applicazioni. | 


Meccanica. — Sulle oscillazioni periodiche di un sistema dinamico. 
Nota di C. D. Lewis, pres. dal Socio T. Levi—Crvira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


(1) Si osservi che nell’ultimo termine di questa equazione si potrebbe mettere anche 


ae | in (0, Tr). 


il massimo di 


Astronomia. — Nuova determinazione della latitudine del R. Os- 
servatorio del Campidoglio e determinazione delle costanti strumentalt 
del « Bamberg» meridiano. Nota di L. GIALANELLA, presentata “? 
dal Socio G. ARMELLINI. 


1. Determinazione delle sensibilita delle livelle Talcottiane. — Lo stru- 
mento dei passaggi « Bamberg » del R. Osservatorio del Campidoglio ha due 
livelle di grande precisione, di cui le graduazioni vanno nella I da 0 a 4o 
e nella II da 50 a 90. II passo di queste era stato determinato parecchi anni 
fa da Giacomelli, allora Astronomo dell’Osservatorio e poi dalla dott. Conti, 
ponendole sul dado centrale del Cerchio Meridiano di « Ertel ». Io mi sono 
servito invece del nostro strumento comparatore di « Bamberg » a leva e 
vite micrometrica, posto stabilmente sopra una mensola di marmo e pro- 
tetto dalle variazioni termiche da una cassa di vetro opportunamente co- 
struita per permettere il comando dell’apparecchio dall’esterno. Ho fatto le 
osservazioni compiendo per ciascuna livella una serie di n. 25 escursioni: 
nella tabella seguente riporto i valori ottenuti per le divisioni d, e d, delle 
due livelle. 


TasBetra I. 

N. | ay N ay | N | dy N. | d, N dy N dz 

Tan leg 207ml eT Oul nines 20778 et Onin 50) 1 [aes On LO’ | ele 22 2a eT OM alee Oo 
2 SOUL |) tie LOOM ZO 1250 B LOO) pent .190 | 20 .170 
3 190 | 12 Ake || ii 250 3 160 | 12 BCP || 2K 192 
4 A. || ee POO) || DY 254 4 AG? It 5m BY), || 2 181 
5 190 | 14 HUG)S || 28 224 5 5220 a mnt RY || oe 28 
6 WIM AS sitaig || ay 254 6 DKS) |) L155 225- |= 24 .160 
7 95} | 1 .209 | 25 250 7 .203 | 16 emi) || ah .166 
8 otis | 15) 209 8 PXOeY |] ity .190 

9 Po): a es) 216 9 e222 0a 181 


(1) Nella seduta del 4 febbraio 1934. 


Da questi valori ho ricavato il valor medio del passo di ciascuna livella 
col rispettivo errore medio: 
I livella (0 — 40) Oh nest 0-0071 


II livella (50 — 90) d, 


+ 


I’.195 + 0.0011 


e poi la media complessiva: 


d= 1".202+ 0.001. 


2. Determinazione delle distanze dei fili fissi orart e valore angolare del 
passo della vite micrometrica. — La determinazione delle distanze dei fili orari 
del micrometro, distribuiti in tre fascetti di cingue ognuno, é stata dedotta 
coll’osservazione di passaggi di ventiquattro stelle: nella tabella seguente 
sono riportati i valori degli intervalli filari ottenuti colla formula T = Atcoss. 
Ho chiamato a,---a;, D:-+-b;, ¢r+++C; ordinatamente i fili dei tre gruppi 
a partire dal pit vicino ai denti della « seghetta » indicatrice delle rivolu- 
zioni della vite. I valori dei At ricavati dallo spoglio delle striscie crono- 
grafiche ho tralasciato di trascrivere nella tabella. 
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Per determinare poi il passo del micrometro, ho fatto dieci escursioni 
complete del tamburo, facendo sovrapporre successivamente il filo mobile 
su tutti i fili fissi, ed avendo cura di muovere la vite nel senso destrorso 
e nel senso sinistrorso alternativamente per ogni escursione. Tralasciando di 
riportare i valori di ogni lettura, riporto nella seguente Tabella III le medie 
escursioni del tamburo, le medie delle distanze filari espresse in unita di 
divisione del tamburo, Je medie delle distanze in secondi d’arco e i corri- 
spondenti valori della divisione del tamburo in secondi d’arco. 


Tapetta III. 


Medie escursioni Distanze filari Distanze filari Valore divisione 


Be tamburo in unita divisione | in secondi d’arco tamburo 
ay 17R 22D 00 99D.07 56””.460 0.5295 
dla TO meee 2a 03 102 .56 58 .845 O .5737 
a3 TON) 100 .30 S7enlais 0 .5696 
a4 Aye OR 07 108 .I1 60 .450 O .5591 
ds We = Te) AGKe Mid pts 120 .615 0 .5685 
by TOm 99)..0% 103 .80 58 .050 Oo .5592 
be OOO: 101 103 .63 59 .670 © S557 
b 8) 922338 110 .28 62 .385 O .6019 
by eo DT akO 98 .72 SOT 0 .5659 
bs 6 83.38 Dap ow 123 .075 oO .5662 
Gy 4 66 .o4 100 .16 56 .865 0 .5677 
C2 Oly Asks} 103.85 58 .560 0 .5638 
C3 y 6 oy 105 .99 60 .300 0 .5689 
C4 TOMO! 106 .97 60 .630 0 .5667 
Cs Ou AQ) 207 


La media dei valori della Divisione del tamburo risulta: 


D160 #566914, 0.001062 


Il passo della vite micrometrica risulta quindi: 


R = 56" 6885. 


3. Determinazione della latitudine col metodo di Talcott. — Per la nuova 
determinazione della latitudine del R. Osservatorio Astronomico di Roma 
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sul Campidoglio, ho applicato il metodo di osservazione di Horrebow- Talcott 
adoperando lo strumento dei passaggi di « Bamberg » a cannocchiale spez- 
zato, di 88 mm. di apertura e m. 0.95 circa di distanza focale, di cui le 
costanti strumentali sono state teste determinate. Le coppie di stelle su cui 
ho fondato le mie osservazioni sono tratte dalle « American Ephemeris 1933 » 
e vengono riportate nella seguente: 


TaBeELia IV. 


Coppia 


| 


; 
| 


II 


| 
Il | 
| 


Nome Mag.| «(1933.0) | 8(1933.0) & Nome Mag.| « (1933-0) | 8 (1933.0) 
O 


A Ursae Min. | 6.55) 18h41™248| + 89°02’ 28” | y Cigni 2.32 | 20h19™495| + 40°02’ 20’ 
A Aquilae 3-55| 19 02 42 |— 4 59 04 E Cigni 3.92| 21 02 29 | + 43 39 36 
t Draconis | 4.63] 19 16 51 | + 73 13 54 Iv + Cigni 3.85] 21 12 07 | + 37 45 31 
y Aquilae 2.80] 19 43 04 | + 10 26 56 g Cigni 5-34] 21 26 58 | + 46 14 40 


6 Aquilae 3.90] 19 52 or |}+ 6 14 18 


k Cephei 443| 20 11 10 |+77 30 38 


Per ogni stella ho eseguito tre puntate e cioe al filo mediano di ogni fa- 
scetto del reticolo (terzo, ottavo, tredicesimo); le osservazioni sono state poi 
ridotte al filo centrale (/’ottavo) tenendo conto della curvatura del parallelo 
descritto dalla stella e della distanza media di 23°.75 intercedente tra i fili - 
medi di ogni fascetto. 

Le osservazioni sono riportate nella seguente Tabella in cui figurano 
da sinistra a destra: la data, la coppia, la posizione del cerchio verticale 
durante l’osservazione della prima stella, la semisomma delle declinazioni 
apparenti D, la semidifferenza delle letture al micrometro AL, le tre cor- 
rezioni C,,C,,C; per il livello, la refrazione atmosferica e per la curva- 
tura del parallelo, ed infine la latitudine dedotta o. 


11 Cephei 4.85 | 21 40 57 |+ 71 00 10 
20 Pegasi 526601) 2.5578 A Oe eee eins 4 


TABELLA V. 


1933 


30 settembre 


24 settembre 


26 » 
29 » 
30 » 
2 ottobre 
4 » 
5 » 
Ff » 
It » 


29 » 
30 » 
2 ottobre 
4 » 
5 » 
7 » 
If » 
I 5 » 
19 » 


26 » 
29 » 
30 » 
2 ottobre 
4 » 
5 » 
Wf » 
II » 
12 » 
I 5 » 
16 » 


Coppia 


Cerchio |) 


ty 


icol Sleek deg tes) Jest est Yes) Jest aco 


¢ d¢4ee¢ee428 


ea a ee ee 


= 


42°01’ 44"".79 


AI 
AI 
Al 


50 
50 
50 
50 
50 
50 
50 
590 
5O 


Si 


51 
51 


AU | C, CG | C, Latitudine 
; d 

— 8’ 11.22 | — 0”.24 | — 0.31 | +.07.45 | 41953 33.47 
39 -59| +2 53 -64/—0 .74] + 0 .07] +0 .32] 41 53 32 .88 
39 .77| +2 54 .15|/—0O .72}-+0 .06/+0 .32 33.58 
39 .97| + 2 53 .36}/—1 .08|+0 .06|]+ 0 .32 32 .63 
40 .04|] +2 52 .40} +0 .60] +0 .06|+0 .32 233) Gl 
40 .13} + 2 53 .19]—0o .48| +0 .06/+0 .32 BD) 0) 
40 .24/ +2 53 .07|—0 .48} +0 .06| +0 .32 Bone 
40 .29] +2 52 .26/+0 .60}/+ 0 .06|+0 .32 33.49 
40 .39| +2 52 .62}—o .48} +0 .06| +0 .32 32 .gI 
40 .45| 4-2 53 -13}—o0 .60)/+ 0 .06]+0 .32 BX GANG) 
43 .49/+ 0 48 87} +0 .20]/ +0 .02) +0 .29] 41 53 32 .87 
43 .80}-+ 0 48 87] +0 .72} +0 .02; +0 .29 33.70 
43 89] +0 48 .13|+0 .72; +0 .o2/+0 .29 33.05 
44 .07|-+ 0 50 .00/ —1 .08|+ 0 .02)+ 0 .29 33.30 
44 .27| +0 49 .09|—0 .08| +0 .02] +0 .29 33-59 
44 .37|/+0 48 92}— 0 .36|+0 .02|+0 .29 oie py 
44 .56| +0 48 .02| +0 .36| +0 .02] +0 .29 33.25 
44 .78| +0 47 .22} +0 60] +0 .02| +0 .29 32 .gI 
45 1] = 0 49 °431—2 .04)'-- 0.02 ||-F 0 .29 By yp! 
45 .17| +0 47 .79/+0 .12|+0 .02) +0 .29 on OW) 
23 .29/-+ 2 10 .33|—O .72} +0 .03/+ 0 .18] 41 53 33 .11 
23 .67| + 2 09 .88|—o .36/+0 .04| +0 .18 BMeh yl 
24 .13| +2 10 .22|—1 .§6|/+0 .04| +0 .18 333 Oi 
24 .27| +2 08 .52;/+0 .18/+0 .04/+4+0 .18 33.19 
24 .67|+ 2 08 .26/+0 .24/+0 .04| +0 .18 33-39 
24 .85|+2 06 .25/+1 .47| +0 .04; +0 .18 32 .79 
25 .00] + 2 07 .95}—O .36| +0 .04} +0 .18 32 .81 
25 .28/+ 2 o9 .08; —1 .68} +0 .04| +0 .18 BOM OO 
25 .67| +2 08 .12}—o .84| +0 .04} +0 .28 2383 hey 
25277 2 O07 -38 =O .60)| 07.04 |-- 0 16 20) hg) 
26 .o7| + 2 07 .78|— 0 .60/ +0 .04' +0 «18 Boel 
26 .16| +2 05 .57/ +1 .17| +0 .04| +0 .18 Bak ait) 
26 .36/ +2 06 .59;/+0 .60)/+4+ 0 .04,;+0 18 Sh api 


Segue: TABELLA V. 


25 
4 


7 
II 


WD 
16 
18 


19 


ails Latitudine 
Data e | 2 D AL eG G G 
OO 
settembre | V | W | 42°00’ 29.12 | — 6’ 56.22 | + 07.48 | — 07.18 | + 07.19 | 41° 53’ 337.39 
ottobre » | W | 42 00 30 .70| — 6 56 .61| —o .72|—o .18]+ 0 .19 235.30 
» » | W | 42 00 31 .29|—6 57 .29] —o .48!|—o .18]+ 0 .19 33.48 
» » | W | 42 00 31 .77|— 6 57 .86| —o .08|—o .18/+0 .19 33 84 
» » | W | 42 00 31 .91|—6 56 .73|—1 .56|—0 .18]+ 0 .19 33.63 
» » | W | 42 00 32 .45|— 6 58 .03 | —o .84|— 0 .18] +0 .19 3350 
» » | W | 42 00 32 .70|—6 58 .60| —o .84| —O .18|+ 0.19 33027, 
» » | W | 42 00 32 .79|—6 58 .49| —o .60| —o .18|+ 0 .19 2H ol 
settembre | VI | E | 41 54 24 .88| —o 51 .76] +0 .36|—0O .02]+ 0 .31|] 41 53 33 -77 
ottobre » E |41 54 27 .02|—o 54 .88| +1 .08|—o .02]+ 0 .31 Bee oe! 
» » E | 41 54 27 .20|—o 54 .71| +0 .36/—0..02|+0 .31 33. .24 
» » E |4t 54 27 .56|—o 53 .29|—0 .g0| —o .02/+ 0 .31 2306 
» » E | 41 54 27 .71|—0o 53 .40|—1 .26|—0 .o2/+0 .31 aEY aik 
» » | E | 41 54 28 .60|—o 54 .02|—o .96|—o .02| +0 .31 33.91 
» » | E |41 54 28 .71|—0 54 .71|—o .48|—o .02|) +0 .31 33.87 


La media di tutti questi valori fornisce per la latitudine del R. Osser- 
vatorio di Roma (Campidoglio) il valore: 


= 41" 53’ 33”.30 
con un errore medio: 


tn = ais 0” 0466. 


Geodesia. — Su di un caso particolare del problema del vertice di pira- 
mide. Nota di L. Soxarnt, pres. dal Corrisp. G. Cassinis. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Fisica (Fisica Matematica). — Sul problema della riflessione ¢ 
rifraztone delle onde elettromagnetiche armoniche. Nota di L. Sona, 
presentata‘? dal Socio G. A. Maca. 


In una sua Nota recente ®, Villustre prof. G. A. Maggi, trattando il pro- 
blema della riflessione e rifrazione delle onde elettromagnetiche armoniche 
su una superficie piana, volle richiamare l’attenzione sul fatto che, colle sud- 
dette onde armoniche, salvo il caso assai particolare delle onde piane, le equa- 
zioni indefinite e le condizioni al piano separante i due mezzi, fornite dal- 
Vordinaria teoria del campo elettromagnetico, non appariscono sufficienti a 
determinare univocamente le onde riflesse e rifratte corrispondenti a date 
onde incidenti. Propone percio il problema di ricercare le ulteriori condi- 
zioni che siano sufficienti a stabilire quella determinatezza di soluzione che 
deriva dalla natura fisica della questione. 

Faccio vedere in questa piccola Nota come l’insufficienza notata sopra, 
si possa colmare colla considerazione delle condizioni a cui le componenti 
del campo elettromagnetico devono soddisfare sul bordo dell’onda. Tali con- 
dizioni furono stabilite dal Love %) ed io stesso ebbi occasione di adoperarle 
per la risoluzione del problema esterno della propagazione delle onde elettro- 
magnetiche “. 


1. Le condizioni stabilite dal Love a cui devono soddisfare la forza 
elettrica e la forza magnetica sui punti di un bordo d’onda propagantesi in 
un mezzo isotropo, coibente, neutro sono le seguenti ‘): 


(1) \iB=HAr —|/2H=E Ar 


avendo le notazioni significato eguale a quello ad esse attribuito nella citata 
Nota del Maggi. 


(1) Nella seduta del 4 febbraio 1934. 

(2) G. A. Macel, Sul problema della riflessione e rifraxione delle onde elettromagnetiche, 
ecc., «Rend. Ist. Lombardo», vol. LXVI, 1933, p. 465 e seg. 

(3) A. E. H. Love, Waves motion whit discontinuities in wave-front, « Proc. of the Lon- 


don Math. Society », ser. 2", vol. I, p. 37. 
(4) L. Sona, La propagazione delle onde elettromagnetiche, « Rend. Seminario Matema- 


tico Univ. di Padova», anno II, nn. 2-3, 1931. 1 
(5) V. p. 55 della citata Memoria del Love. Le formule date in questo punto si rt- 


i i ’etere C ia l’estensione ad un mezzo 
feriscono alla propagazione nell’etere o nel vuoto ma ¢ ovvia l’estensione 4 


qualunque. 


RENDICONTI. 1934, Vol. XI. 
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Supponendo ora cne le onde che si considerano siano armoniche, cioe 
che le E, Hi siano della forma 


B= 8, cosa(4—1) +B, sina(>—1) 

a a 

H=H te t H, sin era, 
= H, cosa@ ey F + H, sine ji ), 


con E,, E. , H,,H, vettori funzioni solo del posto, e osservando che sul 


; r ok Oe 
bordo dell’onda ay tae See le condizioni (1) diventano: 


(1’) Vina Ap —V#n.=8 Ar. 


Esse valgono per tutti i punti del campo essendo E, , H, indipendenti 
dal tempo. Le equazioni indefinite, 


eK oH 
ea = ¢rot H , Lie ee GEOLES, 
ci forniscono allora subito: 
(2) \ roti; ==.0 i rot H, = 0 
2) < 
{ rotE, =o ; rotH, — 10" 


Queste determinano completamente, insieme alle condizioni sul piano 
limite, il problema delle onde riflesse e rifratte come il Maggi stesso ha 
osservato in un’aggiunta alla Nota primitiva. In essa le (2) vengono as- 
sunte come risultato dell’esperienza; esse risultano invece, per quanto pre- 
cede, rigorosamente dimostrate. Le condizioni (1) considerate permettono 
poi di estendere alle onde di forma qualsiasi le proprieta gia note per le 
onde piane ©). 


(1) G. A. Maca, Sulla riflessione e rifrazione ecc. « Rend. Acc. dei Lincei», ser. 6*, 
vol. XVIII, 1933. 


(2) Cfr. per es. G, A. Macet, Teoria fenomenologica del campo elettromagnetico, § 143, 
(Milano, Hoepli). 
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Fisica (Matematica). — Mécanique ondulatoire généralisée. II. 
Nota di R. Zatcorr, presentata‘? dal Socio T. Levi-Crvita. 


COMPARAISON ENTRE NOS EQUATIONS ET CELLES DE M. Levi-Crivita ©). 


§ 1. Nous nous rapporterons aux coordonnées x?, x?, x3, x+ (x+ étant 
imaginaire), utilisées dans notre premiére Note, attribuant au ds? une forme 
definie positive, tandis que M. Levi-Civita a adopté les coordonnées x°, x?, 
x?, x3 (x° étant réelle), attribuant au ds? une forme avec indice d’inertie 3 “). 
Ensuite posons: 


27E 
(1) msi i 
ets 
(2) Fie = a Lae 5 


Alors les équations ondulatoires dans notre théorie prennent la forme “: 


(1) Sy’ — ia FY, VU =o; (Ui teens oe hed) 


qui different complétement de celles établies par M. Levi-Civita. Pour écrire 
les équations de M. Levi-Civita formons le tenseur dual *F*, défini par: 


kph i 
(3) “Flo = 5 5oH cht Bae 5 


le tenseur antisymétrique par rapport 4 tous les indices e* satisfaisant a 
la condition: 


I 
(4) eMPvt = + ears 
felis. 


ALVT 


suivant que 
12.3 4 


est une permutation paire ou impaire. 


(1) Nella seduta del 4 febbraio 1934. 

(2) T. Levi-Crvira, «Sitzungsberichte de Berlin», pp. 249-250, 1933. 

(3) Si °, bt, b2, 3, sont les composantes contravariantes d’un quadrivecteur, rap- 
portées aux coordonnées de M. Levi-Civita, alors en absence des champs gravifiques les 
composantes covariantes to, br, 2, bs peuvent s’écrire de la sorte: by = Ip BP Ow Uys 08 
te — 0 es 

(4) L’opérateur © ayant la forme donnée dans notre premicre Note. 


== 162, = 


Alors les équations de M. Levi-Civita peuvent s’écrire de la sorte: 


(II) CW" nn" F v= 0,; Oy r= 192,354): 
Posons encore: 

> 

(5) pt — 1Vg ; (v*, v, 3) = v; 


Soient y'*, b*, U**, Ys les conjugués complexes des 1, ¥?, Y3,).. Les quantités: 


(6) Va=v* ; Pad 3; P=Hd* 3; P=idt; 


forment un autre quadrivecteur 4 composantes ". 

Les équations suivantes: 
(’) Sy" + a*FY. YU =0; (v,t=1,2,3,4) 
représentent une consequence de (II) et (6). On déduit de (ID) et (Il’): 
@) hey —pSh =—a'*h. by — Fy). 


Comme le second membre de (7) est different de zéro et le premier 
membre représente la divergence du quadrivecteur: 


(8) Wy Vu WY — Wy Yul’ — 21a, bd, 


ou ®, désignent les composantes covariantes du potentiel électromagnétique, 
ceci montre que pour le systéme (II) il n’existe pas une équation de con- 
tinuité pour (8). Si nous formons au contraire les équations: 


(I') SV + iaF’.U' = 0; 
déduites de (1) et (6) on obtient de (I) et (I’): 
(9) WSy —WSW =ieFn Wy +e). 


A cause du caractére antisymétrique du tenseur F,, le second membre 
de (9) est nul. 


Par cons¢quent, pour le systeme (I) il existe une équation de conti- 
nuité pour le quadricourant (8). 


§ 2. M. Levi-Civita a établi ses équations sous la forme: 


F I 
(10) Su + > & Sug O° Forty = 0 > (2505130), = On ee oes) 
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rapportees aux coordonnées x°, x1, x?, x3, ou: 
(11) o’——6& 
© etant Voperateur, utilisé dans notre théorie, et; 


(a2) egvot — + : 


as > 
joee 
re) 


wi Pe VvoT ‘ : ; 
suivant que ( est une permutation paire ou impaire. 
C123 


Dans sa théorie les composantes du tenseur F,, ont la signification 
suivante : 


4 > 
(F.5 ya ar Rey baal | 5 (Eriko elise ae: 


D’apres les formules (10), (11), (12), (13) et la remarque dans § 1 on 
verifie immédiatement que les equations (10), rapportées aux coordonn¢ées 
xt, x2, x3,x+, prennent la forme, donnee par (II). Dans le cas restreint elles 
peuvent s’écrire en forme vectorielle de la sorte: 


z ae Fr eghe 6 EES 
di’) Sy—a([bs]—ypH)=o0 3; Sh +a(p~H)=o; 
> 
les Y,Y étant données par (5), tandis que les notres prennent la forme: 
. > | > > >: 
I’) Sb—ia((YH]+%8)=0 ; Sho—ia(ps)=o. 


Considérons le systéme (II’’) et supposons que parmi les quantités 
Fy., bY les F,;,0', y+ sont différentes de zero. Nous obtenons le systtme: 


1) Om 
5) ==, > 


1 @ ” 


I 
iar See |) SG ee 
( 4 ) | Ol 14%1 bo > oO O1 
Supposons maintenant que les F,,,", 3 sont différentes de zero. Nous 
obtenons : 
4 3 o—1 

C15) eX, —ia8.X.[7" =o ; X= ae 

Considérons ensuite Je systtme (I) et supposons que les F;; 5 pt, 3 
sont différentes de zéro. Nous obtenons: 


B 
ee 
I ? 


(14') te + aH.X.[y 


(1) En adoptant Jes coordonnées x°, x1, x2, x3 M. Levi-Civita a pose: 


(br,%25,03) =~ 3 Yo= la o-eme composante covariante du quadrivecteur ty . 
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Supposons que les F,,, b', + sont différentes de ztro. Nous obtenons le 
systeme : 


(15') SX,o— ia6,X, jee 


En résumé, dans le cas d’un seul champ électrique ou magnetique 
uniforme les deux systéme (I’’) et (II’’) conduisent 4 des solutions conte- 
nues dans les équations de P. Dirac“): 


(16) (S$ —iaM)Y=o; 


ou l’opérateur S% a la forme: 


3S >> 
(17) MN =i(¢oH)+;(6 &); 
avec: 
ORIGONO O=10 © Tr OLOnmO TOn LO ao 
> IO0o0OoO ph OO © == © a Ong OLR 
(18) o=\| i Be = 
Baie OO aor Ge oer a OO re ne 
OOIO Or XO 1) 0 -OO==i OW  O== 1 


§ 3. L’opérateur S% dans les equations (16), écrites sous la forme 
donnée par M. P. Dirac, a la signification suivante: 


— ss >> 

(19) SM =i(oH)+ o:(c8); 
ou: 

0 0:1-6 

0 0.0°P 
(20) = 

1000 

0100 


Pour obtenir d’équations covariantes en accord avec (19) il faut rem- 
placer les équations (I) ou (II) par le systéme: 


Sher) — ta Fre hay + a * Fle hay = 05 


(21) 


ot by et Ui) teprésentent deux quadrivecteurs différents. 


(1) Ecrites sous la forme, donnée par M. H. Weyt («Gruppentheorie und Quan- 
tenmechanik », 1931, pp. 199-200). 


= n6s 6 
Posons : | 
(22) =U) 3 W=—iby. 
Alors le systéme s’écrira: 
| S 8 — ia (F!, 8° —*FY,Q") = 0; 


(23) ae 
| GQ” —ia(F’,Q° +*F",8") =o. 

Ce sont les équations® de M. I. M. Whittaker © conduisant a des so- 

lutions qui coincident avec celles des équations (16) dans le cas d’un champ 

électromagnétique arbitraire. 


Chimica. — Ricerche nel campo dell’alta frequenza. Azione bio- 
chimica delle onde elettromagnetiche ultracorte. Nota Il di F. Pir- 
RONE® presentata‘? dal Socio N. PaRRAVANO. 


Conosciuta l’azione dei circuiti oscillanti, che risuonano sull’onda fon- 
damentale a A uguale ad 1,885 metri, sulla fermentazione alcoolica di so- 
luzioni di saccarosio con lievito di birra esposto all’azione delle radio—onde, 
liberamente solcanti l’atmosfera, qualunque ne sia Ja loro provenienza?, era 
utile ripetere le esperienze con radio~oscillatori, che, per quanto piu com- 
plessi dei semplici risuonatori avrebbero permesso di notare ’azione che le 
onde elettromagnetiche ultracorte hanno in rapporto alla loro intensita, che, 
in questo caso, si pud conoscere con esattezza, avendo d’altro canto una 
costanza di azione che permette di studiare le leggi della loro influenza. 

Mentre sono numerosi gli studi con circuiti oscillanti, le esperienze con 
radio—oscillatori sono molto meno estese, senza perciO essere meno interes- 
santi i risultati ottenuti, e le conoscenze acquisite . Per le esperienze da 
me eseguite, ed in questa nota riportate, ho utilizzato un apparecchio radio- 


(1) Sans les termes supplémentaires — GY, Ply resp. —GY_Q’. 

(2) I. M. Wurrraxker, «Proc. Roy. Soc.» (A); 121, 1928, pp. 553-554. 

(3) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica Farmaceutica della R. Universita di Pisa. 

(4) Nella seduta del 21 gennaio 1934. 

(5) F. Prrrone, «Rend. R. Accad. Lincei» (1934). 

(6) A. Gosset, A. Gurmann, G. Lakuovsky e J. MaGROU, «Comptes rendus Soc. Biol.», 
XCI, 626 (1924); G. Laxuovsky, L’oscillation cellulaire, p. 152-162, Doin, Paris (1931); 
SorpELLo Artiti, «R. Accad. Lancisiana», Roma, nov. 1929 € « Quaderni radiologici », 
Belluno, fasc. 3 (1930); Karsis, «Revue de pathol. comp.», 31, 137 (1931); A. Korza- 
REFF, Thése de la Faculté de Medecine, Vigot, Paris (1930); J. SatpMAN, A. CaHeEN e€ J. Fo- 
RESTIER, «Comptes Rendus Acad. Sciences», 192, 452 (1931); G. Mezzaprott ed E. Va- 
RETON, «X Congres de Chimie Industrielle », settembre 1930 € « Rend. R. Accad. Lincei», 
XII, fasc. 5, 6 e 9° (1930); F. SEINDEL, « Radio Welt», p. 108, fasc. 4 (1929) Wien. 


— 166 — 


trasmettitore, capace di emettere onde di A molto prossime a quelle delle 
onde captate da circuiti oscillanti di Lakhovsky, e cid allo scopo di notare 
anzitutto se esistono analogie fra l’azione dei radio—oscillatori e quella dei 
risuonatori Lakhovsky. L’apparecchio da me utilizzato é stato ideato dal 
Dottor Baratta dell’Istituto Fisico della R. Universita di Genova e da lui 
gentilmente fornito. L’apparecchio emette onde di A uguale 1,7 metri, uti- 
lizzando una intensita di corrente di 300 milliampere. La tecnica seguita 
nelle fermentazioni, per raccoglierne i dati relativi e per stabilire la velocita 
della fermentazione delle diverse soluzioni ¢ perfettamente identica a quella 
altre volte da me usata ed altrove minutamente descritta ©). 

Le sospensioni acquose di lievito di birra venivano poste o nell’indut- 
tanza del radio oscillatore, o nel circuito oscillante Lakhovsky, posto in 
risuonanza col radio-oscillatore. Le esperienze furono condotte con una irra- 
diazione variante da 10’ a 42" nel I caso e con una irradiazione variante 
da 20’ a 425 nel IT caso. L’azione delle onde sulle sospensioni acquose di 
lievito di birra produsse sempre eccitazione della velocita di fermentazione 
alcoolica, e si pote, in genere, constatare che una breve irradiazione o una 
irradiazione lunga e frazionata é molto pit utile di una irradiazione lunga 
€ continua. L’azione riscontrata, utilizzando il circuito oscillante, in risuo- 
nanza al radio-oscillatore fu sempre inferiore all’azione riscontrata utilizzando 
induttanza dell’ apparecchio Baratta. 

In ambedue i casi i risultati ottenuti furono analoghi, per quanto pi 
evidenti e pil forti, a quelli riscontrati ponendo nell’interno dei circuiti 
oscillanti Lakhovsky, captanti radio—onde solcanti Yatmosfera, senza alcuna 
sorgente ambiente di radio-onde, le sospensioni acquose di lievito di birra 6), 

Le sospensioni acquose di lievito poste nell’interno del circuito Lak- 
hovsky sintonizzato con il radio-emettitore diedero, come appare dal dia- 
gramma n. I, risultati molto evidenti sul potere acceleratore della ve- 
locita della fermentazione alcoolica. Le esposizioni di 20’, 30’, 40’, furono 
continue, le esposizioni di 90’ e 105’ furono invece frazionate ; la prima in 
tre periodi di 30’ ciascuno nelle 24 ore, la seconda in tre periodi di 15- 
30-60 minuti nelle 24 ore. Le esposizioni di 6 ore e di 42 ore furono invece 
continue. Le esposizioni di 20-30-40 minuti fornirono al lievito lievi pro- 
prieta acceleratrici. Le accelerazioni conseguite furono crescenti proporzio- 
nalmente al tempo di irradiazione sicché si passd da una lievissima eccita- 
zione nella velocita di fermentazione che non superO in media l’1°/, per 
irradiazione di 20’, ad uma accelerazione della velociti di fermentazione 
oscillante fra il 3 °/, e il 5 °/o per esposizione di 40’. Un’esposizione fra- 
zionata di 90’ in tre periodi di 30’ ciascuno, distribuiti nelle 24 ore, for- 


(1) F. Bararra, «L’elettricista », XXXX, fase. 11 (1931). 
(2) F. Prrrone, «Boll. Pesca, Piscicultura ed Idrobiologia », fasc. 6 (1930). 
(3) Il lavoro completo sara pubblicato ne « L’Industria Chimica ». 
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nirono la massima attivita fermentatrice pel lievito irradiato. La quantita 
di CO, raccolta, supposta quella fornita dal controllo uguale a 100, vanno 
dal 130 al 114 °/,. L’attivita diminuisce considerevolmente per una mag- 
giore esposizione sino a che un’esposizione continua di 42 ore all’ azione 
delle onde elettromagnetiche da risultati molto prossimi a quelli ottenuti 
per irradiazione di 40’. I fenomeni notati con l’uso di circuiti oscillanti Lak- 
hovsky in risuonanza con il radio-oscillatore Baratta non furono molto dif- 
ferenti da risultati osservati per esposizione del lievito alle onde elettroma- 
gnetiche entro l’induttanza del radio-oscillatore. I fenomeni come si pud 
notare dal diagramma n. 2, furono perfettamente analoghi, sebbene piu 
evidente sia l’azione delle onde elettromagnetiche. L’analogia é perfetta, sia 
nel caso di breve esposizione, che di lunga esposizione frazionata o continua. 
Le numerose esperienze -eseguite ed in questa nota succintamente riportate 
permettono. di trarre, a mio avviso, le seguenti conclusioni: 

1) L’azione dei circuiti oscillanti Lakhovsky & analoga, per quanto 
la loro azione sia pit debole e poco costante, con |’ azione di apparecchi 
radio—emettitori capaci di trasmettere onde di A = 1,7 metri. 

2) L’azione delle onde elettromagnetiche di 4 = 1,7 metri é in pro- 
porzione della loro intensita per uno stesso periodo di tempo. 

3) L’azione delle onde elettromagnetiche di A = 1,7 metri agisce 
favorevolmente sulle forme elementari dela vita per brevi irradiazioni di 
10’ a 40’ se continua, e sino a 90’ se frazionata, nelle condizioni speri- 
mentali da me seguite. 

4) L’azione delle onde elettromagnetiche di A = 1,7 metri agisce per 
lunga azione sulle forme elementari della vita, diminuendo notevolmente la 
sua azione favorevole alla moltiplicazione cellulare (esperienza massima ese- 
guita: 42 ore) e non ¢ improbabile che per irradiazioni ancora pit lunghe 
di quelle sperimentate la loro azione sia sfavorevole nettamente alla mol- 
tiplicazione cellulare. 
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Geologia. — Nuove ricerche sul massiccio cristallino di Caliz- 
zano-Bardineto (Alpi Liguri) “. Nota di M. Arron, presentata 
dal Corrisp. G. Rovereto. 


Le conoscenze sul massiccio cristallino di Calizzano, si pud dire siano, 
ancor oggi, quali erano dopo lo studio con il quale il Rovereto ne aveva, 
nel 1904, rivelata la esistenza%). Solo nel 1925 il compianto ing. S. Franchi, 
annunciava di avere intrapresa la delimitazione di questo massiccio, che gli 
pareva avesse una estensione superiore al previsto, e cio verso il Tanaro, 
dalla cui valle sarebbe stato tagliato sotto Bagnasco. Nella Carta Geologica 
delle Alpi Occidentali, al 400 mila, sono indicati un nucleo e delle lenti 
di pirosseno—anfiboliti, senza i gneiss che li includono, e nella recentissima 
Carta Geologica d’Italia al 1.000.000, sono notate le stesse anfiboliti, cui 
€ aggiunta una estesa zona di porfidi. 

I rilievi da me eseguiti in questa regione e nelle contermini, comple- 
tati dalle necessarie analisi petrografiche, non soltanto permettono di con- 
fermare la presenza del massiccio gneissico di Calixzano, come & stato segna- 
lato dal Rovereto, ma rivelano in piu, alquanto a mezzogiorno di questo, 
la esistenza di un’altra zona gneissica, con intercalazioni di anfiboliti, esten- 
dentesi dai pressi di Bardineto, fino al M. Sebanco sovrastante al giogo di 
Toirano. 

I gneiss di questo nuovo lembo di cristallino si riconoscono come tali 
anche al semplice esame macroscopico, e si possono osservare assai bene 
sotto la chiesa di S. NicolO presso Bardineto, dove sono stati tagliati, da 
non molti anni, dalla provinciale per Albenga. Si osservano pure lungo il 
rio Muschietto, all’inizio della mulattiera che sale al Groppi, nel punto cioé 
dove la Carta Geologica al 400 mila indica l’esistenza di granito. Quivi 1 
banchi gneissici, diretti n. 50° E., sono fortemente raddrizzati. All’aspetto 
macroscopico ricordano quelli di Rio della Valle e di Bric Agrisoglio nel 
massiccio di Calizzano (Appenniniti secondo Zaccagna ‘5)), e sono simili a 
quelli del Savonese. 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto Geologico della R. Universita di Genova. 

(2) Nella seduta del 4 febbraio 1934. 

(3) G. Roverero, Nuovo massiccio cristallino nei dintorni di Calizzano, « Atti Soc. 
Ligustica di Sc. Nat. e Geogr.», vol. XV. Genova, 1904. 

(4) S. Francut, La serie secondaria capovolta e 1 grandi carreggiamenti nei monti di 
Albenga nelle Alpi Liguri, « Rendiconti R. Acc. Naz. dei Lincei», Vole IenSernO.. loaeSela, 
fasc. 5, 1925, p- 196. 

(5) D. Zaccacna, Sulla geologia delle Alpi Occidentali, « Boll. R. Com, Geologico », 
n. 11-12, 1887, p. 399. 


— 170 — 


A] microscopio la mica nera, pit o meno cloritizzata e scolorita, con 
lamelle di sfaldatura arricciate e contorte, l’ortose e il plagioclasio piu o 
meno caolinizzati e sericitizzati con individui spezzati in frammenti spostati, 
e con le fratture riempite di quarzo a coroncina, il quarzo presentante la 
tipica estinzione ondulata e la struttura cataclastica, testimoniano |’azione 
di un fortissimo dinamismo. 

Verso il Rio S, Giovanni, a sud della Bassa dei Morti, lo gneiss tipico 
& sostituito da una milonite gneissica che ha l’aspetto di un micascisto fel- 
dispatico. 

Con gli gneiss alternano anfiboliti, qui non pirosseniche, disposte in 
lenti di non grande spessore, gia osservate dallo Zaccagna, e non mai pre- 
ponderanti, al contrario di quanto avviene per il nucleo che, nel massiccio 
di Calizzano, forma Bric della Mazza, Bric Roncofreddo e Monte Spinarda. 

Tali anfiboliti sono assai fratturate, disposte in banchi e lastre di varia 
direzione, concordanti perd con gli gneiss; l’orneblenda che le costituisce 
é generalmente in cristalli aciculari e stirati, e disposta in zone alternanti 
con feldispati, che sono microlino e albite con la tipica struttura a reticolo; 
non mancano zone di quarzo cataclastico, il quale riempie poi le fratture 
che attraversano in vario senso i minerali sopradescritti. 

Tra questo nuovo nucleo gneissico, e quello gia noto di Calizzano, si 
interpone una zona profondamente sconvolta, e dove i fenomeni di milo- 
nitizzazione e di laminazione raggiungono la massima intensita. Vi predo- 
mina un granito, brecciato, laminato e sericitizzato: lungo una striscia che 
si inizia sulla riva sinistra della Bormida, di fronte all’abitato di Bardineto, 
e passa per Bric Bastione e sotto la regione Aia dell’Ortica, a 850 m. circa 
di quota, il granito € ridotto ad un vero e proprio tritume rigenerato, cosi 
che diffcilmente se ne puo riconoscere la natura primitiva. 

Sulle pendici di Bric Bastione, si osservano tre tipi di miloniti: uno 
verde scuro, duro, compatto, un secondo chiaro di aspetto quarzitico, e un 
terzo somigliante ad uno scisto verde e pit dolce al tatto; il primo é una 
cataclasite anfibolica, il secondo & una cataclasite granitica e mi pare corri- 
spondere alle miloniti granitiche del Savonese, di grado 6°, secondo la di- 
stinzione di Termier e Boussac “‘): il terzo, risultante dalla laminazione della 
roccia precedente, ¢ una milonite orientata e corrisponde alla milonite gra- 
nitica di grado 7° secondo i due geologi francesi. 

Il granito ¢ abbastanza ben conservato a Costa Coleretti; & invece la- 
minato ai Groppi e a Brigneta, dove LV abbondanza della clorite, derivata 
dalla mica nera, gli conferisce un aspetto, per dirla sempre col Termier, 
di formaggio bianco-verde; esso é costituito da quarzo ad accentuata tritu- 
razione, da ortose e microlino con micropertite pure frantumati, da albite 
pil o meno sericitizzata, e da mica cloritizzata ed a lamelle contorte. 


(1) P. Terigr e J. Boussac, Le massif cristallin ligure, « Bull. Soc. Géol. de France », 
4° sér., t. XII, fasc. 5-6, 1912, pp. 278-279. 


AlPAia dell Ortica il granito presenta la stuttura porfiroclastica (Mor- 
telstructur): lungo il Rio Nero si hanno micascisti feldispatici, che a Ferriera 
di Bardineto e a Colla Bassa, passano a veri e propri gneiss. 

A Cascine Cuasso, di contro agli gneiss, si ha una lama di un serici- 
toscisto verde in cui, oltre alla sericite ed al quarzo secondario, si osserva 
della sericite di alterazione di feldispati e qualche grano di quarzo a estin- 
zione ondulata; ¢ anche questo un caso di un granito fortemente miloni- 
tizzato. 

E ancora pit’ notevole, che tra C. Chiorino e la Ferriera di Bardineto, 
a mezzo della zona granitica, fra i due nuclei gneissici, esiste un’accentuata 
linea di disgiunzione, lungo la quale si hanno scaglie lentiformi di arenaria 
permo-carbonifera, macchiettata di grafite, insieme con altre di quarzite anfi- 
bolica, di calcare dolomitico, di micascisti, ossia tutto un mosaico delle varie 
specie rocciose comprese nei movimenti varischi. 

Queste lenti, che provengono sicuramente dal di sotto del granito, paiono 
rappresentare un accenno di finestra, una estrusione del fianco inferiore della 
falda cui tutto l’insieme appartiene. 

Nel nucleo gneissico gia noto, di Calizzano, le anfiboliti prevalgono a 
NO, ¢ gli gneiss a SE; si pud aggiungere che sul bordo occidentale di esso, 
agli gneiss si aggiungono masse di graniti milonitici, che sono in pil punti 
in contatto anormale con gli scisti antracolitici. La massa maggiore di queste 
miloniti, granitiche, si estende tra C. del Bandito e C. Buon Villano, dove 
lo schiacciamento e la laminazione della roccia & ben evidente per la defor- 
mazione e la rottura, seguita da spostamento, dei frammenti e dei cristalli 
di microlino-micropertite, dei plagioclasi a lamine di geminazione contorte, 
del quarzo ad estinzione ondulata e con le striature di Bohm, e della mica 
nera a lamelle di sfaldatura arricciate. 

Il confine occidentale del massiccio, da C, Rapazzo, a quota 900 circa 
sopra Valsorda, dove si ha il contatto anormale tra Yantracolitico scistoso 
ed il granito laminato, si puo seguire fino a C. del Bandito, e da quivi fino 
a C. Buon Villano; oltre a questo punto, fino al colle della Rionda, quasi 
ovunque le anfiboliti sono a contatto diretto con l’antracolitico. Ho voluto 
indicare alquanto dettagliatamente questo confine, perché cosi si viene ad 
escludere che il massiccio raggiunga il Tanaro sotto Bagnasco, come si era 
affermato. 

Tra il massiccio ed il corso del Tanaro, ed oltre, si ha invece il com- 
plesso scistoso metamorfico dell’antracolitico, con scaglie e trucioli di gra- 
niti e porfidi laminati, ossia nelle condizioni tipiche di falda a trucioli come 
il Rovereto ha distinto ‘. Questa zona a trucioli si estende anche a setten- 
trione, dove ho osservato trucioli di granito laminato presso Vetria, e tru- 


(1) G. Rovereto, Falde a trucioli e falde a doppio viaggio, « Rendiconti R. Accad. 
Naz. dei Lincei», vol. XIV, ser. 6°, 2° sem., fasc. 3-4, p. 75-77, 1931. 


— 172 — 


cioli di porfidi a Maritani: una massa di porfidi milonitizzati si estende poi 
tra Ferriera Nuova e Isola Grande sulla Bormida. 

Nello scisto antracolitico presso Vetria, al bivio della mulattiera per 
Priola e di quella per Bocchino di Vetria, ho notato l’esistenza di lenti di 
una prasinite glaucofanitica; inclusioni di questo genere sono note per |’an- 
tracolitico di Val Chisone, secondo uno studio di Franchi e Novarese “), 

A ponente del Tanaro, l’antracolitico continua fin oltre il Mongia con 
gli stessi caratteri; in esso, tra Stelle superiori, il Castello di Lisio e questo 
villaggio, si ha una vasta massa isolata e lentiforme di granito milonitico, 
con zone porfiriche; porfidi laminati, dall’aspetto quarzitico, si hanno inoltre 
a Bianche e a Bric Rivaira. 

Sul complesso gneissico-antracolitico giace la serie mesozoica, inizian- 
tesi con lenti stirate, e qua e la mancanti, di quarziti, e che si continua 
con il calcare dolomitico bigio, riferito al trias medio, e formante fra Ta- 
naro e Bormida una zona a forma grossolanamente triangolare, avente a 
settentrione un vertice presso Bagnasco, l’altro presso i Giovetti, e a mezzo- 
giorno il terzo, a Colle della Rionda. 

Segue una zona costituita da scisti varicolori, qua e 1a rossastri e 
violacei, contenenti calcari a lastre e lenti di pietre verdi. Questa forma- 
zione, che sovrasta, con contatto, in senso verticale, sinuoso, al calcare do- 
lomitico, mi pare del tutto simile a quella che nel Savonese é stata descritta 
dal Rovereto ® per i dintorni di Montenotte, e che egli per la prima volta 
ha tenuta distinta dal permiano, cui si riteneva e si ritiene ancora da alcuni 
appartenente, e dalla serie dei calcescisti, attribuendola al trias superiore. 

Tale zona ha il suo maggiore sviluppo tra Bagnasco e Massimino, solo 
terminando sotto il conglomerato oligocenico, ma si estende anche a po- 
nente del Tanaro fin sopra Lisio. 

Le sue pietre verdi, in trucioli o lenti pit o meno allungate, si osser- 
vano al contatto tra il calcare dolomitico e lo scisto, e sono in gran parte 
serpentine antigoritiche, pur avendo resti di peridoto, e sono pid o meno 
brecciate. La lente di maggiori dimensioni si osserva a Costa di Ghigo, a 
oriente di Bagnasco, ed ¢ gia nota, avendo figurato per la prima volta sulla 
carta del Sismonda; altre ne esistono oltre il Tanaro, dove, per di pit, a Bric 
Rospia, si ha una milonite verde, a struttura listata, costituita da albite, clorite, 
serpentino, pirosseno pill o meno uralitizzato e quarzo rigenerato, che fa 
pensare ad una provenienza gabbrica. 

Le pietre verdi di questa zona, sono state sino ad oggi ritenute appar- 
tenenti alla stessa rormazione di quelle di Mombasiglio; ma in questa loca- 
lita si hanno veri e propri calcescisti, con scisti serpentinosi ed anfiboliti 


(1) S. Francut e V. Novarese, Appunti geologici ¢ petrografici sui dintorni di Pine- 
rolo, « Boll. R. Com. Geologico», ser. 3%, vol. VI, fasc. 4, P: 375-421, 1895. 

(2) G. Roverero, La zona di ricoprimento del Savonese e la questione dei calcescisti, 
« Boll. Soc. Geol. It.», vol. XXXVIII, fasc. 2, 1909. 


a glaucofane; quindi, ¢ la pil recente falda dei calcescisti che ivi affiora 
dalla copertura oligocenica. 

Sicché abbiamo, in corrispondenza del massiccio di Calizzano, delle 
analogie con alcune consistenze tettoniche e petrografiche gia note per il 
massiccio di Savona: un massiccio gneissico con contatti anormali rispetto 
al suo involucro antracolitico; la scissione dello stesso massiccio in due 
parti, con accenno a finestra; la presenza di una zona granitica ancora pil 
triturata, milonitizzata e disgiunta che nel Savonese, e accompagnata da 
porfidi; la serie di trias inferiore e medio, e lame staccate dalla stessa; la 
serie del trias superiore a facies di Montenotte (mancano perd i diaspri), 
e infine la serie dei calcescisti; le tre serie appoggiate, embricatamente, al 
massiccio come a Savona: trucioli ovunque, nell’antracolitico, nel trias medio 
e neil calcescisti liassici. 

Concludendo: il massiccio di Calizzano, che ora puo chiamarsi di Ca- 
lizzano-Bardineto, ¢ da considerarsi, analogamente a quello di Savona, un 
residuo erciniano, sradicato, imballato nella falda del S. Bernardo, nonché 
incastrato nel fianco superiore normale della stessa. 

Appartenenti al fianco inferiore della falda, si possono ritenere le masse 
lentiformi dell’arenaria permo—carbonifera, allungate secondo la linea di dis- 
giunzione tra le due zone dei gneiss, e forse anche la massa di calcare trias- 
sico a levante di Bardineto, che é da ogni parte ricoperta dall’antracolitico 
con trucioli granitici. 

Tutto cid entra nel quadro della sintesi tettonica delle Alpi Liguri, 
come € stata recentemente esposta dal Rovereto, studiando pero lungo 
la Riviera. 


Mineralogia. — Azioni fra gli enti costitutivi dei reticolati cristallint. 
Memoria di U. Panicar pres. dal Socio M. MILLosEvIcH. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


(1) G. Roverero, Il confine occidentale del massiccio gneissico del Savonese, e i suoi 
rapporti col mesoxoico del Finalese, « Boll. Soc. Geol. It.», vol. LI, fasc. 2, 1932. 


Biologia. — Sulle divisioni mejotiche in « Telphusa fluvia- 
tilis Latr.» “, Nota di I. Dexprno, presentata“ dal Corrisp. 
F. RAFFAELE. 


La spermatogenesi della Telphusa fluviatilis, dacapodo brachiuro dei pic- 
coli corsi d’acqua dolce, fu incompletamente descritta dal Mari %) nel 1894 
e percid - consigliata e guidata dal prof. Brunelli - ripresi tale studio allo 
scopo di determinare l’epoca di divisione degli spermatogoni, di identificare 
laspetto che le cellule assumevano nella mejosi, e vedere se nelle divisioni 
mitotiche si poteva contare il numero dei cromosomi caratteristici della specie, 
determinare la loro forma e la eventuale presenza di un cromosoma deter- 
minativo del sesso. 

L’organo riproduttivo maschile della Telphusa & pari ed ¢ formato da 
un tubulo pit volte ripiegato e attorcigliato su se stesso, il quale si pre- 
senta di calibro variabile, essendo piu fino all’inizio, e ingrossandosi poi a 
costituire il deferente e il dotto ejaculatore, verso lo sbocco all’esterno. 

L’esame microscopico di sezioni del testicolo ha durato un anno com- 
pleto, allo scopo di poter seguire tutte le successive mutazioni cellulari e 
nucleari, ed ha dato degli interessanti risultati. 

Nel mese di maggio si osservano le prime mitosi, molto rare e poco 
ben visibili; si tratta evidentemente di alcune cellule precocemente in divi- 
sione, forse per eccezionali condizioni favorevoli, nelle quali si scorge appena 
il fuso, i cromosomi sono piccolissimi e assai accollati fra loro e quindi la 
loro enumerazione ¢ impossibile. Queste cellule in divisione giacciono entro 
gruppi di altre cellule con poco protoplasma e grossi nuclei con cromatina 
assai diffusa, eccettuato in un unico punto ove ¢ condensata a costituire una 
zolla: esse rappresentano degli spermatogoni in riposo. 

Proseguendo le osservazioni nei mesi susseguenti, si vede aumentare il 
numero delle cellule in divisione e si nota una particolare frequenza di telo- 
fasi - cosa molto difficile a verificarsi — quasi in queste divisioni, in un certo 
senso anormali, questa fase della mitosi durasse per un periodo pit lungo 
che dordinario. 

E in luglio che le sezioni diventano pid interessanti, perché mostrano 
contemporaneamente tutte le susseguenti fasi del processo spermatogenetico; 


(1) Lavoro eseguito nel Regio Laboratorio Centrale di Idrobiologia, diretto dal 
prof. G. Brunelli. 

(2) Nella seduta del 4 febbraio 1934. 

(3) Mari M., I caratteri delle cellule seminali del granchio di fiume. « Bull. Soc. Entomol. 
NAVE, oe Dil WOK. 


infatti in alcuni tubuli si scorgono gli spermatogoni, cioe cellule tondeggianti 
(diametro di 12) con nucleo vescicolare circondato da un protoplasma gra- 
nuloso; nelle piastre equatoriali pit chiare di alcune di queste cellule in di- 
visione si contano, ma con molta difficolta, 78 cromosomi. 

In altri tubuli si scorgono invece delle cellule pil piccole: gli sperma- 
tociti I, fra le quali vi sono degli spermatogoni non ancora divisi o in mitosi; 
nel nucleo di queste cellule Ja cromatina puo presentarsi o in esilissimi fila- 
menti a costituire lo stadio di leptotene, o in filamenti pili corti e pil grossi 
provenienti dall’ispessimento dei precedenti: il pachitene. Lo stadio inter- 
medio fra questi due aspetti ¢ dato dalle cellule in sinapsi, nelle quali cioé gli 
esili filamenti leptotenici sono riuniti al centro del nucleo per una delle loro 
estremita, mentre l’altra rimane libera, presentando cosi un aspetto stellare. 

Le divisioni degli spermatociti I sono molto chiare: nel piano equato- 
riale di un fuso molto evidente si dispongono i cromosomi accoppiati, i 
quali formeranno le tetradi, dividendosi poi nelle diadi, che migreranno ri- 
spettivamente ai due poli del fuso. Siamo ora ad uno dei punti piu salienti della 
mejosi, alla prima divisione che é riduzionale; infatti negli «aster » si osservano. 
cromosomi piu grossi che nelle precedenti divisioni e il loro numero é 39. 

Le mitosi riduzionali sono numerosissime nell’agosto: si scorgono tubuli 
nei quali contemporaneamente tutte le cellule si dividono, e questa mollti- 
plicazione intensa si mantiene per tutto il settembre, l’ottobre e anche per 
il novembre, poi man mano diminuisce finché si scorge qualche mitosi qua 
e 14 sporadicamente. 

Gli spermatociti If derivati da queste divisioni hanno diametro assai 
ridotto (p 9), la cromatina costituisce un reticolo molto fitto e il protoplasma 
si colora intensamente; queste cellule sono aploidi e le loro mitosi - che co- 
stituiscono la seconda divisione — sono equazionali e differiscono dalle prime 
anche per il loro diametro ridotto (le 16, le Il 4); esse conducono 
alla formazione di spermatidi, cellule che subiscono delle complicate tra- 
sformazioni, nelle quali cioé si scorge una contrazione del nucleo che di- 
viene sempre piu accentuata e nello stesso tempo si formano dei vacuoli nel 
protoplasma cosicché le cellule assumono un contorno irregolare. 

Alla fine di queste trasformazioni si originano gli spermatozoi, fra i 
quali si notano molte cellule in degenerazione (che si inizia nella parte cro- 
matinica per estendersi poi a tutta la cellula), destinate forse a compiere una 
funzione nutritizia o di rimpiazzamento del liquido spermatico, che sara pro- 
dotto solo in una porzione pil avanzata del tubulo, quando cioé esso ha 
acquistato l’aspetto del deferente. 

Fra le cellule di vario tipo che ho enumerate se ne scorgono alcune 
a protoplasma assai ridotto mentre il nucleo € enormemente sviluppato, 
ed é ricco di grossi blocchi di cromatina diffusi nella cavita nucleare, le 
quali presentano contorni irregolari ed in genere gran prevalenza di uno 
dei diametri sull’altro. Esse devono provenire dalle cellule delle pareti dei 
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tubuli data la grande analogia morfologica e si devono considerare come cel- 
lule nutritizie; molti autori le hanno gia notate con varia interpretazione 
(Grobben, Gilson, Mari, Komai). 

Col procedere della stagione invernale aumenta la presenza delle cel- 
lule spermatogoniali in riposo, degli spermatociti I in tutte le loro fasi e 
specialmente in leptotene, di spermatidi nelle varie trasformazioni e di sper- 
matozol. 

Le sezioni dei tubuli che costituiscono i vasi deferenti mostrano un 
aspetto un po’ differente da quanto sopra ho riferito: le pareti dei vasi sono 
cioé formate da un solo strato circolare di grosse cellule cubiche con enormi 
e magnifici nuclei polimorfi, ricchi di numerosi granuli di cromatina impi- 
gliati nelle maglie di uno stroma spugnoso. Nel protoplasma di queste cel- 
lule a carattere ghiandolare, si notano molti vacuoli preposti alla formazione 
e alla secrezione del liquido spermatico, che si scorge variamente coagulato 
dai fissativi al centro del tubulo e nel quale si trova immersa la massa pit 
Oo meno compatta degli spermatozoi. Questi vacuoli sono originati in vici- 
nanza del nucleo basale e man mano migrano fino a versare il loro con- 
tenuto nel lume del tubulo. I tubuli poi sono circondati da due strati di fibre 
muscolari, trasversali e longitudinali, molto robuste, che devono determinare 
forti contrazioni concomitanti con altri fattori a spingere pil oltre i prodotti 
della spermatogenesi. 

Non ho mai notato entro ai deferenti quei caratteristici raggruppamenti 
a mazzo degli spermatozoi, che costituiscono gli spermatofori. 

Esaminando giovani Telphuse ho concluso che appena si sviluppa |’or- 
gano riproduttivo maschile, esso & subito atto a dare prodotti normali. In- 
fatti in esemplari del peso di pochi grammi era impossibile riconoscere il 
testicolo fra gli altri vari organi, a causa della sua esiguita; ma in altri 
esemplari, un po’ pil grandi (diametro del carapace cm. 1,1-1,4), lor- 
gano era visibile macroscopicamente, e fissato e sezionato mostro, oltre ai vari 
stadi cellulari normali, una grande quantita di spermatozoi. Solo ho notato 
una eccezionale produzione di mitosi atipiche, multipolari e degenerazioni. 


Era assai difhcile determinare l’esistenza di un cromosoma accessorio 
determinativo del sesso in Telphusa, data Ja piccola dimensione delle sue 
cellule; anche lo Schrader “) afferma la grande difficolta di una dimostrazione 
conclusiva della presenza di un eterocromosoma nei Crostacei, malgrado i 
lavori di molti ricercatori (Braun, Matschek, Kriiger, Amma, Heberer, 605). 

Nei malacostraci gli unici risultati interessanti sono quelli di Fasten ©) 


(1) F. Scuraper, Die Geschlechtschromosomen. Zellen-und Befruchtungslehre in Ein- 
zeldarstellungen. Berlin, 1928. 

(2) N. Fasten, Spermatogenesis of the American Crayfish, etc. «Journal of Morphol. », 
vol. 25, 1914. 


in Cambarus virilis, nel quale dimostrd la presenza di un «gruppo» com- 
posto di 8 eterocromosomi. 

Osservando le sezioni della Telphusa, ho notato negli spermatogoni uno 
speciale ammasso cromatinico che si conservava negli spermatociti I sia nel 
leptotene che nel pachitene. Alla prima divisione riduzionale, i 78 cromo- 
somi che provenivano dalle moltiplicazioni degli spermatogoni si riuniscono 
nel piano equatoriale del fuso mitotico a formare 39 coppie di cromosomi, 
delle quali 38 occupano una posizione centrale, mentre da un lato, entro 
un vacuolo, si dispone la 39° coppia, nella quale i due cromosomi sono 
chiaramente disgiunti fra loro; questo aspetto é paragonabile col gruppo 
eterocromosomico descritto dal Fasten. L’intera 39° coppia viene precoce- 
mente attratta ad uno solo dei due poli del fuso, precedendo la migrazione 
degli autosomi. Si sono cosi formati due specie di spermatociti II, di cui 
una sola possiede il gruppo X. 

La seconda divisione equazionale che sarebbe assai interessante, ¢ troppo 
poco chiara per recare una nuova conferma riguardo al numero dei cro- 
mosomi degli spermatidi che si formano, i quali dovrebbero avere 38 e 40 
cromosomi a seconda che possiedano o no il gruppo eterocromosomico. 

Bisogna tenere presente in questo studio la grande irregolarita che si 
osserva nella mejosi della Telphusa, cosa del resto gid notata dal Fasten 
in Cambarus. 

Si potrebbe obbiettare se realmente questo gruppo rappresenti un 
cromosoma accessorio oO se si tratti - almeno in parte “) — di un complesso, 
eterocromosoma piu nucleolo, persistente attraverso le varie fasi della 
mejosi. Per assicurarmi su questo punto ho tentato varie colorazioni elettive 
per la plastina, ma sia il metodo di Biondi che quello di Obst e la triplice 
colorazione di Flemming non dimostrarono la presenza di plastina nel cro- 
mosoma accessorio. 

D’altra parte la somiglianza fra le mie osservazioni e quelle di Fasten 
in una specie simile, sta a dimostrare che anche in Telphusa fluviatilis 
esiste un simile gruppo eterocromosomico, composto pero solo di due cro- 
mosomi. 


(1) G. BRUNELLI, Spermatogenesi in « Gryllus desertus Pall». Questi «Rendiconti», 1909. 


L’A. notava la presenza di un apparente nucleolo doppio costituito da un monosoma 
appoggiato al plasmosoma. 
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Botanica. — Differenziazione « intercalare » in fasci radicolart 
ed ipocotilari di plantule di Conifere. Nota di A. Messert, pre- 
sentata “ dal Corrisp. G. NEGRI. 


Ho avuto occasione di osservare il sistema conduttore di giovani plan- 
tule di Conifere e di seguirne i cambiamenti e il progressivo sviluppo dalla 
radice ai cotiledoni. Una maggior parte di queste plantule sono percorse da 
fasci legnosi che si evolvono su se stessi. Si puo dire che le Gimnosperme 
in genere forniscono il miglior materiale per lo studio del fascio legnoso 
e della sua evoluzione nel caso in cui essa non ¢ simultanea o non é ad- 
dirittura la causa di un ampio distanziamento delle due meta del fascio ra- 
dicale. Caso questo assai frequente nelle Angiosperme dicotiledoni e mono- 
cotiledoni. 

Seguendo un fascio legnoso di una conifera che presenti le particola- 
rit’ sopra accennate, si nota, ad una prima osservazione, che il fascio le- 
gnoso radicale é radiale vicino all’apice della radice; ad un livello pit o 
meno distante dall’apice il fascio assume una forma pil compatta, simile a 
un isolotto di tracheidi che si continuano in corrispondenza della parte piu 
esterna del fascio che inferiormente ¢ radiale. Questo fenomeno risulta evi- 
dente anche paragonando i gruppi di figure 3 e 4 dove appare subito la ri- 
duzione dei fasci del secondo gruppo di figure rispetto al primo. 

Ad ognuno di questi livelli il fascio legnoso é alterno ai fasci cribrosi; 
i rapporti reciproci del legno e del cribro non sono cambiati; la stele ra- 
dicale ha sempre lo stesso aspetto d’insieme, di pit i protoxilemi si sono 
continuati ininterrottamente nella stessa posizione; soltanto il fascio si pre- 
senta morfologicamente diverso. 

Per arrivare a comprendere con esattezza quali siano i fenomeni che 
hanno causato questo cambiamento di forma nel fascio ho eseguito l’osser- 
vazione con un metodo che mi assicurasse la conoscenza perfetta dei cam- 
biamenti avvenuti a qualsiasi livello del fascio stesso. (Elisei G., 1933). 

Il metodo adoperato consiste nell’osservazione di sezioni in serie asso- 
lutamente complete. Gli elementi componenti il fascio in esame vengono di- 
segnati e numerati tutti con numeri progressivi, si ripete il disegno per ogni 
sezione che si osserva; si ha cosi, ad osservazione ultimata, una serie nu- 
merosissima di disegni in cui tutti gli elementi componenti il fascio sono 
numerati con numeri progressivi in ragione del loro ordine di comparsa. 


(1) Nella seduta del 4 febbraio 1934. 


Con questo metodo, alla fine dell’osservazione, abbiamo riprodotto la strut- 
tura del fascio legnoso in tutto il suo decorso e possiamo renderci conto, 
con grande esattezza, della posizione e dell’ordine di comparsa dei singoli 
elementi legnosi; delle sostituzioni dei vari articoli legnosi con articoli 
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nuovi, dei lenti cambiamenti di posizione reciproca degli elementi legnosi 
stessi. Tutte cose queste che sfuggono quasi completamente ad una osser- 
vazione anche attenta ed accurata che non sia corredata di una documen- 
tazione continua in carta come quella che ho detto sopra e che non SI 
protragga, senza alcuna lacuna, per uno spazio assai lungo. E necessario 
ricordare qui che gli elementi legnosi delle Gimnosperme sono tracheidi e 
che queste tracheidi si dispongono in lunghe file per tratti pit. o meno estesi, 
sostituendosi luna sull’altra: esse formano cosi delle lunghe file continue, 
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ciascuna formata di tanti articoli legnosi quante sono le tracheidi che si al- 
Jineano l’una sull’altra. Col metodo da me usato ci si puo rendere conto 
con sicurezza della differenza che passa fra la sostituzione di una tracheide 
ed una successiva, formanti un tratto di una stessa fila, e la comparsa di 
elementi facenti parte di file nuove. Ho adoperato lo stesso numero per 
ogni fila di tracheidi che si sostituiscono l’una sull’altra con continuita; 
mentre ho adoperato numeri via via differenti quando comparivano nuovi 
elementi che si proseguivano indipendentemente dai vicini in una fila di tra- 
cheidi sostituentesi l’una sull’altra. Le file di tracheidi hanno, nell’ontogenesi 
del fascio delle Gimnosperme, il valore delle trachee nei fasci delle Angio- 
sperme. 

Vedremo ora, illustrando il comportamento di un fascio, i vantaggi no- 
tevoli che l’osservazione riporta da un metodo che pud sembrare eccessiva- 
mente minuzioso. 

In una giovane plantula di Picea orientalis Carr. la radichetta é per- 
corsa da quattro fasci legnosi alternati a quattro fasci cribrosi; se si esamina 
accuratamente uno dei quattro fasci legnosi, appena esso comincia a diffe- 
renziarsi vicino all’apice radicale, lo si vede formato generalmente da una 
fila di elementi, disposti radialmente, essi possono essere due, tre e anche 
quattro, uno di seguito all’altro, dall’esterno della stele verso l’interno; for- 
mano un raggio legnoso dello spessore in larghezza di un sol elemento. II 
piu. esterno della fila lo numereremo con 1 e gli altri via via con numeri 
progressivamente pil alti avvicinandosi al centro della stele (fig. 1). Il pit 
esterno 0 i pill esterni sono sempre tracheidi a lume pit angusto, a con- 
torno circolare od ellittico, i pil interni tendono ad assumere sempre pil 
spiccatamente un contorno poligonale e molto spesso risultano formati da 
tracheidi areolate mentre gli esterni sono sempre formati da tracheidi spi- 
ralate. Inoltre mentre gli esterni sono continui e ad una tracheide se ne 
sostituisce sempre un’altra tanto da assicurarne la perfetta continuita, in quelli 
pit interni, specialmente al livello della base radicale e dell’ipocotile, tale 
sostituzione spesso non si verifica ed una tracheide pud continuarsi per un 
tratto pil o meno lungo in una cellula procambiale indifferenziata e, sol- 
tanto dopo una lacuna pit o meno estesa, ricompare un nuovo articolo le- 
gnoso, che manca cosi di diretti rapporti col primo. 

La massima lunghezza che il fascio legnoso radiale puo raggiungere 
non € grande e non si verifica mai la ricongiunzione al centro della stele 
dei raggi legnosi. Si pud giungere ad avere un allineamento di una diecina 
di elementi al piu. 

In genere il fascio legnoso radicale presenta |’ aspetto radiale per un 
brevissimo tratto (anzi in diversi casi non lo presenta mai). In ogni modo 
ad un livello poco superiore a quello considerato nella fig. 1 il fascio legnoso 
che fin qui, nel caso descritto, era formato di una sola fila di elementi, pre- 
senta ad un dato punto di’ questa linea un nuovo elemento che si @ diffe- 
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renziato accanto ad un elemento legnoso del raggio. In un primo momento 
il nuovo vaso si differenzia in posizione asimmetrica rispetto all’intero raggio 
vascolare € si puo osservare come il suo compagno, facente parte degli ele- 
menti del raggio, sia ancora perfettamente allineato con gli altri costituenti 
con lui il fascio radiale (fig. 2). 

Nel tratto di pochi w perd l’elemento asimmetrico 5 spinge il 2 in po- 
sizione sempre pil simmetrica e legata colla sua; forma col 2 una coppia 
di elementi perfettamente equivalenti fra loro per la grandezza e per la po- 
sizione rispetto all’intero raggio; entrano tutti e due: il 2 e il 5, con lo 
stesso valore morfologico, a far parte della compagine del fascio e ad in- 
terrompere l’uniformita morfologica che questo aveva ad un livello inferiore. 

Se si considerasse il fascio soltanto a questo livello, niente ci indur- 
rebbe a supporre che 2 e 5 non fossero coetanei. 

Non sempre il raggio legnoso é formato da un numero abbastanza 
grande di elementi da rendere cosi evidente questo fenomeno, come nel caso 
ora considerato e illustrato nelle fig. 1 e 2. Spesso gid vicinissimo all’apice 
radicale il fascio legnoso si differenzia costituito soltanto da un elemento 
esterno, come I delle fig. 1 e 2, cui fa seguito internamente soltanto una 
coppia di elementi simmetricamente orientata rispetto ad 1. 

Gli elementi differenziatisi internamente alla coppia 2-5 hanno caratteri 
diversi da quelli esterni alla coppia “) e da quelli formanti la coppia stessa, 
caratteri che si accentuano sempre di pil via via che si procede a consi- 
derare i pit interni. Di questi caratteri di discontinuita di differenziazione, 
e di fissita di posizione ho gia parlato sopra. Via via che ci si allontana 
dall’apice radicale e si procede verso la base cotiledonare essi cessano di 
differenziarsi del tutto o ricompaiono per tratti sempre pit. brevi e ad in- 
tervalli sempre pit lunghi. 

Continuando |’osservazione in alto sempre con lo stesso metodo ci ac- 
corgiamo di un fenomeno interessante che riguarda l’accrescimento del fascio: 
la comparsa di nuovi elementi avviene in un punto ben definito e ristretto 
del fascio, cioé nella zona occupata dalla coppia 2-5. L’elemento esterno 
alla coppia segnato nella figura con 1 seguita a differenziarsi per tutta la lun- 
ghezza della radice e dell’ipocotile, talora vivace, talora degenerante; talora 
al suo posto si trova una lacuna pill o meno ampia nei tessuti, per un tratto 
anche lungo, finché non ricompare nella medesima posizione in cui lo ave- 
vamo osservato pili in basso. 

Esso funziona come elemento polare, rispetto al quale i nuovi elementi 
che via via si differenziano, prendono orientamento. 

Questa zona di accrescimento,sottostante elemento 1 ¢ Ja pil degna 
di attenzione e la pit difficile a seguirsi dato che é& sede della differenzia- 
zione dei nuovi elementi. Per descrivere le modalita principali di accresci- 
mento di questa zona riporterd delle serie di figure che illustrano alcuni 
episodi di questo fenomeno. 
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Il gruppo di fig. 3 formato dalle singole figure a, b, c, d, ci rappresenta 
ininterrottamente i cambiamenti che si compiono nel fascio considerato, nello 
spazio di qualche centinaio di ., procedendo dalla radice verso i cotiledoni, 
circa nella meta superiore della radice, dove il fascio é perfettamente alterno 
ai cribri. Nella fig. a, il fascio & ancora a disposizione radiale ma il raggio, 
formato da una sola fila di elementi, é interrotto dalla coppia 2-5 che se- 
para l’elemento 1 dagli elementi 3 ¢ 4, tutti allineati su una linea radiale. 
Nella fig. b, a livello della coppia 2-5 avviene un rimaneggiamento nel 
fascio e contemporaneamente ad una sostituzione di 2 con una nuova tra- 
cheide (che non ¢ qui rappresentata) compare un nuovo elemento 6, in- 
tanto 2 si sposta in dentro, sia per la sostituzione stessa che avviene per 
accollamento del nuovo articolo sulla parete interna del vecchio, sia perché 
spinto in basso da 6, detto elemento 2 si accoppia con 3 e 6 prende il posto 
che a livelli inferiori occupava 2 e forma una coppia col 5; I € sempre 
invariato nella sua posizione e lo seguiamo immutato fino alla base cotile- 
donare. 

Nella figura c, vediamo comparire un nuovo elemento 7 fra I e 5, 
questo nuovo elemento 7 sposta in basso 5 e forma una coppia con 6. Si 
comporta cio¢ in maniera del tutto analoga a 6 rispetto a 2. A questo livello, 
sotto 4, si nota un elemento 8 che si é differenziato internamente: é for- 
mato da tracheidi areolate e scompare dopo poche decine di w per ricom- 
parire saltuariamente pil in alto; con le stesse caratteristiche si presenta 
anche 9 della fig. d. Questi elementi sono numerati con numeri progres- 
sivi data la loro discontinuita: essi sono probabilmente articoli successivi di 
una sola fila che si differenzia saltuariamente. 

Questa disposizione non dura a lungo perché 5 torna a spostarsi in 
alto afhancandosi a 6 e 7, si ha cosi l’aspetto presentato dalla fig. d, dove 
6, 7, 5 sono allineati tangenzialmente sotto I, e 7 in particolare si trova 
sotto l’elemento 1. Abbiamo qui una terna perfettamente simmetrica rispetto 
a I e rispetto alla coppia 2-3 e all’elemento 4. Successivamente 7 si distanzia 
dalla coppia 6-5 che lo fiancheggia e si porta sotto I. 

Interrompiamo qui la descrizione dei cambiamenti del fascio che si 
ripetono in maniera analoga a quelli che ho descritto ora e prendiamo in 
considerazione l’ultimo tratto ipocotilare di questo fascio, vicino alla base dei 
cotiledoni. 

Riporto un altro gruppo di figure (4), tolte dal mio quaderno di ap- 
punti e che fanno parte della serie di figure che documentano l’osserva- 
zione di tutto il decorso di detto fascio. Le tracheidi legnose sono contras- 
segnate a questo livello da numeri pit alti in confronto a quelli che con- 
trassegnavano gli elementi del gruppo di figure precedenti. 

Nella figura e di questo gruppo si nota una disposizione di elementi 
analoga a quella osservata nella figura ultima del gruppo precedente, ma i 
numeri 26, 23, 27 che portano le tracheidi, attestano come, attraverso a 
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rimaneggiamenti analoghi a quelli osservati nel gruppo di figure precedenti, 
siano pit’ volte comparsi nuovi elementi, sempre nella stessa zona, subito al 
disotto di 1 che persiste, anche a questo livello, nella stessa posizione di 
prima. 

L’elemento 25, situato internamente, sulla stessa linea di differenzia- 
zione di r e 23 é a differenzuazione discontinua e ricompare soltanto a 
tratti; presenta le stesse particolarita di 8 e 9 del gruppo precedente di figure, 
che si differenziavano dagli altri per la loro staticita, discontinuita ed alta 
specializzazione istologica (sempre areolati). Poco pit in alto il fascio, come 
risulta dalla fig. f, & formato soltanto dall’elemento 1 cui sottosta la coppia 
23-27 in posizione asimmetrica. 26 ha cessato di differenziarsi e 23 € rimasto 
allineato con I mentre 27 rimane spostato a destra. Procedendo pili in alto la 
coppia 23-27 si sposta lentamente e cambia orientamento rispetto ad 1 che 
resta sempre fisso, di modo ché dopo qualche decina di p troviamo Yelemento 
27 allineato con 1 e 23 spostato a sinistra. Pochi p pit in alto compaiono due 
nuovi elementi a breve durata: 28 che non compare nelle figure da me ripor- 
tate e 29 che si accolla a 23, lo sostituisce dopo breve tempo e allontanandosi 
dalla compagine del fascio cessa di differenziarsi (fig. g). Contemporaneamente 
a questi cambiamenti, poco prima della scomparsa di 23, due nuovi elementi 
30-31 compaiono fra 1 e la coppia 23-27 di cui 23, come si ¢ detto, sta 
per scomparire. 30 e 31 ruotando si riportano in posizione simmetrica rispetto 
a I ea 27. 27 er restano fissi nella loro posizione per tutto il resto del 
tratto osservato: 1 degenerante pil o meno evidente, 27 come un elemento 
perfettamente differenziato (fig. »). I due elementi 30 ¢€ 31, cui eventual- 
mente si aggiungono altri pochi elementi si distanziano a poco a poco da 
1, perdono la dipendenza dal vaso rispetto al quale erano simmetricamente 
orientati e si orientano in circolo con gli altri vasi provenienti dagli altri 
fasci radicolari. 

In altre Conifere in cui la morfologia del sistema conduttore assomiglia 
a quella di Picea orientalis, ho osservato, collo stesso metodo, gli stessi fe- 
nomeni. Probabilmente un simile comportamento dei fasci legnosi radicali 
e ipocotilari & assai frequente. 

In Picea orientalis, come sopra & stato descritto, il fascio radicale radiale, 
gia vicino all’apice della radice, presenta una zona caratterizzata da una coppia 
di elementi legnosi che dividono gli esterni protoxilematici, dagli interni del 
raggio. Questa zona intercalata ¢ una zona di accrescimento dove pullano 
i; nuovi elementi. Questi xuovi elementi si orientano sempre circa nello 
stesso modo rispetto ai protoxilemi in maniera che il fascio, apparentemente 
sempre uguale su decorsi lunghissimi e sempre centripeto per la posizione 
nettamente esterna dei protoxilemi, in realta si rinnova continuamente in 
una zona intercalata fra l’esterna e linterna 

La zona esterna protoxilematica puo essere costituita da uno o pili ele- 
menti che si differenziano in maniera continua per tratti lunghissimi, per 
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esempio nel nostro caso: ininterrottamente dall’apice radicale alla base coti- 
ledonare. 

La zona intermedia ¢ una zona plastica in cui continuamente si rin- 
novano gli elementi del fascio, caratterizzata da elementi disposti a coppia, 
disposizione che prelude allo sdoppiarsi del fascio in due, fenomeno che pit 
© meno coincide e accompagna il passaggio dalla disposizione alterna alla 
sovrapposta, dalla differenziazione cosiddetta in senso centripeto a quella cosi 
detta in senso centrifugo. 

Lultima porzione interna del fascio ¢ rappresentata, quando c’é; ciot 
piu vicino all’apice radicale, da vasi assai statici e discontinui nella loro 
differenziazione. La differenziazione del fascio radicale e ipoticolare di Picea 
orientalis non segue quindi un senso definito né centripeto né centrifugo né 
intermediario: ma ¢ di tipo intercalare, affidata ad una piccola zona del fascio 
che resta fissa durante tutto il percorso dalla radice alla base dei cotiledoni. 

E interessante ricordare qui che la posizione dei protoxilemi rispetto 
agli altri elementi di un fascio ha un alto valore interpretativo nella morfo- 
logia e nell’ontogenesi dei fasci delle piante viventi e fossili. In queste ultime 
specialmente soltanto dalla posizione dei protoxilemi si deduce il senso di 
di differenziazione degli altri elementi del fascio, partendo dal principio ormai 
classico che i protoxilemi siano i primi elementi differenziatisi e che eli 
altri siano comparsi successivamente e ordinatamente nel tempo e nello 
spazio. 

Dall’osservazione. del fascio descritto sopra risulta che, almeno in questo 
caso (come in diversi altri da me osservati), i protoxilemi differiscono dagli 
altri elementi del fascio perché rappresentano lunica parte fissa del fascio 
ed hanno un valore morfologico soprattutto polare: rispetto ad essi le altre 
parti del fascio si orientano con simmetria costante. Quanto all’ordine di 
comparsa dei vari elementi costituenti il fascio, esso non ha nessun rapporto 
colla posizione che i diversi elementi Occupano rispetto ai protoxilemi. 

D’altra parte € noto, per le ricerche di Buscalioni e Pirotta (1898, 
1902, 1904) che i protoxilemi stessi, molto spesso non siamo i primi a dif- 
ferenziarsi e che anche nella differenziazione dei primi due o tre elementi 
radicolari radiali non si segua un senso centripeto. 

I protoxilemi si potrebbero pit giustamente chiamare a questo proposito 
xilemi polari o di orientamento dato che questa ¢ Vunica caratteristica mor- 
fologica che essi presentino nelle strutture fino ad Oggi osservate. 

Il fascio di Picea orientalis nel tratto descritto in questa nota appari- 
rebbe ad una osservazione statica, a qualsiasi livello venisse considerato dal- 
lapice radicale alla base cotiledonare, centripeto o esarco, data la disposi- 
zione nettamente esterna dei suoi protoxilemi. Abbiamo visto invece come 
esso sia a differenziazione intercalare. Sarebbe quindi pit esatto chiamare questo 
fascio, come ogni altro simile a questo: esopolare tenendo conto soltanto 
dell’orientamento dei suoi elementi rispetto allo xilema polare e non richia- 
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mandoci al senso di differenziazione di questi, che, come abbiamo visto, non 
corrisponde a quello classicamente ammesso. 

Questo tipo di differenziazione intercalare del fascio, che non é né cen- 
tripeto né centrifugo ma ricorda piuttosto la maniera di differenziazione 
del legno secondario da una zona meristematica fissa, cambiale, non corri- 
sponde a nessuno dei tipi descritti fino ad ora dagli studiosi dell’ontogenesi 
del fascio legnoso e porterebbe alcune modificazioni alle pit’ moderne teorie 
sulla ontogenesi del sistema conduttore. Pud venir messo in evidenza chia- 
ramente col metodo di osservazione adoperato e di cui ho riportato qui 
un breve saggio. 


G. ELIsEt, 1933. Osservazioni sull’ ontogenesi dell’apparato cribro-legnoso in « Mesem- 
brianthemum ». (« Atti della R. Acc. dei Lincei», A. CCCXXX, ser. VI, Rendiconti, 
vol. XVIII, fasc. 7°, pp. 569-573). 

R. Prrorta e L. Buscaioni, 1898. Sull’origine degli elementi vascolari nell’ apice 
vegetativo della radice delle Monocotiledoni. (« Atti della R. Acc. dei Lincei », A. CCXCV, 
ser. V, Rendiconti, vol. VII, fasc. 3°, pp. 60-62). 

R. Prrotra, 1902. Origine e differenziazione degli elementi vascolari primari nella radice 
delle Monocotiledoni. (« Atti della R. Acc. dei Lincei», A. CCXCIX, ser. V, Rendiconti, 
vol. XI, fasc. 2°, pp. 49-52). 

R. Pirotra, 1902. Origine é differenziarione degli elementi vascolari primari nella radice 
delle Monocotiledoni. (« Atti della R. Acc. dei Lincei», A. CCXCIX, ser. V, Rendiconti, 
vol. XI, fasc. 4°, pp. 158-162). 

R. Prrotra, 1904. Ricerche ed osservazioni intorno alla origine ed alla differenziazione 
degli elementi vascolari primari nella radice delle Monocotiledoni. (« Annali di Botanica», 


vol. I, pp. 43-48 € pp. 345-357): 
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Fisiologia (Chimica fisiologica). Sul contenuto in fattore E 
dei semi di leguminose“”. Nota di V. Zacamr presentata® dal 
Corrisp. S. BAGLIONI. 


Dopo che é stata resa evidente l’esistenza del fattore E, o vitamina 
della fecondita, si & cercato di assumere dati utili e validi per la conoscenza 
delle sue varie proprieti (biologiche, chimiche, fisico-chimiche), e per ]’ac- 
certamento della sua distribuzione nei vari materiali alimentari. Ma la durata 
necessariamente lunga delle esperienze per cid occorrenti ha fatto si che solo 
un numero ridotto di ricercatori si é finora accinto a eseguire ricerche di 
tal genere; sicché di conseguenza le nostre conoscenze al riguardo riman- 
gono ancora assai scarse e limitate. 

Per cid che concerne la distribuzione del fattore E risulta, dalle ricerche 
esistenti, che esso é contenuto sia in materiali di origine animale, che di 
origine vegetale; in genere la sua concentrazione pare meno alta nel primo 
caso che nel secondo, specialmente ricchi mostrandosi gli organi di alcune 
piante (foglie verdi, semi). 

Il muscolo, il fegato e il rene di bue sarebbe curativo (per i ratti - fem- 
mine — divenuti sterili per privazione del fattore in parola) nella quantita di 
gr. 5 al giorno. Anche la polpa testicolare di bovini € risultata a noi %) assai 
ricca in fattore E. Secondo Evans e Burr“) gli organi di maiale conterebbero 
meno fattore E di quelli di bue. Il lardo @ stato trovato privo di fattore 
E e incapace di impedire lo insorgere della sterilita anche quando rappre- 
senta il 15-24 °/, della dieta; ma Simmonds, Becker e Mc Collum “) asseri- 
scono averne trovato alcuni campioni capaci di promuovere la fecondita. A noi 
questo fnora non é mai avvenuto. Il burro, ricca sorgente di fattore A, sarebbe 
invece sorgente assai povera di fattore E: secondo Evans e Burr (loc. cit.) 
per promuovere la fertilita esso dovrebbe rappresentare almeno il 24 °/, della 
dieta; secondo Sure “ basterebbe il 10°/,; quest’ultima quantita é risultata 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica fisiologica della R. Universita di Roma. 

(2) Presentata nella seduta del 4 febbraio 1934. 

(3) V. ZaGamt, Contributi sperimentali alla conoscenza del fattore E. « Arch. di Fisiol. », 
1933, 32, 301. 

(4) H. M. Evans e G. O. Burr, The antisterility fat-soluble vitamin E. « Mem. Univ. di 
California », vol. 8, 1927. 

(5) N. Stmmonps, J. E. Becker e Mc E. V. Cottum, The distribution of vitamin E., 
« Journ. Nutrit. », 1928, I, 39. 


(6) B. Sure, Dietary requirements for fertility and lactation. « Arkansas Agr. Exp. St. 
Res. », 1930, Bull. n, 250. 
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pero a noi) efficace solo per ritardare, ma non per impedire del tutto I’ insor- 
gere della sterilita. Secondo Mattil @), impedendo i processi ossidativi, anche 
piccole quantita sarebbero sufficienti. L’olio di fegato di merluzzo appare del 
tutto privo di fattore E. Anche somministrato ad alte dosi non determina 
fertilita alcuna negli animali. Sure (loc. cit.) trovd inefficace anche la quantita 
di 920 mer. al giorno di un campione che era invece risultato capace di deter- 
minare buon accrescimento nella quantita di 1 a 2 mgr. al giorno, e di preve- 
nire il rachitismo nella quantita di 7 mer. al giorno. Nelson e collaboratori ©, 
Simmonds, Becker e Me Collum (loc. cit.) hanno trovato perd dei campioni 
atti a promuovere la fertilita anche nella quantita dell’1 °/, della razione, e 
ad assicurarla fino alla sesta figliazione nella quantita del 5 °/.. Il latte sembra 
povero in fattore E; meno povero si mostra allorquando proviene da animali 
mantenuti a pascolo verde. Ricco appare il tuorlo d’uovo; un terzo di esso 
al giorno é ritenuto sufficiente ad assicurare la fertilita nei ratti. Ricche 
sorgenti di fattore E si sono mostrati alcuni semi e le foglie verdi, in 
ispecial modo quelle di lattuga, le quali, verdi, riescono curative in ragione 
di gr. 2.5 al giorno, ed essiccate, a temperatura non eccedente 100° C., in 
ragione di gr. 0.25 al giorno. Anche le foglie di alfalfa e di te sono risultate 
ricche, ma in minore proporzione della lattuga. Molti olii vegetali e olii di 
semi sono risultati, in concentrazione diversa, favorevoli per la fertilita degli 
animali. 

Diversi semi di cereali (grano, granturco, riso, orzo ecc.) sono stati 
studiati con esito positivo; ricchi di fattore E sono risultati sopratutto gli 
embrioni o i germi di essi, in ispecial modo quelli di grano; fiocchi puri 
di germi di grano si sono mostrati curativi anche in dose di 250 mgr. al 
giorno. 

Anche V. Famiani“, 5), nel nostro stesso Istituto, studiando il valore 
alimentare del grano e dell’orzo, ha osservato ininterrotta capacita riprodut- 
tiva nei ratti alimentati esclusivamente con tali semi, senza aggiunta di al- 
cuna altra sorgente di fattore E, ma purché integrati da altre sostanze (sali 
minerali, proteine, vitamina A e D) per le quali erano risultati deficienti. 

Eccezione fatta per la soja, nei quali semi la vitamina della fecondita 
pud ritenersi presente, secondo i risultati di esperienze di B. Sure (loc. cit.), 
non ci risulta che da questo punto di vista (contenuto in fattore E) siano 


(1) V. ZacAmt, loc. cit. 

(2) H. A. Marriz, The oxidative destruction of vitamins A and E and the protective 
action of certain vegetable oils. « Journ, Am. Med. Ass.», 1927, Sg, 1505. 

(3) V. E. Netson e coll., Cod liver oil for reproduction. « Am. Journ. Physiol. », 1928, 
85, 476. 

(4) V. Famiant, Su? valore elimentare del grano « Il Problema alimentare », 1931, 
They OGY: 

(5) Ip., Sul valore alimentare dei semi di « Hordeum vulgare L.». «Ii Probiema ati- 
mentare », 1933, 3, 269. 
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stati studiati altri semi di leguminose. Pertanto riteniamo utile raggruppare 
in questa Nota varie nostre osservazioni, le quali ci permettono di trarre 
appunto utili conclusioni al riguardo, e che ci derivano sia da ricerche in 
cui si é adottato il metodo di studio preventivo, sia da altre in cui si 
invece adottato quello curativo. 

Un primo gruppo di osservazioni ci ¢ derivato infatti da una serie di ri- 
cerche eseguite per accertare l’effettivo valore alimentare dei semi di « Cicer 
arietinum L. » ©), @), « Lathyrus sativus L. » @, « Ervum lens L. » , « Vicia 
faba L. » (5), ©, e in cui ratti albini, fin dal periodo dello slattamento, e per 
lungo tempo (12-20 mesi), venivano sottoposti ad alimentazione esclusiva 
con uno dei semi suddetti, aggiungendo come correttivi unicamente sali 
minerali e fattori vitaminici A e D — pei quali erano risultati deficienti —, 
e precisamente sotto forma di miscuglio salino di Pappenheimer (in ragione 
del 4 °/.), e di olio di fegato di merluzzo (in ragione del 2°/,, e proveniente 
da campioni che a noi si erano gia rilevati privi di fattore E). 

Un secondo gruppo di osservazioni ci ¢ derivato da esperienze condotte 
su ratti (femmine), tenuti in un primo tempo (5-6 mesi) ad alimentazione 
sintetica completa da tutti i punti di vista caseina - (18 °/.), amido (63 °/0), 
lardo (8 °/o), lievito di birra (5 °/o), miscuglio salino (4 °/.), olio di fegato 
di merluzzo (2 °/.) - ad eccezione del fattore E, e, a disturbi insorti e concla- 
mati di sterilita, messi ad alimentazione esclusiva con uno dei semi suddetti, 
corretti unicamente dagli stessi sali minerali e dagli stessi fattori vitami- 
nici A e D, nella quantita e nella forma che abbiamo su ricordato. 

E apparso dal primo gruppo di osservazioni, che i ratti alimentati, fin 
dallo slattamento, esclusivamente con uno dei semi di leguminose citati, piu 
1 correttivi su accennati, presentarono in generale sempre normale funzione 
riproduttiva, anche per uno, due anni di osservazione e attraverso due, tre 
generazioni successive. 

Le femmine, infatti, nel caso dei semi di « Cicer arietinum L. », du- 
rante venti mesi di osservazione poterono portare regolarmente a termine 
perfino undici gravidanze con una media di 80-90 nati complessivi. I figli di 
questi animali (seconda generazione) nonché quelli di questi ultimi (terza 


(1) V. Zacamt, Sul valore alimentare dei semi di « Cicer arietinum L.». «11 Problema 
alimentare », 1931, I, 150. 

(2) Ip., Ancora sul valore alimentare dei semi di « Cicer arietinum L.». « Rend. R. Acc. 
Naz. Lincei», 1933, 18, 403. 

(3) Ip., Sul valore alimentare dei semi di « Lathyrus sativus L.». «Il Problema alimen- 
(ND) VOD. 25 WAS 

(4) Ip., e A. Curaroto, Sul valore alimentare dei semi di « Ervum lens L.». «Il Pro- 
blema alimentare» 1933, 3, 285. 

(5) V. Zacamt, Sul valore alimentare dei semi di « Vicia faba L.». «Rend. R. Acc. 
Naz. dei Lincei», 1933, 18, 327. 

(6) G. Licort, Sul valore alimentare dei semi di « Vicia faba L.». « Riv. Pat. Sper. », 
1932, 9, 329. 
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generazione), rimasti ancora dopo lo slattamento alla stessa dieta, raggiunsero 
pure normalmente la maturita sessuale e presentarono normale ritmo e de- 
corso di gravidanze regolarmente portate a termine. I maschi delle tre genera- 
zioni successive si sono mostrati sempre atti a fecondare femmine normali. 

Con semi di « Vicia faba L.», le femmine, durante dodici mesi di 
osservazione, poterono portare regolarmente a termine in media sei gravi- 
danze successive con un numero totale medio di 48 nati. La prole di questi 
(seconda generazione), rimasta ancora dopo lo slattamento alla stessa dieta, 
raggiunse pure normalmente la maturita sessuale e presentd gravidanze, per 
ritmo e andamento, del tutto normali. Sia i maschi della prima generazione, 
che della seconda, si mostrarono sempre atti a fecondare femmine normali. 

Con semi di « Ervum lens L.», durante quindici mesi di osservazione, 
le femmine poterono portare regolarmente a termine da 7 a 9 gravidanze, 
con una media di 7-8 nati per nidiata. Gli animali della seconda genera- 
zione, nonché quelli della terza generazione, rimasti sempre alla stessa dieta, 
non presentarono mai alcuna deviazione dal normale, sia se si considera 
Pinizio della maturita sessuale e della prolificazione, sia se si considera il 
ritmo e l’andamento delle varie gravidanze successive, nonché il numero, 
lo stato e le dimensioni dei piccoli alla nascita. I maschi delle tre genera- 
zioni successive si sono mostrati sempre atti a fecondare femmine normali. 

Infine anche con semi di « Lathyrus sativus L. », durante dodici mesi 
di osservazione, gli animali presentarono sempre normale la funzione ripro- 
duttiva; le femmine portarono a termine da 5 a 7 gravidanze ciascuna, e 
i maschi si mostrarono sempre atti a fecondare femmine normali. I] numero 
dei piccoli nati per ogni nidiata, lo stato e le dimensioni di essi risultarono 
sempre perfettamente normali. Ma la prole di questi animali (seconda genera- 
zione), contrariamente a quanto abbiamo notato per gli altri semi, si mostro 
inadatta alla riproduzione, presentando fenomeni di sterilita, 1 cui caratteri 
— sia nei maschi, sia nelle femmine — somigliavano assaia quelli, che so- 
gliono notarsi per effetto di alimentazione con diete sintetiche prive di fat- 
tore E, e che nelle nostre precedenti citate Note abbiamo descritto. 

Va ricordato inoltre, che mentre nessuno degli animali alimentati con 
gli altri semi (Cicer arientinum L., Vicia faba L., Ervum lens L.) ha presen- 
tato mai alcun fenomeno abnorme dovuto alla lunga e persistente alimenta- 
zione monotona suddetta, tutti gli animali ad alimentazione con « Lathyrus 
sativus L. », dopo un anno circa, hanno presentato invece uno stato di pro- 
fondo deperimento, che ne ha determinato la morte. Lo stesso fatto, la cui 
causa rimane da chiarire, si € pure verificato nella prole di questi animali, 
rimasta ad identica alimentazione, e in un tempo assai pil precoce (171I- 
189 giorni di vita). 

Dalla seconda serie di ricerche ¢ risultato, che le femmine, in cui erano 
insorti e manifesti i caratteristici disturbi di sterilita, per effetto dell’alimenta- 
zione prolungata con dieta sintetica priva di fattore E, rimesse ad alimenta- 


zione con semi di « Cicer arietinum L.», o di « Ervum lens L. » o di « Vicia 
faba L.», pit i soliti correttivi, hanno ripresentato - nel periodo di tempo 
di 1-2 mesi - normale l’andamento della funzione riproduttiva. Le gravi- 
danze, che durante il periodo di alimentazione con dieta sintetica soltanto 
si iniziavano, senza mai essere portate a termine, hanno avuto invece com- 
pleto decorso ed esito, durante il successivo periodo di alimentazione con 
i semi suddetti. 

Di due animali rimessi ad alimentazione con semi di « Lathyrus sati- 
vus L.» si ebbe il ripristino della funzione riproduttiva in uno, mentre in 
un secondo, ancora dopo due mesi, non si era verificato lo stesso fatto. 

Gli animali utilizzati per la doppia serie di osservazioni, se pure hanno 
presentato normale la funzione riproduttiva, per cid che concerne ritmo é 
andamento delle gravidanze, nonche numero, stato e dimensioni dei nati, 
tuttavia hanno spesso mostrato difettosa e precaria la funzione dell’allatta- 
mento. Questo fatto é stato da noi esposto e discusso in altre note , @); 
ciononostante non sappiamo ancora affatto, ne in base alle nostre ricerche, 
né in base a quelle degli altri Autori, se, come e quanto la funzione della 
ghiandola mammaria possa essere in rapporto con il fattore E e risentirne 
o meno la deficienza. 

Pertanto, riferendosi per ora unicamente alla fecondita, al ritmo e de- 
corso delle gravidanze, nonche al numero, stato e dimensioni dei nati, pos- 
siamo concludere, che il fattore E (0 vitamina della fecondita) ci é risultato 
presente nei semi di « Cicer arietinum L.», « Ervum lens L.», « Vicia 
faba L.», in quantita ben proporzionata, e tale comunque da essere sufh- 
ciente - anche in caso di alimentazione esclusiva con tali semi, corretti 
solo merce sali minerali e 1 fattori A e D, - ad assicurare ai ratti ininter- 
rotta funzione riproduttiva, pur attraverso tre generazioni successive, e da 
permettere inoltre il ripristino normale di tale funzione in femmine, che 
Vavessero perduta per sicuro difetto di tale fattore nella dieta. Il fattore E 
ci € risultato presente anche nei semi di «Lathyrus sativus L.», ma in 
quantita alquanto inferiore, che nei semi precedenti, da potere assicurare 
ininterrotta capacita riproduttiva ad una sola generazione, ma non alla prole 
rispettiva, e da non permettere sempre di ripristinarla in animali, che la aves- 
sero perduta per sicuro divetto del fattore in parola nella dieta. Ma non abbiamo 
finora alcun elemento per poter giudicare se nel caso in ispecie il disturbo 
di riproduzione possa e debba in qualche modo connettersi — indipendente- 
mente da fattore E - con gli altri disturbi assai gravi, che sogliono compa- 
rire in seguito a lunga e persistente alimentazione con questo tipo di semi, 
e che di regola compromettono la vita stessa degli animali. 


(1) V. Zacami, Osservazioni sul rapporto tra alimentazione e allattamento. « Rendic. 
R. Acc. Naz. Lincei», 1933, 17, 973. 


(2) Ip., Sui rapporti tra alimentazione e allattamento. In corso di pubblicazione. 
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Biologia. — Sulla immigrazione di una specie di « Teuthis » dal Mar Rosso 
al Mar Egeo. Nota di G. BRuNELLI e G. Bint pres. dal Corrisp. F. RAFFAELE. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


PRESEN PAZIONE. DI PLIGHT SUGGELLATY 


Il Presidente presenta un plico suggellato inviato dal Socio G. Bruni 
per essere custodito negli Archivi dell’Accademia. 


PRESENTAZIONE DI NOTE E MEMORIE 


Il Socio F. MitLosevicn presenta una Memoria del prof. U. Panicut 
dal titolo « Azione fra gli enti costitutivi dei reticolati cristallini ». 

Presentano Note per l’inserzione nei « Rendiconti » i Soci: Cassinis, 
CasTELNUOVO, Crocco, Enriques, Levi—Civira. 
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OPERE PERVENUTE IN DONO ALL’ACCADEMIA 


presentate nella seduta del 4 febbraio 1934 
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riore di Scienze Economiche e Commer- 
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un triangolo aritmetico. (Estr. dal « Bol- 
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DELLE SEDUTE 


DELLA REALE ACCADEMIA NAZIONALE 
OV Tes Ice re 


Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali 


Fascicolo del 18 febbraio 1934 (anno XII) 


MEMORIETE INOUE DieSOC! 


Matematica. — Sulle superficie ellittiche di genere zero. Nota 
del Socio F, Enriques. 


1. In un corso di lezioni tenute al Seminario Matematico dell’Univer- 
sita di Roma, ho esposto i principi della classificazione delle superficie alge- 
briche e in ispecie di quelle di genere geometrico py = 0 e numerico pa = 
= — I, gia studiate nella mia Memoria del Circolo Matematicodi Palermo 
del 1905. 

Queste lezioni, che appariranno ordinate per cura del dott. Luigi Campe- 
delli nei « Rendiconti » del Seminario anzidetto, mi hanno offerto l’occasione 
di rivedere Vintera teoria, e di svilupparla precisandone e completandone al- 
cuni risultati. In particolare mi sono anche fermato sulle superficie con due 
fasci di curve ellittiche, cioé dotate di curva canonica virtuale d’ordine zero. 
Tali superficie s’incontrano nella teoria delle superficie iperellittiche, e sotto 
questo aspetto, tanto Bagnera e De Franchis come Enriques e Severi, hanno 
avuto occasione di completarne la classificazione assegnando i valori pos- 
sibili del determinante, nelle loro memorie dedicate appunto alle superficie 
iperellittiche del 1907-1908. Tuttavia la classificazione di cui si tratta e la 
costruzione dei tipi corrispondenti, pud darsi per via algebrico-geometrica, 
senza ricorrere a rappresentazioni parametriche trascendenti, come appunto 
viene indicato in questa Nota. 

Ricordo (dalla mia Memoria sopra citata del Circolo di Palermo) che 
le superficie di genere geometrico py = 0 e di genere numerico pa< 0, non 
riferibili a rigate, hanno il pa = — 1 e sono superfici ellittiche, dotate di 


(1) Presentata nella seduta del 4 febbraio 1934. 
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un gruppo ellittico oo’ di trasformazioni in se stesse. Esse posseggono, in 
generale, un fascio ellittico di curve di genere = 1, ed un fascio lineare 
di curve ellittiche C, e si rappresentano sopra il cilindro cubico multiplo: 


f(xy) = 0, 


in maniera che ad ogni punto di questo risponde un numero finito n di 
punti, intersezioni di una C e di una K: a codesto numero 1, per il signifi- 
cato che esso assume in riguardo alla rappresentazione parametrica della 
superficie mediante funzioni ellittiche di un parametro e algebriche d’un altro, 
conviene il nome di determinante della superfice stessa. 

Aggiungasi che i gruppi dim punti G,, intersezioni delle C e delle K 
formano una involuzione, I,, generata da un gruppo finito TP, di trasforma- 
zioni in s¢ della superfice, gruppo contenuto nel gruppo oo’ delle trasfor- 
mazioni di essa e percid costituite di trasformazioni permutabili, cioe ciclico 
o abeliano (non ciclico): i primi esempi relativi a questo secondo caso sono 
stati incontrati da Bagnera e De Franchis nei loro studi sulle superficie iper- 
ellittiche; pit tardi il Chisini ha indicato in maniera generale la costruzione 
algebrica delle superficie ellittiche del tipo abeliano, completando in questo 
punto la determinazione ch’io avevo dato per il caso ciclico™. 


2. Cid premesso, consideriamo le superficie ellittiche con due fasci di 
curve ellittiche C e K e distinguiamo i casi in cui le curve ellittiche K sieno 
di modulo generale ovvero armoniche e equianarmoniche. 

Le K sieno di modulo generale. Allora il gruppo I, subordina su K 
un gruppo abeliano dello stesso ordine sopra ogni K, il quale deve conte- 


: aks Pepin t n 
nere: una trasformazione di prima specie ciclica d’ordine m = > generante 


un’involuzione ellittica ye (almeno) una involuzione (0 trasformazione di 
2* specie) generatrice di una g). 

Ma, in base ad un’osservazione di Chisini, si puo dire di pil: che co- 
desto gruppo deve essere di base due, cioe generato soltanto da due trasfor- 
mazioni indipendenti, poiché a tale condizione deve soddisfare il gruppo [, 
per riguardo alle curve ellittiche C su cui esso subordina un gruppo di trasfor- 
mazioni di prima specie). 

Pertanto i soli gruppi abeliani soddisfacenti a tali condizioni sopra la K, 
sono: il gruppo TP’, generato da una g’ (che ci porta alla F di determinante 
due), e il gruppo diedrico T, generato da due g’ permutabili. 

Dunque vi sono soltanto due tipi di superficie ellittiche di moduli generali con 
curva canonica virtuale d’ordine zero: superficie di determinante due e di deter- 
minante quattro. 

(1) O. Cutsint, Le superficie ellittiche il cui determinante ¢ un numero composto. « Rendic. 
Lincei», sett.—ott. 1921. 

(2) Cfr. Enriques-Cuisini, Lezioni sulla teoria geometrica delle equazioni, vol. III. 


Le prime (del tipo ciclico) si lasciano rappresentare mediante le equa- 
zioni: 


(1a) w=V@—a)G—4)R—4)G—DdE)) , fy) =0, 


dove f designa un cilindro cubico, e } = 0 un altro cilindro d’ordine pari 
2m (p. es. quadrico) che tocchi f in 3m generatrici. 

Le superficie del secondo tipo (abeliano = diedrico), di determinante 
nm = 4, potranno rappresentarsi colle equazioni 


(1b) u=VE—a) G—)) b.(xy) HIG —DK—ObL GY) , f(xy) =0, 


designando }, e }, due cilindri dordine pari, p. es. quadrici, toccanti f cia- 
scuno secondo 31 0 3 generatrici (che costituiscano gruppi non equivalenti). 


3. Tipo armonico. Se le curve K sono armoniche, il gruppo abeliano 
della F, subordina sopra di esse un gruppo di base due. E, all’infuori del 
caso gia trovato nell’ipotesi del modulo generale, codesto gruppo deve con- 
tenere una trasformazione singolare del 4° ordine. 

Poiche inoltre il gruppo deve essere di base due, si hanno soltanto due 
casi possibili: 

1) gruppo ciclico del 4° ordine generato da una trasformazione sin- 
golare del 4° ordine (il cui quadrato @ un’involuzione); 

2) e gruppo d’ordine 8, generato da due trasformazioni singolari del 
4° ordine, aventi lo stesso quadrato, cioe tali che i punti uniti quadrupli del- 
luna sieno uniti doppi per l’altra: questo gruppo si ottiene anche moltipli- 
cando il gruppo generato da una trasformazione singolare del 4° ordine per 
la gi in cut sono coniugate le due coppie di punti uniti, risp. quadrupli e 
doppi, ovvero per la trasformazione di prima specie involutaria y, determi- 
nata dalle stesse coppie. 

In corrispondenza ai due casi indicati si hanno due nuove famighe di 
superficie ellittiche tipo armonico con pg = 0 e curva canonica virtuale dordine 
zero: una di deleiminante n = 4 e Valtra di determinante n = 8. 

Le superficie della prima famiglia sono del tipo ciclico e si lasciano rap- 
presentare colle equazioni: 


Qa) u=/G@—aG—-DG—a bey) , fey) =0, 


designando ) un cilindro del 4° ordine che tocchi f con contatto quadripunto, 
secondo tre generatrici. 

Le superficie F della seconda famiglia, del tipo abeliano, si possono rap- 
presentare, secondo Chisini, colle equazioni 


(2b) w=I1G—DE—D Uy + 1G—DE—OEM) » Sey), 
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designando wt, e tf), due cilindri, p. es. del 4° ordine, che tocchino f, il primo 
lungo 3 generatrici di contatto quadripunto e il secondo lungo 6 generatrici 
di contatto semplice. 

La formula di Chisini rispecchia la circostanza che il gruppo abeliano 
I; della F & generato da una trasformazione ciclica del 4° ordine e da un’altro 
del 2° ordine. 


4. Tipo equianarmonico. Se le K sono curve equianarmoniche, all’in- 
fuori del caso pertinente all’ipotesi del modulo generale, puo accadere che 
il gruppo abeliano della superficie F subordini su K un gruppo contenente 
una trasformazione singolare ciclica del 3° ovvero del 6° ordine. Pertanto 
sono anzitutto possibili due casi ciclici, ove il determinante 1 vale 


Nn = 3 re) n = 6, 


In ciascun) di questi casi la F viene rappresentata sopra il cilindro mul- 
tiplo f(xy) = 0;-con tre curye di diramazione: % =a, 7 = b, x =d. 

Pit precisamente, nel primo caso le tre curve corrisponderanno ai punti 
tripli delle y, appartenenti alle K e la superficie F potra rappresentarsi colle 
equazioni 


Ga) u=1G— OE —-DE—DVO . fy =0 


dove f designa un cilindro cubico e ) un altro cilindro dello stesso ordine 
che osculi f secondo tre generatrici. 

Invece nel secondo caso, una fra le curve di diramazione, per esempio 
x = a, corrispondera ai punti sestupli delle gf appartenenti alle curve K, la 
seconda x = b alle coppie di punti tripli di queste g, e la terza x = d, cor- 
rispondera alle terne di punti doppi delle medesime g; cicliche. La superficie 
potra quindi rappresentarsi colle equaziont 


G) «=1G—)G— GaP be) , fly) <0, 


dove } designa un cilindro, p. es. del 6° ordine, che tocchi f secondo tre 
generatrici contate ciascuna 6 volte. 

Resta da esaminare il caso in cui il gruppo I’, e quindi anche il gruppo 
subordinato sopra le K, sia abeliano, non ciclico. Ora si vede anzitutto che 
un gruppo ciclico I's sopra una curva ellittica non pud essere contenuto in 
un gruppo abeliano piu ampio. 

Invece il gruppo T, si lascia ampliare in un I’, abeliano, quale viene 
formato dalle proiettivita cicliche del terz’ordine che trasformano in sé la 
cubica: 


EE AA tage o 
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avendo come rette unite i lati del triangolo hessiano 
XYX = 0. 


Dunque, nel caso equianarmonico ci saranno, oltre le due famiglie di super- 
ficie ellittiche con curva canonica virluale @ordine zero di determinante 3 e 6 
(tipo ciclico), anche una famiglia di superfice di determinante 9. Come equa- 
zioni di una superfice F di questa famiglia potremo dare, secondo Chisini: 


(30:) u=IG—OG—OE, +1G—DE—OU. , flxy)=0, 


dove , e y, designano due cilindri, p. es. cubici, osculanti f ciascuno se- 
condo due terne di generatrici, non equivalenti. 
Riassumendo: 
Le superficie ellittiche di generi py = 0, € pa = — 1, con curva canonica 
virtuale d’ordine zero, si distribuiscono in 7 famiglie rappresentabili colle equa- 


Mom-tt) 66.0, (2) a €b, -(3) a, d, ¢. 


Astronomia. — Lo spostamento dei perielii nella teoria della rela- 
livitd con riguardo allo schiacciamento solare. Nota‘ del Corrisp. 
P. BurGATTI. 


1. L’esatta spiegazione dello spostamento secolare del perielio di Mer- 
curio data dalla teoria della relativita & giudicata da molti scienziati come 
Vexperimentum crucis di questa teoria; mentre altri provano ancora qualche 
dubbio, sia per la troppa esattezza del risultato teorico in paragone al dato 
d’osservazione che pud ancora dar luogo a discussioni, e sia per l’incer- 
tezza riguardo agli spostamenti di altri perielii. Ma c’¢ una osservazione 
da fare, la cui importanza pare sfuggita a tutti, ed € questa: che cotesto 
risultato € stato ottenuto partendo dall’ipotesi della perfetta simmetria sfe- 
rica gravitazionale intorno al Sole. 

Orbene, questa ipotesi non traduce la realta, essendo legge wniversale 
che le masse rotanti intorno a un asse hanno simmetria sferoidale. Il Sole 
& appunto una massa rotante, perciO dev’essere pi 0 meno schiacciato. E 
non vale dire che le misure dei suoi diametri equatoriale e polare non 
mostrano differenza apprezzabile, perché oggi gli astronomi sono unanimi 
nell’ammettere che data Ja natura dell’atmosfera solare, dove i gas a tempe- 
ratura elevatissima danno luogo a correnti verticali, a vortici, a eruzioni im- 
ponenti e a fenomeni di rifrazione, non & possibile valutare con sufficiente 
approssimazione cotesti diametri apparenti. Parlare di uno schiacciamento 
polare dell’atmosfera solare, che non & uno strato in equilibrio relativo, 


(1) Presentata nella seduta del 4 febbraio 1934. 
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non ha senso preciso. Lo schiacciamento vero sara dove son possibili strati in 
equilibrio relativo, ossia nel nucleo formato di materia densa, con densita 
rapidamente crescente verso il centro, e contenente Ja quasi totalita della massa 
solare. 

Recentemente il prof. H. Vogt di Jena, basandosi sulle moderne idee 
intorno alla costituzione interna delle stelle, asserisce che il denso nucleo 
del Sole deve avere assunto, durante la sua evoluzione, una rotazione assai 
rapida, a cagione della costanza del momento dell’ impulso; rotazione mag- 
giore di quella degli strati esterni, in conseguenza della quale il nucleo sara 
fortemente schiacciato. Da cid egli deduce una persuasiva spiegazione del feno- 
meno osservato, che la velocita angolare alla superficie del Sole decresce 
dall’equatore ai poli. 

Se dunque si vuole applicare correttamente la teoria della relativitd ai 
pianeti interni (e correttamente la teoria classica) bisogna tener conto dello 
schiacciamento polare, il quale gia da solo (cio¢ indipendentemente dalla teoria 
della relativita) ¢ atto a produrre uno spostamento dei perielii. Ne segue 
allora per lo spostamento del perielio di Mercurio un disaccordo notevole 
anche se lo schiacciamento € supposto assai piccolo. E altri disaccordi no- 
tevoli si ottengono rispetto agli altri perielii, comunque si scelga il valore 
dello schiacciamento. 

Che cosa conchiudere? In questione tanto delicata e importante bisogna 
andar molto cauti; ma é difficile sottrarsi all’ impressione che la teoria della 
relativita non trovi qui la prova desiderata, che il fenomeno dello sposta- 
mento dei perielii resti ancora un enigma da spiegare, ammesse giuste le 
deduzioni di Leverrier e di Newcomb. 


Passeremo a dimostrare che lo spostamento del perielio & dato, ad ogni 
rivoluzione, da 


Ao aG\e 
5 = 27%) 3— + 2165 |—) €{ 10-8, 
a a 


ove € lo schiacciamento, do il raggio medio dell’orbita terrestre, a quello 
del pianeta che si considera. 


2. Partiremo dal teorema d’equivalenza di Levi-Civita ©: Le traiettorie 
del moto einsteiniano coincidono in seconda approssimazione con quelle di un moto 


newloniano nell’ordinario spazio euclideo corrispondente alla stessa totale energia E 
e a forze dotate del potenziale 


(1) U.=(:+42)u 430 


ge? 


essendo ¢ la velocita della luce nel vuoto. 


(1) Die Rotation der Sonne, « Astr. Nachr.», B. 241, 1931. 


(2) «Rendiconti Acc. Lincei», 1926. Non si otterrebbe nulla di meglio a partire di- 
rettamente da un ds? appropriato. 


—= 20 —— 


Nel caso presente, volendo tener conto dello schiacciamento e¢, del Sole, 
dobbiamo: prendere, secondo una nota formula, 


I a I 
U=ful>+ A (2, +9) —3 sem a)), 


ove r é la distanza Sole-pianeta, a, il raggio solare, @ il rapporto tra la 
forza centrifuga equatoriale e l’attrazione, 8 la declinazione rispetto all’equa- 
tore solare®@), Qui si pud con sufficiente approssimazione porre 6 = 0, e 
scrivere 


° eam(+e) (=a) 


Ne segue che la forza agente ¢ data da 


<(- ab\dU , 6 dU 
F=(r+ alata Ape 


ove U ha l’espressione (2). 
Facendo la sostituzione e ponendo per semplicita 


G) julr+ dejan, 6(#)=n, 


C2 
si ottiene 
qe Ss kk, hea 4 keds ky ea, 
=P r4 Siete Re Is 


Vediamo lordine di grandezze di questi cinque termini. Si ha 
Wie— 0.32. < 107*(cegrsyy > 6 = 35X10 


I a,\’ : 
— == 1.7 107% ; (*) = 1.45 X 10~4 (per Mercurio) 
r 
ne segue k; = 1.16 X 103, mentre & si puo ritenere dell’ordine di fu, 
ossia di 107°. 

Allora gli ordini dei singoli termini (a parte il primo preponderante) sono: 


1° numero compreso fra 0.2 e 3 (pianeti interni) 
oe oUalcaey00% 10m" 
a » A.D) XK 10m +e 


4° » 5823 SOlOm te 


5° » LT9) X, 1075-67: 


(1) Ved. ad es. TisseRAND, Traité de Mécanique céleste, to. GK; jay Por 
(2) Veramente a: e @ si dovrebbero riferire al nucleo, ma certamente l’errore é assai 
piccolo riferendosi al disco apparente. 


SS) 4, 


Poiché si puo ritenere ¢ dell’ordine “ di 10-3, il 3° termine é dello stesso 
ordine del secondo; mentre gli altri due sono di un ordine assai inferiore, 
e percio trascurabili di fronte a questi. 

Prendiamo dunque 


eee k ky hea, 


if ie r+ 


Per determinare la traiettoria serviamoci della nota formula di Newton; 
avremo 


7 
k k, keg ee | T ‘ r 
r? p og | d@? |’ 
ove « & la costante delle aree. 
Posto 
I k . ky ’ kea. 
— set, CS = hee as =i) 
if ee a? Oke 
si ottiene 
d? u 


70) hu? —(1—k,)u +k, 


da cui con una prima integrazione 


du \? 2 , , 
(Fa) = = bus —(1—k,)u? + 2k u—l=f(u) (1>0). 


Essendo approssimativamente 


‘= paciaay 


con manifesto significato dei simboli, si vede che questa costante é dell’or- 


\ 


dine di 10-8, per modo che 1 —k, & positiva. Trattandosi nel caso pre- 
sente di orbite che non si estendono all’ infinito, ’equazione f(u) =o dovra 
ammettere tre radici reali positive. Fra due di esse, a, e€ a, (Gays 
molto vicine sara sempre compresa la variabile w. Scriveremo percio 


du 2h 
6 — \210—e—DE—0. 


L’angolo ©, tra i raggi vettori d’un perielio e d’un afelio successivi 
sl Otterra integrando rispetto ad u fra «, e “,, e il valore w di @ che da 


(1) Vedi la nota in fine. 
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la posizione del secondo perielio rispetto al primo dopo una rivoluzione 
sara 2@,. Avremo dunque 


ie ere . du 
aig 2h Vu —a,) 


@.—«)(B—u) 


Ponendo 


u=p + qcos@ F ee team CaS 


2 Delage ie 


e osservando che per g =o si ha u=a,, e per p= 7 risulta uv =a,, 
Si ottiene facilmente 


au V3, [5 de 
Adena iP 2 /(®@ —p)—qcos@ 


B—p—q=f6—-a4,>0, 


segue B —p >g e quindi pea i; 


Essendo 


Allora si pud prendere con sufh- 
ciente approssimazione 


peep 


= VaR 


Facciamo il calcolo di 8 —p. Dall’equazione f(u) = 0 si trae 


=2//3, sues (i tees 4 cos 9) dg 
oY oa 2h \¥B—p 2 


ossia 


Ge og, 8) = 


e quindi 


Ne segue 
2(B—p)b = 3f(1 —k,) — 2ph. 


Ora prendendo « = fua(1 —e?) (il che & suthcientemente approssi- 
mato con ¢ assai piccola), si ha 


oye. 
ee ae ot = ey: 


e posto 
S I = I 
viene pe 7 
Pp ee ,  2pee se Re ahy 
a(1I —e?) acl atlas By a(t —e?) 
Dopo cio risulta 
6 fu ze (1 2 2) 
2h(B— p) = 3 Sa ee) a? (1 —e?)? : 
Restando 


nell’approssimazione adottata si pud fare e = 0. Osservando 


ie 


infine che « é dell’ordine di ro—®, (“) moltiplicato per ¢ dell’ordine di 


E 
10-0. 10-7, € che anche © 


4E 


ers puo essere sostituito con lunita; si ha dunque 


& di quest’ordine di grandezza, il fattore 


2h(B—p) =3 (:—6 = 2(2 J 4) 
Ne consegue 


jam “sl * ae (a) 


vnanfis (2) 


Lo spostamento s del perielio in una rivoluzione ¢ dunque 


Bebra. 


Sia a, il raggio medio dell’orbita terrestre. Essendo 


e quindi 


fu fe a _ *° (10)-8 e ty eer eo. 
NED Ce o a } a a 


(=) =2 165 (<2) T Omens 
a a 


e quindi 


Sl Ottiene infine 


—8s 
toa 


sam] 32+ 2165 (aye 


che é la formula cercata “), 


Se si tien conto dello schiacciamento polare usando la teoria classica, 
si trova per s il valore 


ON? 
T+ 2165 (=) SO gir 


cosicché la precedente dice che lo spostamento ¢ la somma dello sposta- 
mento che si trova con la teoria della relativita nell’ ipotesi del campo gra- 


ake a 
vitazionale con simmetria sferica (si sa essere Gx “2 10-*) e del doppio 


dello spostamento che secondo la teoria classica sarebbe dovuto allo schiac- 
ciamento del Sole ©. 


Siccome per Mercurio il primo termine da gia lo spostamento di 42”, 
un valore anche piccolissimo di ¢ porta a un grande disaccordo. Inoltre non 
esiste un vatore di ¢ che metta in accordo gli spostamenti dei perielii degli 
altri pianeti &). 


I Pes : 6 
(1) € vale e&, perche ER Baws , assai piccolo in confronto a ¢, vedi nota (3). 


I 
95800 

(2) Com’é noto, lipotesi dello schiacciamento solare fu saggiata nella tcoria classica 
per spiegare gli spostamenti dei perielii. TisseRAND applicando la teoria delle perturbazioni 
trovd che gli spostamenti dei perielii di due pianeti stanno in proporzione inversa delle 
radici dei loro assi medii. Ma se si procede con maggiore rigore, come si é fatto qui, si 
trova invece che stanno in proporzione inversa dei quadrati degli assi medii. Questo di- 
mostra che non sempre l’applicazione del metodo delle perturbazioni é sufficientemente 
approssimata. 

(3) Tentando qualche accordo fra cotesti spostamenti si trova e=A-10—3, conA < 5. 
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Chimica. — Strutlura della gutlaperca, studiala coi raggi dt 
elettroni“?. Nota™ del Socio G. Brunt e di G. Natta. 


Tra i composti organici naturali ad elevato peso molecolare, che furono 
oggetto di ricerche roentgenografiche, collo scopo di determinare la loro 
intima costituzione, furono largamente studiati negli ultimi anni il cauccil 
ed altri idrocarburi di costituzione analoga, quali la guttaperca e la balata. 

I risultati ottenuti coi metodi dei raggi X non furono pero per queste 
sostanze cosi completi e sicuri come nel campo di altri composti ad alto 
P. M. quali la cellulosa, la quale trova in natura nel ramie ed in certe mem- 
brane vegetali sotto forme particolarmente bene orientate, cosa che é di 
enorme vantaggio per quanto riguarda le ricerche strutturistiche. 

Cio nondimeno i risultati roentgenografici per il cauccit: sono di gran- 
dissimo interesse in quanto si pote dimostrare che le molecole del cauccit 
si orientano, quando questo venga teso o congelato, cosicché si pote per 
esso determinare, in questi speciali stati, una specie di struttura cristallina, 
caratterizzata da determinati periodi di identita. Particolarmente sicura pote 
risultare la determinazione del periodo di identita nella direzione delle fibre, 
che é risultato di 8, 1 A. 

I periodi di identita nelle altre due direzioni sarebbero secondo Susich () 
rispettivamente 12,3 ed 8,3 e la struttura sarebbe rombica. 

La guttaperca e la balata, a differenza del cauccil, risulterebbero invece 
cristalline anche alla temperatura ordinaria ed allo stato non teso (Clark “, 
Ott 6) e secondo Hauser avrebbero inoltre eguale struttura presentando 
identici fotogrammi coi raggi X. 

Susich ed Hopff osservarono inoltre che la guttaperca si trasforma 
a 40° (lidrocarburo puro a 60°) in una modificazione, che allo stato non 
teso risulta amorfa e diventa cristallina se tesa, dando fotogrammi che de- 
notano una struttura fibrosa. 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica generale del R. Politecnico di Milano. 

(2) Presentata nella seduta del 21 gennaio 1934, 

(3) H. Mark e G. V. Susicu, «Koll. Zeitschr.», 40, 11, 1928; K. H. Mayer e 
H. Mark, Der Aufbau der Hochpolymeren Organischen Nalurstoffe, « Akad. Verl.». Leipzig, 
1930. 

(4) G. L. Crarx, «Ind. Eng. Chem. », 18, 1131, 1926. 

(5) E. Orr, « Naturwissenschaften», 14, 320, 1926. 

(6) E. A. Hauser, «Kautschuk», 3, 228, 1927, E. A. Hauser e P. RosBaup, Bi 
1751927. 

(7) H. Hoprr e G. V. Susicu, «Rubber Chemistry and Tecnology », 4, 75, 1931; 
« Kautschuk », 6, 234, 1930. 
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La modificazione stabile alla temperatura ordinaria viene chiamata gut- 
taperca a, quella stabile a temperatura alta guttaperca B. Quest’ultima allo 
stato teso presenta un periodo di identita nella direzione delle fibre di 4,73 
(oppure 9,46) A, mentre V’altra presenta un periodo di 4,96 A. 

Stillwell @ e Clark ® esaminarono in seguito numerosi campioni di 
balata di diversa provenienza e contrariamente ad Hauser trovarono delle dif- 
ferenze tra i fotogrammi dei due prodotti, che interpretano ammettendo che 
la guttaperca ¢ una miscela dell’ idrocarburo cristallino della balata e di un 
altro costituente cristallino. 

Malgrado le numerose ricerche roentgenografiche i risultati sinora ot- 
tenuti si limitano soltanto ad una pil o meno incerta stima del periodo di 
identita nella direzione delle fibre ed alla constatazione che Ja guttaperca e 
la balata posseggono una struttura diversa dal caucciu. Le proprieta fisiche 
della guttaperca e del cauccit ed il fatto che in entrambi i composti le mo- 
lecole degli idrocarburi presenti sono costituiti dall’aggruppamento di radi- 
cali di isoprene hanno indotto Staudinger) a ritenere che la differenza di 
costituzione dei due idrocarburi sia dovuta solo alla configurazione cis dell’uno 
e trans dell’altro. Mark attribuisce la configurazione trans alla guttaperca 
perché meno facilmente fusibile. 

Allo scopo di completare le scarse cognizioni che si hanno sulla strut- 
tura della guttaperca, abbiamo esaminato ora questa sostanza col metodo 
basato sulle interferenze dei raggi di elettroni veloci. Questo metodo pre- 
senta sui metodi roentgenografici il vantaggio di fornire ancora fotogrammi 
a linee nette quando le cristalliti delle sostanze in esame sono talmente 
piccole da fornire coi raggi X solo delle bande molto sfumate, con massimi 
non chiaramente determinabili. Altri noti vantaggi sono la rapidita della posa, 
la monocromaticita delle radiazioni, che per sostanze a struttura complessa 
o facilmente deteriorabili (quale ¢ la guttaperca per la sua ossidabilita) ri- 
sultano particolarmente utili. 

L’ apparecchiatura usata nelle ricerche coi raggi di elettroni é quella 
Seemann, che presenta il vantaggio di poter esaminare sullo schermo le 
interferenze dei preparati e fare 4 fotogrammi consecutivi di preparati di- 
versi, sempre mantenendo |’ apparecchio sotto alto vuoto. 

Lasciando cadere su di una vasta superficie di acqua alcune goccie di 
una soluzione diluitissima di guttaperca in benzolo, si riesce ad ottenere, 
dopo Ja evaporazione del benzolo, delle sottili membrane di guttaperca dello 
spessore di 0,5-3-10-5 cm. Tali lamine di guttaperca tendono per lo pit 
a rompersi od a raggrinzarsi se tolte dalla superficie dell’acqua. Si riesce 


(1) C. W. SrittweLt, «Ind. Eng. Chem. », 23, 703, 1931. 

(2) C. W. Srittwett e C. L. Crarx, « Ruboes Chemistry and Technology », 4, 445, 
1931; «Ind. End. Chem.», 23, 706, 1931. 

(3) H. Sraupincrr, «Berichte», 63, 927, 1927. 
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pero, mediante lastre sottili di rame (0,1 mm.) forate con fori di 1-1,5 mm. 
che vengono immerse nell’acqua al di sotto della membrana, a sollevare 
delle piccole parti di tali membrane, di cui alcune risultano di spessore adatto 
per l’esame per trasparenza coi raggi di elettroni veloci. 

E noto infatti che per I’ esame con elettroni abbastanza veloci (A=0,04- 
0,05 A) i preparati debbono essere di spessore attorno a 10-5 cm. per poter 
risultare non del tutto opachi ai raggi incidenti e che per preparati metal- 
lici si deve scendere talvolta a spessori di 10- - 10~7 cm. 

L’ apparecchio Seemann ¢ stato munito, per quanto riguarda il prepa- 
rato in esame, di un dispositivo che gli permette sempre operando sotto 
alto vuoto, di venir ruotato secondo un asse di rotazione orizzontale e se- 
condo uno verticale e di venir spostato verticalmente durante |’ esame. 

Tale dispositivo ¢ risultato oltremodo vantaggioso per |’ esame della 
guttaperca essendosi osservato, durante l’esame stesso, che le linee di inter- 
ferenza della guttaperca, visibili sullo schermo fluorescente, si allargano e 
poi scompaiono interamente dopo pochi secondi o frazioni di secondi di illu- 
minazione coi raggi E. 

Questo fenomeno, il primo sinora osservato coi raggi di elettroni, sor- 
prende sopratutto per la rapidita con cui si verifica. Dimostra che per azione 
dei raggi di elettroni la guttaperca cristallina si trasforma rapidamente in quella 
amorfa. La trasformazione é irreversibile, perché interrompendo anche per 
qualche decina di minuti Purto dei raggi di elettroni, la membrana non ri- 
torna nuovamente cristallina, ma riappare, quando venga riesaminata in se- 
guito nello stesso punto, completamente amorfa. 

Si pud mettere in relazione questa trasformazione con quella, osservata 
da Hopff e Susich (loc. cit.), della guttaperca « in quella ® qualora la prima 
venga riscaldata al di sopra di 40°. E probabile che la trasformazione os- 
servata coi raggi E non sia dovuta ad una azione fotochimica dei raggi E 
od a una azione meccanica, ma piuttosto ad un effetto termico secondario 
per il riscaldamento che accompagna l’assorbimento dei raggi E non riflessi. 
Dato l’altissimo vuoto che regna nell’apparecchio per l’esame coi raggi di 
elettroni, la sottigliezza del preparato e la sua scarsa conduttivitt, non & da 
escludersi che la temperatura della membrana di guttaperca possa salire ra- 
pidamente nel punto illuminato al di sopra di 402, punto di trasformazione 
della guttaperca a, cristallina anche se non tesa, in quella 8, amorfa allo 
stato non stirato. 

Malgrado questa rapida disgregabilita del reticolo cristallino per opera 
dei raggi di elettroni, ci fu possibile ottenere dei bellissimi fotogrammi della 
guttaperca «, mantenendo sempre, durante l’esame, la membrana in movi- 
mento in modo che i ragegi colpissero successivamente parti diverse della 
membrana ed in ciascun punto per un tempo inferiore a quello richiesto, 
perché potesse aver luogo una trasformazione percettibile della guttaperca « 


in quella B. 


I fotogrammi contengono una dozzina di linee circa. Tre fotogrammi, 
eseguiti con campioni diversi, hanno fornito esattamente le stesse linee con 
eguale intensita e nella medesima posizione. | tempi di posa, mantenendo la 
membrana in movimento nel piano normale a quello dei raggi di elettroni 
incidenti, furono da 2 a 4 secondi. La tensione 72 Kw. a cui corrisponde 
una lunghezza d’onda, esattamente determinata mediante fotogrammi di clo- 
ruro di sodio, di 0.044 A. 


TABELLA. 
Fotogramma coi raggi E della guttaperca «. 


A = 0.044 A. Distanza della Lastra dal preparato = 422 mm. 


eee Jntensita te 0 ay | hk 1 | ¢ robles 

ate ke Seon sperimentale | OCH S52 
Fel ff 9.12 4.82 002 4.81 
TOR 3.86 
9.6 ff | 11.38 3.86 | keh. | ay 
Teles f 13.39 3.28 2ONO RG 
126 d 14.93 2.95 Q 2D 2.99 
13.8 dd 16.35 2.69 QO) 2 2.70 
15.0 ddd HSH 2.48 29210 2.48 
15.3 ddd 18.13 2.42 004 2.40 
16.3 ddd 19.79 2,22 DO Day 
18.2 ddd 21.56 2.04 024 2.03 
19.6 d 23.22 1.90 040 1.92 
22.7 dd 26.90 1.64 400 1.63 
30.0 d 35°55 1.24 440 1.24 


Nella tabella unita sono raccolti i risultati del calcolo di uno dei mi- 
gliori fotogrammi ottenuti. Si nota che le prime tre linee sono fortissime, 
mentre le altre successive sono tutte molto pit deboli. Supponendo che tali 
tre linee corrispondano alle prime riflessioni di ordine pari dei piani reti- 
colari normali ai tre periodi fondamentali di identita, si riesce ad ordinare 
facilmente e per indici tutti pari e corrispondenti a numeri piccoli, anche 
tutte le altre linee del fotogramma. II fatto che risultano cosi presenti oltre 
alle linee del (002), (020), (200) fissate da noi arbitrariamente, anche le 
linee (022), (202), (220) con intensita analoghe e le linee (222), (040), 
(400), (040), (024) ossia quasi tutte quelle che corrispondono ai pit piccoli 
indici tutti pari, il fatto che le costanti reticolari calcolate per tutte le rifles- 


= Ole 


sioni concordano e che non vi & nessuna linea presente che non si sia potuta 
ordinare rendono la supposizione fatta molto verosirnile. La conferma alla 
nostra ipotesi viene data dal calcolo del volume della pseudo-cella elementare 
e dal numero di radicali di isoprene in essa contenuti e dal valore calcolato 
della densita. 

I tre fondamentali periodi di identita risultano: 


a= 6.53 
b= 7.68 
¢ =.9.60 


I rapporti assiali, corrispondenti ad una struttura rombica o pseudo- 
rombica risultano a: b:c =1:1.176: 1.47. 

Il volume della cella elementare risulta V = 481- 10-4 cc. La densiti, 
supponendo che la cella contenga 4 gruppi di isoprene, risulta d = 0,94 
in perfetto accordo con i piu recenti dati sperimentali. Infatti Dean trova 
a 24° per la balata e per la guttaperca densit’ comprese tra un minimo 
di 0.943 ed un massimo di 0.954. 

Il periodo di identita di 9.60 A, lungo l’asse c, concorda con quello 
dedotto da Meyer e Mark) dai lavori di Hauer e di Susich, che corri- 
sponde alla lunghezza di una catena costituita da due radicali di isoprene 
in configurazione trans, 

Infatti supponendo eguale ad 1.55 A la distanza tra due atomi di car- 
bonio legati da un legame semplice e 109° 30’ l’angolo tra le valenze e 
supponendo eguale a 1.20 A la distanza tra i nuclei di due atomi di car- 
bonio uniti da doppio legame e 120° l’angolo tra la direzione del legame 
doppio e quella del vicino legame semplice, la lunghezza di una catena di 
isoprene in configurazione trans risulta 3+(1.55 sen 54° 45') + 1.20 sen 


60° = 4.83 A in accordo con il valore sperimentale 4.80 A. 

Pur essendo tutti gli indici divisibili per due, ossia pur risultando i 
valori sperimentali conciliabili con una cella avente lati meta di quelli ora 
indicati, dobbiamo ammettere per la cella un lato doppio, perché altrimenti 
essa non conterrebbe un numero intero di gruppi isoprene. 

La assenza di riflessioni ad indici dispari fa ritenere molto probabile 
una struttura centrata. 

Data la natura delle molecole a lunghe catene si puo ritenere proba- 
bile una struttura fibroso—centrata, intendendo con tale espressione una strut- 


tura tale, che la sua proiezione su di un piano normale all’asse delle fibre 
(asse C nel caso presente) risulti centrata. 


(1) J. N. Dean, «Rubber Chem. and Technol. », G,° 76,1933: 
(2) K. H. Meyer e Mark, loc. Cit ape Os: 
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Nella unita figura € appunto rappresentato schematicamente un tipo di 
struttura che si accorderebbe con i risultati sperimentali e con le conside- 
razioni ora fatte. Una conferma di tale struttura non é possibile in base alla 
intensita delle interferenze, disponendo nei fotogrammi di un numero troppo 
limitato di riflessioni. 


C) = Alomo db carbone & = Gruppo CH, 


I nostri risultati sperimentali potrebbero anche accordarsi con un pe- 


riodo di identita c = 4,80 A, meta del valore precedentemente assunto. Reste- 
rebbero allora inalterati i due altri periodi di identita e la cella di volume 
meta di quella precedentemente considerata conterrebbe allora due gruppi di 
isoprene. Risulterebbe allora dimezzato il terzo indice, che potra risultare 
un numero dispari, mentre i primi indici corrispondono solo a numeri pari. 
Cid pud risultare ancora in accordo con la ipotesi fatta di una struttura 
fibroso-centrata. 


ReNDiconTI. 1934. Vol. XIX. 14 
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MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica. — Sopra le equazioni m-armoniche non linear 
a due variabili indipendenti. 1. La funzione m-armonica di Green 
nel caso di cerchio. Nota di A. RosENBLATT, presentata“ dal 
Socio T. Levi-Civita. 


1. Consideriamo l’equazione di ordine 2m alle derivate parziali con 
due variabili indipendenti 


Ozm—2 y 
(1) dew = F(x,y,0, + Soe), 


la funzione F essendo data come funzione di x,y in un cerchio K di rag- 
gio R e di circonferenza C. F & supposta continua come funzione dei suoi 
argomenti in tutti i punti P(x,y) di K+ C e pei valori di u e delle sue 
derivate che soddisfanno alle disuguaglianze 


otk y 
oxi dy* 


baer ae ae 
a R t=jtk=0,++-,2m—2, 


(2) 


L; essendo numeri positivi dati. Sia N il modulo massimo di F. Suppo- 
niamo di pit che F soddisfi ad una condizione di Hélder come funzione 
di x,y e alla seguente condizione generalizzata di Lipschitz 


(3) Pst Ce whic len) Canc oOS Vi 
2m™—2 Ne 
<< et ee OI +E 4! Oi +k y 
== > O27? eo “axiave ss Oa Dye. 5 
faked a) x) oy 


nella quale § @ la distanza del punto P (x,y) della circonferenza C. 


(1) Nella seduta del 18 febbraio 1934. 


Il sig. T. Boggio) ha dato la funzione di Green G,m dell’equazione 
m-arimonica 


(4) Amu =0 
che é 
(5) G, i. ce log — — Se —r) pem—2—2i 
ifr 21 
r=PM 5) n= 5) a=OM 5 r’ = PM’ 5 (heel 2 


M essendo il polo di coordinate x,y; P il punto variabile di coordinate 
E,y; M’ é il punto simmetrico di M. 
Noi ci serviremo dell’altra forma di G,m data dal Boggio 


hae 
r v?—1)"—% 


(6) Gam = (— mre f ( e 


I 


dv, 


r; =r. Introdurremo la variabile u = v?— 1 


y2m—2 x un—t r — rr 
Gam = (= yn | ere Us = ee ee 
o 


Abbiamo 


@ sore —2), 


sicché sussiste la disuguaglianza 


@— aya (R a) 


2mr2 R2 m 


(8) |Gim|< 


2. Avremo da maggiorare lintegrale 
I 
(9) Jam = [Gs yearn 4 dn, 
K 


I 
5 essendo uguale a R—d, e p» un numero compreso fra o e a 


o< E<s; e le derivate di J.m fino all’ordine 2m — 2. 


(1) Sulle funzioni di Green @ordine m. «Rend. Pal.», to. 20, 1905; Risoluzione del 
problema dei valori al contorno per alcune classi di equazioni alle derivate parziali. Ibid., 
to. 21, 1906. 


PS 


Dobbiamo anche maggiorare l’integrale 
(10) be =|c. mn dé dn 
e le sue derivate fino all’ordine 2m— 2. Si ha secondo Boggio 
™ 
(11) I,m = (—1) pres aes 


Trasformiamo il cerchio K in sé stesso per modo che M diventi l’ori- 
ine O, del cerchio K, trasformato, ponendo 
d 


, = R? => ’ as ee 
oe Bie sate weep ae hose 
C=E+ %m ’ Cr ert ee 
Si ha 
(ies Re (Red) Be) 
—_ = 5 RA = (2 SS SEY 
aie | Re + x6, |* 
R (R?2 — a?) (R? — ¢7) 
8 SS 
= 2 | R242 x0, 1? 


Per maggiorare G,m facciamo ancora le posizioni 1? u=z , %y=7,—?? 
e scriviamo 


a (— 19) a (— 1)? <r qn—t dz 
Crs) Gon oe sae Das Fane 5 


fo) 


I & funzione di z, e di r? 
eae eae ae 


3. Distinguiamo i due: casi: 1° see 27 e2°or a 7, 
Nel 1° caso si ha 


Xr 7 Grete oS Pedi) sete: (Re as a) (R? Eo ° ayn 
a m—2 a= Net Cie See SS SUS ae yh 
1=| R dz m— 1 —™ (m—1)|R?+ %%, poy > 


(R? os oy" Pe (2R)"— (R —_ Bg = qm R—2 (R i 6; )” 4 


si ha dunque 


grt (R—e, ye (R2 ey 2 ee a Ru—2 


(14) (Car Sp ae } | Re as Re Ger) 
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Nel 2° caso si ha 


I<+ alae C= 4 r —r? m 
mr, (", ) ® 


nonché 
pe RR). 
oe [TR raeaie 

dunque 

4|R? +20. )? (R?— 93)" (R?— awry 

— mR? Ge a a?)? | R2 + RG: [a = 
CCUG ag Sere ey eer a 
mR2 | R2 + 5a epee 


Otteniamo cosi 


gmtt (R ae eye a GNS a a Peale A R-2 
I G, —M SSS ES eee 
( 5) | = | R2 — OG eens 


m 


m+. m—tI1 


essendo > ; perm Bethe 
m — 


Consideriamo adesso le derivate parziali di F per rapporto a x eda y, 
che sono funzioni composte. Le derivate d’ordine k sono somme di pro- 
dotti delle derivate di F secondo z, e 7? d’ordine i, r<i<k e di i de- 
rivate di r? 0 di z, secondo x e y. La somma delle derivazioni di r? e di 
z, secondo 9 x,yék. 

Nel caso di 7, < 2r ciascuna derivazione di F secondo r? o secondo Z; 


: : ; u 
aumenta il grado di r? +z nel denominatore della frazione = dell’inte- 


grando di una unita, o abbassa il grado del numeratore di una unita. 
Ponendo r? al posto di r? +z nel denominatore quando si deriva se- 
condo r? e considerando che si ha 


oy? or? 
Sag oe) > “Oy” =2(y—%), 
si vede che per ottenere dalla formola (15) una ns maggiorante la 
derivata si deve ciascuna volta moltiplicare a destra per —- Ora si ha 
2 _ 2|R* + Xr ; eee 
i wares. (2) Kae 2 
dunque ¢ 
Zi 8 
(Ve 
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Derivando secondo z, e considerando che si ha 


ee ; R2 — a? eee . R? —¢@? 
oe SOR oS oe ae 


si vede che si deve moltiplicare a destra per 
<2 (Riese), Jae 2 Hanes 
TRF )e eo Rew 
Dunque le derivazioni secondo r? 0 secondo z, abbassano nel caso di 
r,<2r il grado di Rt —a? di una unita. 


: or? or? 
Derivando —— , 
ox oy 


secondo x e y si vede nel caso r, <= 2r che 


si deve porre I al posto di 7, dunque moltiplicare per an Le derivazioni 


. OZ: On \ R2 a d? . . 2 2 
d ae) aye danno — aes a Dunque il grado di R?—a? abbassa 


al piu di una unita. 


4. Consideriamo adesso il caso r, =>2r. Se si ha una derivazione al- 
meno secondo z, si ottiene, derivando secondo x; 0 secondo r? e ponendo 
x: al posto di r? + z%, ciascuna volta, o un abbassamento del grado di u 
di una unita o un’elevazione di una unita del grado di v. 


Dunque si deve moltiplicare la maggiorazione per 


2 e 


I 


D’altra parte si deve moltiplicare o per R* —d? o per r. Si ha 


pr (Ria p RAR ads) Re erd 
epee ee ee ee 


TR? + x0 2|Re+2aP = 
Re (Rea) _ 2 Re (Re) (Re) 
[Reece PAGES kG P 


Dunque ancora il grado di R? — a? si abbassa di una unita. Derivando 
or? or? 
ee CN 


py 2 aPDIR + Gp _ 8 R—p) RI 
R<2(R-— e@,) = | R2 + 70: ? =TR? 4 


secondo x,y e considerando che si ha 


si perviene allo stesso risultato. 
Il ragionamento ¢ da modificare, se si deriva soltanto secondo r?. De- 


rivando k volte si ha 
Ce kee OR 
C+ 


Se si ha k< m—1 si pud ancora porre 1? al posto di 12 -+%. Ma 
nel caso k >>m—1 si procede altrimenti dividendo lintervallo 0, z, in due 
Si ha allora 


fe) 


intervalli 0,7 -8-0-, %.- 


ss r gas dz = y2m ra y2(m—k—1) 
ae (ies eg tT me 2 
o 
Wns d 
bale ( : ean < [ic m—k—2 a= a 
ua aA 3 
y2(m—k— 1) 


I 
Sin —k—1[re—"t) ik fi—m 


Ora abbiamo 

pr ARe — q?)e"—k—-2 
| R2 + ZGy deve ee 

2\2m—k—2 2m—k—2, 2\k 2 __ q2\2m—k—2 

yore eae Ri ce hE hs ae ee eee 

— (aR? + x: a oa 


y2m—k—2 — 


R2m—k—2 Ge =i 
| R2 4 ZG; ecm dae = 
gm +k (R — Qs) ; Ru t+k-2 (R? ai Oe amet 
as - : 
a pe ae mCi igor 


Nel caso di k = m—r sussistono le disuguaglianze 


fog Cree log ee 


I 


I, <log i = 


Ma per o<< x <1 abbiamo 


1 We! 
x log — = — 
oe 


dunque € 
Px I 
R log ; <= e > 
2 es ag 
Pr Px 


Otteniamo con cid la maggiorazione 


c, Rae: ye (R? 7s mie Soa Rw+i-2 Hees: 


atk G, m 
=C 2 2m—2 
| R? + 26, | 


oxi oy? 
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i1<2m—2, C; essendo numeri costanti, tranne nel caso di i =2m—2, 


R ; ratte 
—— > 2, nel quale caso si deve moltiplicare a destra per ae 
I 


I 
5. Calcoliamo le maggiorazioni par Gx e Gy. Abbiamo 


u\ o or? (7 8 /u 
PAies = = = 
| 1=() el se (e les 


oO 


Supponiamo m>>2. Abbiamo nel caso r, > 2r 


R? — d? r 
risa (RE HE) 


R m—2 
2 R3 (R? — a?) (R — p:) 2 R? (R — e,) (R? —a?) 
R? — d2 <= ——*+—___ exe 5 = —_? SS 
= TR? FP fo a Cee aie 
dunque ¢ 


ee ee ree) 


Ba 2 
[Fels [Re azG (eas tt BI aig Be ence 


D’altra parte 


See ‘ CRS 6.) are eo ae a(R pe 
quindi 
gnt+2 (Re a (2) (R —p Hs Ra—e 
I [eos |e : : 
( 7) | = PRE Sage emer 
Nel caso di r, < 2r si ha 
F, wes ee : eye m—I hae mt Ree R2 PFs d2 ce 
pire R x #) te mp7 pe | R r my 


Siccome 


te a 


G Teo R?r, 


segue 
Sia a 
m—tf I ae 
4 Res" x ( =| (R2 oe a?) — (R? ou d?)n 
x << ale }) ee eee I spe MANO aae ee 
| Ie = (2 ti 4) R Ba = ue R21 == 
ee 16 | R2 + ce 2 Ce pe EN eae (Re 5: 0°)" R ie 
=== R2 (R? — a’)? | R2 + ne: jem == 
16 . 2am (R —— Se (R2 = arts pa 
— | Re + xC, ee 5 
(18) in ees 5 WUE (R — e,)” (Rea?) Se < as, 


| R2 + ACs ear? 


Dunque, nel caso di m>>2 si possono attribuire a C,,C, 1 valori 
numerici 
gm+t 


(19) Co = ,) Cr= 8+ 2m, 


m 


Matematica. — Sur les soimmes trigonométriques de M. Alact. 
Nota di M. GHERMANESCO, presentata“? dal Socio T. Levi—Civita. 


1. - Mr. V. Alacia fait connaitre © la classe de sommes trigonometriques 


sin? nt 


I Pia 
(1) Ava B= soy | Sap fe + 2a 


avec p,g,n entiers positifs, q=p,n = 2 koun=2k+1, 


(2) a (k) =| Saag 


sin! t 
(0) 
destinées 4 approximer les fonctions d’une variable réelle x et qui compren- 
nent les sommes particuli¢res de Fejér ou de Jackson (r = 1, 2). 
Je me propose d’étendre, dans ce qui suit, le remarquable thcortme, 
donné par M. Lebesgue dans le cas des sommes de Féjtr, aux sommes 
Ap, (x ? k) : 


Je démontrerai donc, le theoreme suivant 


(1) Nella seduta del 18 febbraio 1934. 
(2) V. Avact, Une classe de sommes trigonométriques etc., « Bull. de P Ecole Polyt. 
Timisoara» (1925), to. I, fasc. 1, p. 84 et suiv. 


<= 20 


Tutorime. — Lorsque la fonction f (x) , de variable réelle x , est intégrable 
a dans Vintervalle (0,27), la somme trigonométrique Ap, (x ,k), attachée 
ad la fonction f(x), converge vers celle-ci, quand x augmente indéfiniment, pres- 
que partout dans Vintervalle (0,27), sig >1. 
Posons 
eQ=fe +20 +f —2)—2f@) 


On aura 


sin? th 


Ap, (*, 4) —f(*) = spf Oe 


donc 
sin? nt 
Ana Gs )—1Ol=zigf I ON aa 
sin nt a 
<anf" Ne stag 
Or on a, pour oma 
I 
aes 
donc 
sin nb |4 
Aree) — —10 = Ole 
mais pour ¥=0 on a 
sin Z 2 
x ek 
donc 
7! nI— n dt 
G) Aw @ KOS EAS -f POM aaa 


ni— * : ; : : : 
Comme a(b) est finie pour m infini (loc. cit.), il nous reste 4 nous 
occuper de l’intégrale 
n dt 
(4) uf Ole 
Posons 


o=| le@la 


wv 
i 
re) 


=e ee 


et intégrons par parties dans (4); on a 


are aa) Hess [oo tin: 


La partie intégrée du second membre tend vers zero; il reste donc 


n? dt ®() nat 
= feo titel 20 ote, 


I 
<—- 
nt 


parce que 


I + nt 
Mais 


leOl=|f@+2)—-f@(+1f&—2)9—-f@| 


pour f = Oen tout point x de lintervalle (0 , 27), 2 Vexception d’un en- 
semble de mesure nulle; il s’ensuit 


Nous pouvons donc, déterminer un nombre positif 3, tel que pour 
o<t=68, nous ayons 


O(t 
90 < 
de sorte que 
Ce \ ® =) 
® (¢) ng e na dt )/ ng dl 2 
haea ceva (1 + ni * ) F CRE an ) 
car 
> ng dt ng dt | 
5 Se = 5 I. 
(1 + nly ( tin (1 + nt)t : he= 


En remontant 4 (3), on a 
lim | Ap.y (54) —f()| = 0 
n=0O 
presque partout dans Vintervalle (0 , 27). 


(1) H. Lepescug, Legons sur les séries trigonometriques, pp. 13, 96. 
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2. — Je démontre ailleurs que les sommes A.,,.,(x,7”) de M. Alaci 
s’expriment linéairement en fonction des sommes F,(x,m) de M. de 
La Vallée—Poussin, 


EG 7) = salt i: 22) (nya 


et reciproquement, en remarquant que 


sin? f 


(en) | f(x + 21) sine mt Der—> : ja 


ou 


D2 r—2 I — » AR 
sin? t Sia oy 
A; étant des constantes bien determinées. 
Il s’ensuit que les sommes F, (x, 1”) convergent aussi presque partout 
dans lintervalle (0 , 27), 4 cause de la convergence des A,,,(x, 7). 


Meccanica. — Sulla propagazione di onde elastiche superficiali. 
Nota di R. Ernaup, presentata‘? dal Socio T. Levi—Civita. 


In natura si presentano talora onde elastiche di tipo superficiale, e cioe 
onde che si propagano entro un piccolo strato superficiale di un corpo, senza 
penetrare nell’interno del corpo stesso. I meccanismi che limitano le vibra- 
zioni elastiche allo strato superficiale, possono essere di vario tipo; e in cor- 
rispondenza ai vari tipi di meccanismi esisteranno vari tipi di onde elastiche 
superficiali. 

In questo lavoro prenderemo in considerazione quei meccanismi che, 
nel circoscrivere le vibrazioni elastiche allo strato superficiale di un corpo, 
rendono sensibilmente verificate in tutto lo strato le condizioni di sforzo 
nullo valide alla superficie del corpo, e stabiliremo le equazioni differenziali 
alle quali soddisfano, in tali ipotesi, le componenti dello spostamento elastico. 

Consideriamo dunque un corpo C, isotropo, anche non omogeneo, li- 
mitato da una superficie o, e indicheremo con o’ un/altra superficie, posta 
alVinterno di C e vicinissima a o. 

Sulla superficie o assumiamo come linee di riferimento le linee di cur- 
vatura oa = cost. 6 6 = costs -cusia 


(1) ds? = E da? + G dpe 


(1) Nella seduta del 18 febbraio 1934. 
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il quadrato dell’elemento lineare su o; siano inoltre R, e R, i raggi prin- 
cipali di curvatura, presi col segno + o —, a seconda che i centri di 
curvatura sono interni o esterni a o. Sulla normale alla superficie o, con- 
dotta per un punto P, fissiamo come verso positivo quello rivolto verso 
Pinterno del corpo C e indichiamo con z la distanza di un punto Q della 
normale dal punto P; onde, se « e B sono le coordinate del punto P, noi 
potremo caratterizzare il punto Q mediante le coordinate «,8,z. Il sistema 
di riferimento, che ha come superfici coordinate le rigate « = cost. e B = cost. 
e le superfici x = cost. parallele alla o, sara quindi un sistema triplo orto- 
gonale, e il quadrato dell’elemento lineare nello spazio, riferito a questo 
sistema, sara dato dalla formula: 


(2) ds? = h* do? + h, dQ? + dz? 

ove 

, 2S ame se z 2 . Dye 734. K 23 
(2') pei &) : = G(x <) 


Supponiamo ora che lo stato vibratorio del corpo C sia limitato allo 
strato V compreso fra le due superfici o e o’ e indichiamo con uw, v, w 
rispettivamente le componenti dello spostamento elastico secondo le linee 
es ~ Brees 

Per determinare le equazioni differenziali alle quali soddisfano le fun- 
zioni u, v, w applicheremo il principio di Hamilton. A tal uopo calcoliamo 
anzitutto ’energia elastica Q del nostro sistema. 

Rappresentiamo con ea, €p 5x5 Cap » ax » ¢B; gli allungamenti unitari e gli 
scorrimenti, definiti dalle relazioni: 


| I ou I ob, othe I oh; 
hee pee v bik, ep emce 
I ov ie ae I oh, 
= — — + —_- — — w 
a h, op 1 bh, h, oa DS peimer 
- ow 
De —_— “Og 
G3) bh, Ofv n h, x (F 
cf h, ea \h, h, 6 \h, 


e indichiamo con A e pi parametri elastici di Lamé, che, per maggiore ge- 
neraliti, supporremo funzioni arbitrarie del posto, L’energia elastica del 


nostro sistema sara allora: 
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(4) =F /[Q +24) Geen + GP + 


2 2 2 
i 1 (Cop + eu, + &3. — 4la ep — 4la ez — 4ep e,)} dV 
Trasformiamo ora I espressione dell’energia elastica, tenendo conto 
dell’ ipotesi che in tutto lo strato siano verificate le condizioni di sforzo nullo 


(i CoN Vawe 
valide alle superficie del corpo. A tal uopo indichiamo con az, Bx, 7 le 
componenti secondo le linee «, B, x della forza elastica che agisce sull’u- 
nita d’area disposta normalmente alla linea z ; esse sono legate agli allun- 
gamenti unitari e agli scorrimenti dalle relazioni: 


oN (aa a 
(5) ax =p, 3 Br= pe 3 2X =(A+ 2)e, +A(Ca +e) 


L’ipotesi che le condizioni di sforzo nullo siano verificate non solo 
sulla superfice o, ma in tutto lo strato superficiale, implica che siano veri- 
ficate identicamente le relazioni: 


an = Pk = = 0 
che, tenuto conto delle formule (5), si esprimano in forma equivalente : 
(6) Cate OR Py ae cuhestG 10 shames eevee (éa + eg) 
Oe ea > [hg ae > Reames Kee 2p 0, B 


Trasformiamo dunque la (4), tenendo conto delle relazioni (6); con 
facili calcoli si ottiene: 


G) a=sf 


Cid posto, determiniamo la funzione Lagrangiana del nostro sistema, 
uguale alla differenza fra l’energia cinetica e Penergia elastica. Dalla for- 


mola (7) si deduce allora che la funzione Lagrangiana si puod scrivere nella 
forma: 


Oo ensfhlay+@+E8)]- 


ZONE 52) ene 4Ap. 2 
ations ve +6) + cute + oly aV 


Ove @ rappresenta la densita, che noi potremo anche supporre funzione ar- 
bitraria del posto. 


Nella formula (8) esprimiamo finalmente a8, €ap in funzione delle 
componenti #, v, w dello spostamento elastico. Applicando le (3), si trova: 


ou \? ov \2 ow \2 A, fou\?, A, /ou\? 
[tal] +) +) |- ER) +2) + 
A,fov\? _ A, fov\? 2Ap ou dv ou ov 
Orleans ap t Yap ot 


A+ 2p da op OB oa 
+ (B,u+B,v+B, w) a, + (By u+B, 0) g + Bou + By) = 


ou 


NERS ieee 


+ C,uv + C,uw + Ce vw | da dB dz 


ove P;, A:, B:, C: sono definiti dalle equazioni: 


a ge en SUOMI we 


Atay bh,’ righ: , 
oe fangs _ 4u (A+ p) br 
Ame 3 AE 
pe 2Aan 1 oh, | B, be Oa) rae 
ee ised 6s neers Pee 


Au(A+ p) hb. eh, oxy ob, 


PN fon be me AP oe & 
fae u oh, bi at os oh, 
) hk; 0B : h, em 
oh, oh, 
B= 4-6 Wie: oe 
he 4p(A+ yp) I oh, | poe 2dp 1 oh, 
Lee hen! Che Neth, 66 


u roe 2) 
= h, abe: a. i an 3B ; 


cn SEP) «(S) 


ay ee 


A+ Delonte Det eps 4au oh, 
= eon aes Gy ry lee 2p aX 
CUINTN oP Ue I dh, doh, 

At2u hh, B ca 
4u(A+ p) I Oa oy. MNT =| 
Me nee eR Le Le, 0X 
alee wu) 1 Ob; , 2Ap I ob 
ep 


= 


oh, 
On 


C,= 


J 

} 3 —4e +p) be 2 ses 2au 3h, 
a A+2yn hb A+ 2p ox 
Cr= 

l 


Aton hy mw  At2nh, KX 


-|- 
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Dalla formola (9) si vede che la funzione Lagrangiana non dipende 
dalle derivate di u, v, w fatte rispetto alla variabile z, che puo di conse- 
guenza essere trattata come un semplice parametro che entra nell’ espressione 
dei coefficienti. P, Ays<B; , C.. 

Siamo ora in grado di applicare il principio di Hamilton; esso dice 
che deve essere verificata la relazione: 


ay Ligheic 


per valori di du, dv, dw, nulli Ak estremi dell’ intervallo t, !—! t, ; si giunge 
cosi al seguente sistema di equazioni alle derivate parziali: 


flew é Ou 2h ov 
Pop wala 5 etipag Bt bet Be) 
) ou OU 
sa (4 5 ap b Hee +B, 0) + Be 2+ Basg + 
eB. 4B, 


+ C, 


xe sp) + Cv + Cow =o 


es o2VU } Ov Out 
11 | ee (As se + 3g F Ben) — 


A) ou 2rw oul ou Out 
(4. 38 eon oe + Bg 1 B.o0) } BS 3 ern 
+(-S— =) + Cu +Cew =o 
on op 


o2wW Ou. ov 


Pop t+ Bay + Broag 


Le equazioni | II | sono le equazioni fondamentali che regolano la pro- 


+ C,u+Cov+C,w=0o 


pagazione delle onde elastiche superficiali che sono compatibili con quei 
meccanismi che, nel circoscrivere le vibrazioni elastiche allo strato superfi- 
ciale di un corpo, rendono sensibilmente verificate in tutto lo strato le con- 
dizioni di sforzo nullo valide alla superficie del corpo. 


Vediamo che cosa diventano le equazioni [zr nel caso di un corpo 


limitato da un piano indefinito, che assumeremo come piano xy in un sistema 
di coordinate cartesiane ortogonali, e nell’ipotesi che A, p e 9 siano costanti. 


Dalle equazioni 21 si ricava allora, tenendo conto delle relazioni EOE 


/[ eu 4uAtp) Yu 3Au+2p ay 32u 


ae A 2u 8xt ~ Rf op axdy Map ° 
(12) ov 4uAa+typ) oy 3 Ap 4.22 ORs 4 ee 
foe, Nee BP 4 Xb ous Geoy men ove = 
o7wW 
=0 


DalP ultima delle equazioni (12) si deduce intanto w = 0, a partire da 
uno stato naturale di quiete. Ne segue che le vibrazioni elastiche superfi- 
ciali compatibili coi meccanismi del tipo considerato in questa nota sono, 
nel caso piano, puramente orizzontali, ed inoltre indipendenti da z. 

E interessante osservare che le ine prime equazioni (12) ammettono 
soluzioni corrispondenti a due tipi di onde piane: e cioé onde piane in cui 
lo spostamento elastico ¢ ortogonale alla direzione di propagazione (onde 
trasversali) e onde piane in cui lo spostamento elastico é parallelo alla 
direzione di propagazione (onde longitudinali). 

Le equazioni (12) ammettono infatti la soluzione : 


anes eae FI 


corrispondente a onde trasversali, e la soluzione: 


>, Paden 4u(A+ p) a 
(13’) n= 4(s an » v=o 


corrispondenti a onde longitudinali; @ e t essendo funzioni arbitrarie. Dalle 
formule (13) e (13’) si vede appunto che le onde piane trasversali e lon- 
gitudinali si propagano rispettivamente colle velocita V, e Vi definite dalle 
relazioni: 


=e 4p(A+ p) 
(4) Mi “(A+ 22) 


Ora @ noto che in un corpo elastico omogeneo, infinitamente esteso 
in ogni direzione, sono possibili onde piane trasversali che si propagano 


colla velocita [2 e onde piane longitudinali che si propagano colle ve- 
p 


locita —- Ne segue che, nel circoscrivere le vibrazioni elastiche 
ad uno strato superficiale piano, i meccanismi del tipo considerato in questa 
nota non influiscono sulla velocita delle onde piane trasversali, ma alterano 


invece la velocita delle onde piane longitudinali: precisamente riducono — 
nel caso che il coefficiente di Poisson si assuma uguale a '/, — la velocita 


delle onde piane longitudinali da ye a Ve 


Ringrazio vivamente la Fondazione “ Dottor Ugo Fano”, presso I’ Uni- 
versiti di Torino, che mi ha assegnato una borsa di perfezionamento per 
anno accademico 1933-1934. 


RENDICONTI. 1934, Vol. XIX. 15 
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Meccanica. — Suill’eccentricita dell’orbita nel problema de due 
corpi di massa variabile. Nota IY di D. Grarri, presentata‘ dal 
Corrisp. P. BuRGATTI. 


3. In una Nota precedente alla quale rimandiamo per il significato dei 
simboli e per lordine delle equazioni abbiamo stabilito un limite superiore 
per la differenza |e(#)—«,|. Ora vogliamo anzitutto stabilire un altro di 
questi limiti superiori pil adatto per alcune leggi di variazioni di massa. A 
questo scopo riprendiamo le equazioni (5) e (6) della Nota precedente e cam- 
biamo in esse la variabile t nella variabile + definita dall’equazione: 


(21) v= | Be 


Allora le (5) e (6) diventano : 


dB 
de dt COS 1 
i) je Le I — €cos ut 
ts aie 
dw (1—e? so dt ({senu sen w COs u 
(23) dt _2n03 27 By we pen ere —ecosu } 


Ora queste equazioni sono formalmente identiche a quelle considerate 
nella Nota precedente. Allora indicando con 7’ il valore, preso col segno cam- 
biato, di t corrispondente a —?’ si ha): 


; ad log B| 2703 B(—7 
(24) je(—7')— eg |= near ee a ee 
(1 ais ado) 
OBE | Re ee eee ee 
dt? max . 2 3 dt max 
Cr ae eae Cs ae een) 


(1) Nella seduta del 4 febbraio 1934. 

(2) A rigore la @ in questo caso risulterebbe minore di quello trovato nella Nota pre- 
cedente, ma dello stesso ordine di grandezza. Per non coniplicare le cose lasciamo alla 0 
la stessa espressione. 


Questa formula € particolarmente adatta quando le masse m, e m, dei 
due corpi variano secondo le leggi: 


(25) == 0. 


dove a é una costante positiva, 7 un esponente opportuno. Sembra da al- 
cuni studi del Jeans“) che in pratica le variazioni di massa avvengano proprio 
secondo queste leggi e che anzi lan si aggiri attorno al valore 3. Noi fa- 
remo il calcolo nell’ipotesi m >>3, sebbene il calcolo nel caso n =3 non 
offra alcuna difficolta. 

Avremo intanto indicando con B, e B, rispettivamente i prodotti Km, 


a 
eke con la 


(26) ees i = bp 


Vediamo ora di trasformare l’equazione (24) in modo opportuno in base 
alle leggi (26) per le variazioni di massa. Cercheremo anzitutto un valore 
|d log B d? log B 


maggiorante per = 
foto) Pp | dt dx 


i > 1/e per B,-e.B, positive si ha@ 


. Se teniamo presente che per 


max 


max 


G7) BL PB! = @.£ Bs) Be Bi 4 BY BARBS! =A(B aL Bet, 


Si trovano subito le relazioni: 


dB 
9 ‘dt |B" 
(28) ee > Bl< yee ast | = bBr—3 
d* log B a?B dB | 
(9) | dz? eae dv ce 


b 2 —T 2n—I n n 
= pel (mB * + mB2"") (By + B.)— 3(Bi + B2)*)| = 


(1) Jeans, loc. cit. Nota prec., pp. 130-131. 
(2) Queste due relazioni si dimostrano nel seguente modo. Anzitutto si osservi che 
esse sono valide nel caso By = B,. Se invece B;==B, ossia per fissare le idee B; > Bz 


si vede subito che si ha B" + Bi a +(§ _\ pr e che la 1 += 2)" se considerata come 


funzione di 2 é decrescente mentre la (: +5) é€ una funzione crescente di 2. Poiché 
I 
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b? on on on—1 Be ie 
= 7 ((# — 3) (BY + Be + Br Bs + BiB, —) + 
+38: By (Bi be 


b 2m 2n—2 ie EP 
Percid indicando con Bmax il massimo di B in (—?’,0) si ha sempre: 


= tame 2 be 33 : 
= (bBY=) (» 3.) 


Calcoliamo ora un limite superiore per 7’. Poiché si ha: 


d? log B 
dt? 


dt 


<bBinax’ 


max 


max 


se 


Co) = = — b(B; + B:) = — bb". 


Integrando da un valore generico ma negativo del tempo, fino allo zero 
si trova: 


(31) B28, 601) Be Det 
Allora si ha ricordando che n>3 


2 


(32) v={ Bedi =B; | (1 eG = Ba 


a) 


m—1 1 Oho 1) Da $s I 
= (= 3) BE n—1 Ga 3) bbe 


Sostituendo nella (25) si trova subito con facili passagei ricordando che 
il massimo valore di B si ha per t= — 7’ 


(33) je(— a1) — 29] opr" (A) = OT, log) 4 


n— 


3 
ae __ -!)\2n—6 ee \ a — 
Ts eee er: ) T, 72" 4 bBIT* (1 t nae) Ts (S a ae ‘i 


queste due ultime espressioni coincidono per n=1 ne resulta per #1 1+ (= Bs (: —- al 


che moltiplicata per BY da la prima relazione del testo. In modo analogo si dimostra la 


seconda della (29). 
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4. Passiamo ora ad applicare i risultati ottenuti studiando la variazione 
di eccentricita dell’orbita delle stelle doppie. Naturalmente per applicare le 
nostre formule bisogna conoscere come varia la B in. funzione del tempo 
ed a questo proposito abbiamo le leggi proposte rispettivamente dal Jeans 
e dall’Armellini. Di quest’ultima legge ho gid fatto uso nella mia Nota al- 
Accademia di Torino calcolando in base ad essa un intervallo di tempo nel 
quale la & dell’Ursa Mayor (e non la come si scrisse per errore) subisce 


5 ale ° eee : I eo : 
una variazione di eccentricita inferiore a are Noi rifaremo qui lo stesso 


calcolo verificando cosi che le formule ora ricavate si trovano valori di 
molto pil grandi di quelli calcolati nelle mie prime Note. 

La legge proposta dall’Armellini si compendia nell ipotesi che la varia- 
zione di B col tempo sia espressa dall’equazione differenziale: 


G4) dpi = .Bdi 


dove A é un parametro dipendente dalla natura della stella, che in prima 
approssimazione supporemo invariabile dal tempo. Di questo parametro e 
facile dare un significato fisico in base all’ipotesi largamente verificate in 
pratica, che la B (0 che é lo stesso la massa del sistema) subisca in un 
anno variazioni trascurabili. Allora come segue subito dalla (34) A rappre- 
senta la diminuzione di massa in un anno divisa per la massa stessa. L’equa- 
zione ci dice dunque che la B varia con la legge esponenziale. 


G5) B = Boe-™. 


Calcoliamo ora con questa legge un limite superiore per Je(t) — €0|. 
Conviene su questo caso applicare la formula (20) della Nota precedente. 
Si ha subito allora: 


(36) Je (t’) — ¢o| = OT, e+ AT: (1 + Emex)- 


Applichiamo anzitutto questa formula alla & dell’Ursa Mayor che ha una 
eccentricita all’epoca attuale di o.41 e un periodo di 59.81. In base a questi 


2 Ie 26 . 9 “ 
dati supponendo Ae = <6 Si trova che @ & sempre inferiore a 100 e T, a 62. 
10 


Supponendo come nelle mie prime Note 4 = r0—* la /’ resulta superiore 10*° 
anni. Siccome in dette Note t’ era dell’ordine di 2.3 - ro" anni e certamente 
inferiore a 10% anni, si vede subito che le formule ora sviluppate condu- 
cano a resultati molto migliori. Ma cerchiamo piuttosto di applicarle a que- 
stioni pi generali. In una tabella dovuta all’Atken e riportata dal Jeans ‘) 


(1) JEANS, loc. cit., p. 291. - Abbiamo arrotondato in queste espressioni Pultima 


cifra di ¢. 
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nel suo libro citato le doppie visuali sono divise in tre gruppi di eccentri- 
cita media 0,44, 0.51, 0.54 e€ periodo medio rispettivamente di 31.3, 74.4, 
170 anni. Noi limiteremo i nostri calcoli a quest’ultimo gruppo pit sfavo- 
revole per le nostre formule determinando ancora per quale intervallo di 
I 
100° 
percio la nostra formula (36) dopo aver calcolato 8 e T, ponendo per quanto 
si é detto «, = 0.54, IT, = 170 anni, per cui risulta 0 inferiori a 200 e 
T, = 180. Si ha allora: 


tempo l’eccentricita subisce una variazione Ae inferiore a Applichiamo 


|e(— #’) —e,|< 200 & 180A72'+ 1801.54 A. 


Da questa formula si calcola facilmente un limite inreriore per 1’ cioé 
Pampiezza di-un intervallo precedente l’epoca attuale in cui le variazioni di 


eccentricita sono state inferiori a pe Noi abbiamo fatto questo calcolo per 


diversi valori di A cominciando da 10—% anni (ordine di grandezza del va- 
lore che secondo calcoli del Jeans“) deve competere al sole), e i resultati 
sona riportati nella seguente tabella: 


r TOSs73 Sele 27) TO Ft OR 20eg O79 at Omen O my 
limite inferiore per / 2.7°1019 2.7-10!7 2.7-10!5 2.7-1013 2.7+10' 2.7-109 2.7-107 
U 
» » w(t) 2.72107 — g2.7-108 92.7105 e27*104 = g2.7+103 27 e2-7 


Mo 


Si vede da cid che Pintervallo in cui la variazione di A resta inferiore 
I : bad: 
an ha valori enormi. Solo per A = 10~9 esso diventa dell’ordine di gran- 
dezza dei numeri presi come vita media per gli astri, ma solo per A= 10 
m(— t’) 
m 


10) 


i rapporti potrebbero assumere valori non troppo elevati. Facciamo 


ora lo stesso calcolo in base alla legge del Jeans, cioé nel caso in cui la B 
vari secondo le relazioni rappresentate dalle formule (26). Come si disse il 
valore di » si aggira intorno al 3; anzi il Jeans avrebbe trovato miglior accordo 


con i dati sperimentali supponendo ©) n = 3.4 e noi ci porremo appunto in 
questa ipotesi. 


: : dm 
(1) JEANS, loc. cit., p. 131. Il Jeans dice che — per secondo vale 2.1-10—21 e per 
m 
anno 6.7-10—1"4, 


(2) Il Jeans suppone la perdita di massa proporzionale alla Juminosita L della stella 
€ trova poi che la formula che meglio rappresenta il legame fra Juminosita e massa con- 
siste in una proporzionalita fra luminosita e potenza 3.4 della massa. Nel seguito perd il 
Jeans forse per semplificare le cose suppone n = 3. Bisogna notare che il caso in cui B vari 


dB 
secondo la legge oo aB} & stato trattato con altri metodi dal prof. Burcarti (« Rendi- 


conti Accademia delle Scienze di Bologna », 1933). 


E da notare che supponendo la massa variabile secondo la legge del 
Jeans per un certo valore del tempo detta massa diventa infinita, e anzi in 
base a questo fatto il Jeans ha determinato un limite superiore per Veta degli 
astri. Allora il valore dit che si calcola con le nostre formule risulta sempre 
inferiore a quello attribuito all’eta degli astri, percid conviene pil che altro 
verificare se sono possibili variazioni di ¢ per variazioni non troppo grandi 
della massa. A questo scopo ci serviremo della formula (33) ponendo in 
essa nm = 3.4. Si trova allora: 


|e(— 1’) —eo. |< pr (SO). 180 + 200 log Aen 4 


I. : 0.8 - 0.4 
bBo - 180: 155 (8) + bBo * 1.55 = 180(5-] : 
Per applicare queste formule occorre conoscere il valore di bBo”. 

Ora con lo stesso ragionamento fatto a proposito di dé facile convin- 
cersi che esso rappresenta la massa perduta in un anno da un sistema di 
massa m, divisa per la massa del sistema stesso. Essa sara percid nel caso 
del sole uguale 6.7-107"4. 

Nel caso di altri sistemi esso potra variare al variare della massa di 
essi, e disgraziatamente nella tabella citata dal Jeans e di cui abbiamo fatto 
gid uso, manca il valore delle masse. Percid abbiamo fatto calcoli per va- 


lori di bB%—? corrispondenti a masse uguali, dieci e cento volte maggiori di 


quella del sole. 
Abbiamo trovato i seguenti risultati: 


bB* 0.67 + 10-33 0.67 + 10— 10.6 0.67.10—8.2 
Massa del sistema (sole 1) I 10 100 
oper Ae m(—t 
limite inferiore i) 1010 10° 102-5 


m(O) 


Si vede da questa tabella che per avere una variazione di eccentricita 
I AEN oes HS: 
uguale a FOG oe che la massa diventi almeno ro—%° volte pit piccola 
I 


del suo valore iniziale per i sistemi con massa uguale a quella del sole, un 
milionesimo del valore iniziale per quelli con massa uguali a 10 volte quella 
dal sole e un trecentesimo del valore iniziale per quelli con massa 100 volte 
maggiore quella del sole. Si ricordi poi che questi calcoli sono stati fatti per 
un gruppo di visuali in condizioni pit sfavorevoli per le nostre formule. 

Ovviamente altri risultati si potrebbero ottenere ammettendo altre leggi 
per la variazione di massa. Ad ogni modo crediamo di aver sviluppato un 
metodo che permetta di verificare se con certe ipotesi sulla legge di varia- 
zione di massa Je corrispondenti variazioni di ¢ restano insensibili per inter- 
valli di tempo sufficientemente grandi. 


Meccanica. — Sulle oscillazioni periodiche dun sistema dinamico. 
Nota di D. C. Lewis, Jr.“, presentata™ dal Socio T. Levi- 
CiviTa. 


In un recente articolo®) il prof. Birkhoff ed io abbiamo dimostrato 
Yesistenza d’una infinita di movimenti periodici attorno a un dato movi- 
mento periodico di tipo generale di stabilita nel caso d’un sistema dina- 
mico con m + 1 gradi di liberta. Il metodo consisteva nella riduzione del 
sistema dato di equazioni differenziali di ordine 2” + 2 (coll’aiuto dell’in- 
tegrale dell’energia e dell’eliminazione del tempo) a un sistema di ordine 
2n del tipo, 


aXxi oH ay; oH 


(1) di dy; 9 Aya a ) piseel ED ee ahs. 


Qui, H € una funzione analitica delle x,,y,,++* Xn, yn e di t; ed @ pe- 
riodica per rispetto alla ¢ col periodo 27%. II movimento periodico dato si 
presenta come « un equilibrio generalizzato », x; = y; =o. Naturalmente 1 
non denota qui il tempo, ma una coordinata angolare, e le varie soluzioni 
delle (1) corrispondono, nel sistema originario™ dell’ ordine (21 + 2)esimo, 
a dei movimenti aventi tutti la stessa costante d’energia. Il problema era di 
trovare delle soluzioni periodiche delle (1) vicine all’origine con periodi i 
quali siano multipli interi di 2. Questo fu compiuto con metodi che erano 
essenzialmente generalizzazioni appropriate di quelli gid usati dal Birkhoff 
Hel caso. 7 Fr 

In questa Nota voglio fare vedere che gli stessi metodi conducono a 
dei risultati importanti anche nell’intorno di uno stato di equilibrio del tipo 
generale di stabilita. In realta, dimostreremo lesistenza d’una infiniti non 
numerabile di movimenti periodici attorno al punto dato d’equilibrio. Questi 
movimenti periodici non hanno la stessa energia, ma sono distinti da quelli 
gia studiati da J. Horn), 

Le equazioni attuali del movimento saranno della forma (1) , pero colla 
H indipendente dalla 7, anziché periodica come si era supposto sopra. Natu- 
ralmente, nel problema presente, a differenza di prima, la t denota il tempo. 


(1) National Research Fellow. 
(2) Nella seduta del 4 febbraio 1934. 
(3) «Annali di Matematica», ser. IV, to. xu, 1933, pp. 117-133. 


(4) G. D. Birknorr, Dynamical Systems, « American Mathematical Society Colloquium 
Publications », cap. VI, §§ 1-3. 


(5) «Zeitschrift fir Mathematik und Physik», Bd. 48, 1903, pp. 400-434. 


Si puo osservare qui che per 7 = 1 le equazioni sono integrabili per 
una quadratura, e perciO i metodi originali del Birkhoff per trattare il pro- 
blema dellequilibrio generalizzato non danno niente di nuovo per il pro- 
blema delVequilibrio ordinario. Solamente per m= 2 otteniamo dei risul- 
tati effettivi. 

Assumiamo dunque che Vorigine ¢ un punto ordinario di equilibrio. 
Con una normalizzazione preliminare delle coordinate la H puo scriversi 
come segue @); 


H SN a): +P (X11 ++ Xn Vn) + K(X, Yr 922? Xn 5 Yn), 


~=1 


dove le A; sono costanti (gli esponenti caratteristici). P ¢ un polinomio del 
grado wp + 1(8n + 5), al pid, negli m prodotti x, yr +++ Xn Yn, € manca 
dei termini costanti e lineari. K @ una serie convergente di potenze delle 
Xt5Vry¢** Xn, Yn € Comincia coi termini di grado non pit basso di 2u+43. 
Si suppone pure che il determinante dei coefficienti dei termini quadrati 
di P non sia zero. Poiché il punto d’equilibrio é stabile, le variabili nor- 
malizzanti x; e y; sono complesse coniugate, mentre i coefficienti di P e 
le A; sono numeri puramente immaginaril. 

La soluzione delle (1), la quale per t =o prende i valori x; = xio, 
yi = Yio, pud scriversi nella forma, 


Xj = ig et fhe + OP/9 (io Yio)] 4. Xi (t, Xo Yo) 


ie e— tA; + OP/ACio Yio] + Y; (t SF Ns) 


yi 


dove Xi(t,%0,¥o) € Yi(t,%o, Yo) Sono serie convergenti di potenze delle 
X10 Vi0*** Xnoy Jno, 1 Cui coefficienti sono funzioni analitiche di ¢. Sane 
serie cominciano con termini di grado non pit basso di 2~-+ 1, e con- 
vergono uniformemente, entro ogni intervallo prefissato per 1, se le Xjo 5 Yio 
sono abbastanza piccole. 

Sia + un numero arbitrario positivo. Ponendo t = 7 nella soluzione 
sopradetta si definisce una trasformazione T, dell’intorno dell’origine in se 
stesso. Nelle coordinate polari modificate, 


6; = tang—* V—1(ii—*) (i+ yw) ,w=—«y, Ts 


viene nella forma, 
iy = Wig + Ui (Uo , Vo) 
0;; = OFe + M: (uo) ale Q; (Uo ? ve) ) 


(1) Cfr. G. D. Birxnorr, Dynamical Systems, cap. Il, § 8. 
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n 
dove Mi(vu) = i+ D cjuj +--+ & un polinomio nelle u,,+++ un di 


tes 
srado p al pil. Il determinante |cij| ¢ diverso da zero. Ui (uw, 8) ¢ una 
serie convergente di potenze delle il? ? con coefficienti che sono 
funzioni analitiche periodiche delle 0, ,--+ 9, col periodo 2%; essa comincia 
con termini di grado non pit basso di 2% + 2. ©;(u,6) © una espressione 
della forma fi(w, 0) /[u?” + gi(u,®)], dove fi(u,0) e g:(u, 8) sono serie 
/2 


1 
moss fe 


convergenti di potenze delle u?”,-++ uz’ con coefficienti che sono funzioni 
analitiche periodiche delle 0,,-+- 0, col periodo 2. Queste serie comin- 
ciano con termini di grado non pit basso di 2u +1. 

Denotiamo con tym ,9:m +++ Unm, 9m il punto, in cui va il punto 
Uo, 9105°** Uno, Ono Sotto la trasformazione Tz, ch’é la ms! jterazione 
della T,. 

La trasformazione T, soddisfa a tutte le condizioni a cui soddisfa la 
trasformazione T, considerata alla fine della pagina 119 dell’articolo scritto 
dal Birkhoff e da me. Percid basta ripetere parola per parola l’argomenta- 
zione di quella Memoria per dimostrare il seguente teorema: 

Esiste una infinita di varietd nello spazio delle 2n variabili, Uy ,8,0-+- 
Uno>9no, su ciascuna delle quali le Oim (per una scelta adatta del numero in- 
tero m) non sono diverse dalle 0:. che per multipli interi di 2m. Queste va- 
rietd si definiscono mediante equazioni del tipo: 


Mio = Bi (O05 920 5++* Ono) (all, 2 y<ee 


(1) Loc. cit. In questa Memoria ci sono disgraziatamente degli errori tipografici, dei 
quali i pil importanti sono: 
p- 117, linea 1: in luogo di «Comptes Rendus 1921» leggasi «Comptes Rendus 192»; 
n 


n 
p- 123, linea 8: in luogo di « u2 & io », leggasi « n? & io »3 
/= I jor 


p. 126, nella formula (5.7) Vespressione: (1 + e—V20 + 9?) dovrebbe avere l’espo- 


nente m. 


p- 126, nella formula (5.8) l’esponente della e dovrebbe essere: Es +o, invece di 
—l4 +o; 


p. 129, la formula alla fine della pagina dovrebbe scriversi come segue: 


n -) n 5 
x gij oft = x ji Si = Sir; 
i 


1 Oly joa OuE 
p- 129, linea 24: in luogo di «K» leggasi «x»; 


p- 132, linea 4: in luogo di «K» leggasi «x»; 


3 
Gy: 


: 3 : a SD : 
Pp. 132, linea 8: in luogo di «Az, 4» leggasi «Ann 4M»; 


Pp. 133, linea 18: in luogo di «Osm» leggasi «O< m». 
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dove le B; sono funzioni analitiche, uniformi, non nulle, ¢ periodiche col pe- 
riodo 2% per rispetto alle O15,+++ Ono. Di pitt, se ce dalo un numero posi- 


V0 &<—, queste varield st possono sceghiere in modo che (sulle varietd) le 


Uio rispondano alle seguenti condizioni: 
ie q 


I. Ujo | Uko == 2% per ogni coppia di indici, j,k =1,2,+--n. 
n 


2. > ujo[=C] sia arbitrariamente piccola. 


jar 


3. O< m= KE", dove K & indipendente dalle tio . 
E ben noto che 


I 


2 


Poet D3 (Xim d Yim —— Vane aXim — Xio dyin ais Vio ahs) — 


t=1 


— 3 (vim A0in — Uio di) 


é un differenziale esatto; e, poich¢ O0im = 90;, (mod. 27) su una varieta 
chiusa del tipo sopradetto, la funzione 


J (91. ) 020 Seetene Ono) = Po (Uim = lie) d0i. 


t=T1 


[dover tic 8; (07, ,030.*° > Una) 


rimane definita univocamente a meno di una costante additiva. E ovvio che 
devono esistere punti dove dJ =0, e che ognuno di tali punti ¢ necessa- 


riamente invariante sotto la trasformazione T?. 

Dunque, il movimento che ha un punto invariante come sua posizione 
iniziale per t= 0, ¢€ periodico col periodo mz. 

Poichée la H é indipendente dalla ¢, ogni punto di questo movimento 
& anche invariante sotto Ty e giace sulla medesima varieta. Percio, i punti, 
dove dJ =0, non sono mai isolati nel problema presente. 

Attesa la scelta arbitraria del numero positivo +, si dimostra facilmente 
che questo metodo di luogo ad una infinita non numerabile di movimenti 
periodici. Questi movimenti sono distinti da quelli studiati dal Horn, i quali 
non rispondono alle condizioni uio/ujo=22% per la C, arbitrariamente 
piccola. 
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Meccanica. — Corrente traslocircolatoria che investe una lamina 
bilatera. Nota di L. Sona, presentata “? dal Corrisp. U. Cisormi. 


In questa Nota considero il seguente problema d’idromeccanica piana. 
Una corrente traslocircolatoria stazionaria investe un ostacolo costituito da 
una lamina bilatera a lati uguali. Il liquido in moto si estende indefinita- 
mente e si suppongono assegnate la velocita all’infinito e la circolazione 
intorno all’ostacolo. Per questo studio si presenta la favorevole circostanza 
che il piano del moto, tagliato dalla lamina, si puo rappresentare, in modo 
conforme, mediante una relazione in termini finiti, in un piano con un foro 
circolare. 

Determino dapprima tale trasformazione, deduco poi il potenziale del 
moto e la velociti facendo anche alcune considerazioni sui casi particolari 
che si possono presentare. 

In una prossima Nota mi occupero delle azioni dinamiche esercitate 
sulla lamina dalla corrente investitrice. 


1. Trasformazione conforme. La lamina bilatera che si considera abbia 
il vertice nell’origine e l’asse x per asse di simmetria. Sia « langolo che 
la direzione negativa dell’asse x forma col lato superiore della lamina, risul- 
tando cos} 


OS GS 


Sia | ]a lunghezza di ciascuno dei due lati. La lamina rientra nella 
classe degli ostacoli poligonali. Si tratta precisamente di un quadrilatero 
OAO’B i cui lati sono a due a due sovrapposti, rappresentando A e B eli 
estremi, superiore ed inferiore, della lamina; O, O’ i due vertici affacciati 
nell’origine, il primo dalla parte delle x positive, l’altro dalla parte delle x 
negative. Se a e acuto O rappresenta il vertice di un saliente, O’ quello 


: : come : 
di un rientrante; viceversa se « ¢ ottuso. Per « = pod due punti angolosi 


scompaiono e si ¢ ricondotti al caso della lamina rettilinea. Nei due vertici 
estremi della lamina l’ostacolo presenta due punti cuspidali salienti. 

Il piano del moto x = x + ty, tagliato dalla lamina, si pud rappresen- 
tare in modo conforme diretto @ nel piano ¢ = & + in, forato dal cerchio 


(1) Nella seduta del 18 febbraio 1934. 
(2) Cfr., per es., U. Cisort1, Idromeccanica piana. Parte I, p. 38 € p. 118 e sg.; vedi 
anche; A, R. Forsyru, Theory of function of a complex variable, 2° ed., p. 632 € sg. 


|€|<<1, facendo corrispondere il contorno della lamina, alla circonferenza 
|€| = 1. Per determinare la corrispondenza fra piano tagliato e piano forato, 
ai due vertici O, O’ della lamina si fanno corrispondere i due punti ¢ = 1 
e ¢ = —1, al punto all’infinito dell’ uno, il punto all infinito dell’altro piano. 
Ai due estremi della lamina verranno a corrispondere due punti della cir- 
conferenza |¢| = 1, simmetrici rispetto all’asse reale, e’: ed e—*:,. con 
o<o,< 7. La forma differenziale della trasformazione conforme, come si 
puo dedurre anche dal procedimento indicato dal Cisotti ©) per il quadri- 
latero, ¢ la seguente 


Cees) (C — eis) (G1 18 
(1) ZS ; ?: (4) dC, 


essendo k eo, costanti da determinare. Le costante o, risulta determinata 
dal fatto che, mentre si percorre nel piano ¢ la semicirconferenza y di or- 
dinate positive nel senso antiorario, nel piano z, si percorrono i due bordi 
del lato superiore della lamina partendo da O e ritornando in O’ = O colla 
stessa x = 0. Deve essere quindi 


Posto € = e* si deve quindi avere in base alla (1) 


2a 


M4 o eas 
| (cos 6 — cos o,) oe AGO, 
oO 


; ; o\, : 
Questo integrale si calcola facilmente ponendo el ae t; si ha allora 


I 
I—t k 2 ey baie Me : 
cos 6 = — , do = ——— dt, mentre i limiti dell’ integrale diventano 0 , co. 
I+ 1+ 
Adoperando formule ben note si ottiene cos} 
I ( ) I fs 
— Bega == (PCOS 6) — 6) 
eo?) * sen a ee :) sen o& ; 
da cui 
20 
(2) cos 6, = — 1, 
T 


4 2 0 
che determina il valore dio, essendo sempre — I< Seri <1¢0<o,<i%. 


(G@)elocweit- pr ti. 


Sostituendo nella (1), questa diventa subito integrabile e si ottiene, te- 
nendo conto che per € = 1 deve essere 7 =0, 


0 H-peey* 


che ¢ la formula di trasformazione cercata. La costante k viene determinata, 
in funzione della lunghezza / dei lati della lamina e della semiapertura «, 
dalla circostanza che per ¢ = er si ha z = 1 e/(*—®), Si ottiene dopo qualche 
semplificazione 


wcT—a 


Ee pene 
(4) i ghey (x 2 


La (3) risulta cosi perfettamente determinata. Si pud osservare che cam- 
biando « in t—a, k non varia e nella (3) si scambia solo il segno del- 


; 20 
lesponente 1 — —. 
Tt 


Tt 3 ila ; diye 
Per iate= x la lamina si apre ad angolo piatto secondo la direzione del- 


> : wT 2 : : 
Passe delle y. Si ha allora o, = a k = =e si ottiene la ben nota trasfor- 


l 


A= (tz). 


Per «=0 0 «=n, la lamina si chiude, k= 4,6, =n 0 6; =0 


mazione. 


l 
e la trasformazione diventa 
DR Gay L (+1) 
=— > oppure =—- .. 
ee C ieee la 4 C 
ve 
Per « = ae si ha la lamina rettangola; risulta o, = or te ae 


e la trasformazione assume la forma. 


2. Potenziale del moto e velocita. Indico con V il modulo della velocith 
assintotica della corrente traslocircolatoria che investe la lamina e con 6 


(1) Il Ctsorrr nella Nota Azioni dinamiche di correnti traslocircolatorie intorno ad una 
lastra bilatera ecc. (« Rend. Acc. Lincei», ser. VI, vol. XI, p. 122, 1930), assegna in luogo 


della (3) un’altra relazione la cui validita pero é limitata al casog = uae yenendo allora 


. . 2 
a coincidere colla formula ora scritta. 


re : ON 5 
Pangolo che essa forma coll’asse x; sia poi C la circolazione intorno alla 
lamina. 

Nel piano forato &, la corrente traslocircolatoria, immagine di quella ora 


considerata nel piano tagliato z, ha per potenziale come é noto 


I 


(5) JO == Ve-O(64 5") + Slog, 


in cui k ha il valore dato dalla (4) e rappresenta il modulo della trasfor- 
mazione conforme all’ infinito dei due piani. 
La velocita complessa w, sul piano z é data dalla 


meres rds 
W= Ae dz ? 
ae Ca ; , 
in cui la Tos fornita dalla (1),‘tenuto conto della (2) e della (4). Si 
ottiene con cio 
ee CR a Bp iia 

—|Vve—#8(¢ — 2 is 

Oe edhe ieraleaaolest 


La w diventa all’infinito Ve—® come necessariamente doveva essere 
per Vipotesi fatta. Si riconosce poi facilmente per la stessa w il compor- 
tamento ben noto nei quattro vertici della lamina che sono punti angolosi. 
In particolare in A e B, dove si ha € = e: e € = e—*t, la velocita diventa 
infinita di primo ordine. In O, saliente o rientrante secondo che « é acuto 
oppure ottuso, la w ha un infinito oppure uno zero; viceversa in O’. 

La velocita si annulla poi per 


C eB Chi 


a = 0. 
e'B (G 2nV 


Le due radici di questa equazione hanno i moduli reciproci. Una sola 
di esse & quindi interna al campo del moto quando detti moduli siano di- 
seguali. Se sono invece eguali, e in conseguenza entrambi eguali a 1, ¢ 
necessariamente della forma e* e |’equazione scritta diventa 


Ck 


SORA eres tr 


A questa corrispondono valori reali per o quando {|C|k = 4xV; essi 
determinano due punti d’arresto sul contorno, punti che coincidono in uno 


solozse | Clk == Arc. 


La velocita diventa pure finita in quello dei due punti O, O’ che co- 
stituisce un saliente quando cada in esso uno degli zeri considerati. 

Nel caso C = 0, cioe quando si tratti di una corrente puramente tra- 
slatoria, i due punti d’arresto sono sempre sul contorno, e coincidono coi 
vertici O, O’ quando la direzione della corrente sia quella della bisettrice 
della lamina (8 = 0 oppure 6 = 7). 


Geodesia (Fotogrammetria). — Su di un caso particolare 
del problema del vertice di piramide. Nota di L. Sovaint, pre- 
sentata®? dal Corrisp. G. Cassinis. 


1. Un caso particolare, notevole per l’applicazione che se ne ¢ fatta del 
problema del semplice vertice di piramide ¢ quello in cui, invece di avere 
sulla lastra fotografica Ja immagine di tre punti di coordinate note, come 
nel caso generale, si ha quella di due soli di tali punti, ma in compenso ¢ 
nota una direzione, ordinariamente quella che dal punto di presa va al sole; 
naturalmente per mezzo di misure sulla lastra, conosciuto che sia l’orienta- 
mento interno della macchina fotografica, si possono conoscere i tre angoli 
che la direzione nota e le direzioni che dal punto di presa vanno ai punti 
conosciuti formano tra di loro. 

Il problema della determinazione delle coordinate del punto di presa é 
stato risoluto per questo caso, sia in modo rigoroso, sia in modo appros- 
simato. Un metodo approssimato grafico numerico ha studiato P. Dore ©), 
mentre pochi mesi fa la signora M. Piazzolla Beloch ha dato la risoluzione 
rigorosa in una Nota pubblicata in questi « Rendiconti » G). 

E noto che, mentre il problema preso nel caso generale (in cui cioe 
i tre punti noti sono tutti a distanza finita), conduce per la sua risoluzione 
rigorosa ad una equazione di quarto grado, nel caso accennato, che chiame- 
remo degenere, si riduce ad un problema di secondo grado, risolubile per 
mezzo di riga e compasso. 

Scopo di questa Nota & mostrare come dalla trattazione generale si 
deduca quella del caso degenere e come avvenga la riduzione dell’equazione 
di quarto grado in una di secondo e nello stesso tempo dedurre un altro 
semplice procedimento rigoroso per la risoluzione del problema; finalmente 
ricavare da questo procedimento un altro approssimato pit sbrigativo, par- 
tendo da valori prossimi a quelli veri delle grandezze incognite, dedotti in 
un modo qualunque (ad esempio con metodo grafico). 


(1) Nella seduta del 4 febbraio 1934. 

(2) P. Dore, Su di un problema di aero-fotogrammetria, « L’Aerotecnica »,N. 3, 1925. 

(3) M. Prazzotta Betocn, Sulla risoluzione di un problema di aero-fotogrammetria. 
Questi « Rendiconti», vol. XVIII, fasc. 1-2, 1933. 


2. La risoluzione rigorosa (direkte o exakte Lésung) del problema del 
semplice vertice di piramide nel caso generale ¢ stata data da F. J. Miller © 
in modo completo; riprendo quasi esattamente il principio della trattazione, 
la cui impostazione devesi al Finsterwalder ©), per mostrare come da essa 
si deduca quella relativa al caso degenere. 

Sieno conosciute le coordinate di tre punti del terreno fotografato 


A==(%054a5%a) > | B= Gnyyns 2a) 8 » Gace, Jex%e) 


riferite ad un sistema di assi qualunque collegato col terreno e si sieno 
misurati i tre angoli col vertice nel punto O di presa, « = BOC, 8 = AOC, 
y = AOB; si indichi con s, , 5, , 5, rispettivamente i segmenti OA, OB, OCe 
con a,b,c i lati (noti) del triangolo ABC. Applicando il teorema di Carnot, 
si ottiene il sistema: 


2 2 
\ S + So — 25,5. COSY = 0? 


(1) | 5, + 55 — 2 5253 COS.% = a? 


§$+8%—25,5,cosB =D, 


che, con le posizioni s; = us, = vs; , si trasforma subito nellaltro: 
a) [| S(1 + uw —24U 00s Y) = (cuy 


b) u2?—2ucosy+1_ (cu)? 
v2—2vcosB +1 (bv) 


(@) 
‘) i ee LOS Neier gale 
| uw? -v2—2uvcosa (av)? 


Questo sistema é di ottavo grado, ma si pud spezzare in una equazione di 
quarto grado in w(o0 in v) e in due equazioni quadratiche, che danno, una 
il valore di v(o di w) e Valtra quello di s,. Il Miller nel suo lavoro da la 
risoluzione rigorosa del sistema; ma di questo non vogliamo occuparci ; 
prendiamo invece in considerazione il caso degenere. Invece del punto C sia 
assegnata una direzione OS, ad esempio mediante 1 suoi tre coseni diret- 
tori A, ~,Vv5; questo caso pud essere evidentemente dedotto come limite di 
quello generale; immaginiamo, cid che puo pensarsi senza alcuna liniitazione, 
che il piano ABC dianzi considerato sia parallelo alla direzione assegnata ; 
nel triangolo ABC il lato AB rimanga invariato (cioe i due punti A e B 
sieno quelli conosciuti nel caso degenere) mentre i lati a e b tendano a dive- 


(1) F. J. Mitrer, Direkte (exakle) Lésung des einfachen Riickwdrtseinschneidens im 
Raume, « Allgemeine Vermessungs-Nachrichten », Jahr 1925. 

(2) S. FinsteRWALDER, Die geometrischen Grundlagen der Phologrammetrie, « Jahresb. 
der Deutsch. Math. Vereinigung», vol. 6, 1899. 
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nire paralleli e quindi di lunghezza infinita; gli angoli in A e in B del 
triangolo base tendono allora verso due valorilimiti supplementari 9 e 7 — 9; 
Vangolo @ deve ritenersi noto perché si calcola facilmente conoscendo i co- 
seni di direzione di AB e di OS. Lo spigolo OC tende a divenire paral- 
lelo alle direzioni AC, BC, cioe finisce per coincidere con OS, mentre la 
lunghezza del segmento s; diviene infinita e quindi il rapporto v uguale a 
zero; gli angoli « e B tendono a due valori limiti che indicheremo ancora 
con le stesse lettere. Nelle due equazioni 5) e c) del sistema (2) compaiono 
allora i prodotti (av)? e (bv)? che si presentano sotto forma indeterminata ; 
é facile pero trovare il loro limite quando v tende a zero e vedere che esso 
€ finito e determinato. 

Si applichi infatti al triangolo ABC due volte il teorema di Carnot 
risolvendo una volta rispetto ad a ed una volta rispetto a b; sostituendo 
nelle relazioni che cosi si deducono i valori di a?, b? ec? forniti dalle equa- 


zioni del sistema (1), si ottiene: 


(3 a) 00 = agp (ge SoH — POF + H C058), 
(3 9) by = ——t— (uv + cos a—v cos — u. cos B) 
e quindi 

(4) lim av = lim bo = [+ (cos a—u cos 8). 


Poiché av e buy tendono ad un limite comune, le due ultime equazioni 
del sistema (2) coincidono quando v = 0; cid significa che le quattro radici 
dell’equazione generale di quarto grado sono due a due coincidenti. 


3. Visto come avviene la riduzione del problema dal quarto al secondo 
grado, passiamo ora alla sua risoluzione nel caso degenere. 
Sostituiamo nella (4) ad s*, il valore dedotto dalla (2a); otteniamo: 


; uc 
lim av = 


eee (I + u? — 2ucos y) cos @ (cos a — w cos B), 


tale valore sostituito, ad esempio, nella (2b) dopo avere effettuato il pas- 
saggio al limite, conduce alla equazione di secondo grado in uw; 


(5) u? (cos? 8 — cos? @) — 2 u (cos a cos B — cos Y cos? 9) + 
+ cos? «— cos? =0, 


Supposta risoluta questa equazione rispetto ad w, per ottenere i valori di 
5, ed s, basta sostituire una delle radici trovate (la scelta tra le due otte- 
nute per mezzo della risoluzione della (5) viene fatta basandosi su notizie 


= BMS 


approssimative sulla posizione del punto di presa) nella (2 a) e quindi ricor- 
dare che s, = us, . Opportuni accorgimenti permettono, ove occorra, di ren- 
dere le formule atte al calcolo logaritmico ©), 

Per risolvere completamente il problema, bisogna determinare le coordi- 
nate del punto di presa e gli elementi angolari dell’orientamento esterno della 
macchina fotografica. Per la prima parte indichiamo due modi con cui si 
puo giungere al risultato; si puo seguire il metodo indicato dal Miller per 
il caso generale oppure procedere direttamente con la risoluzione di un si- 
stema di secondo grado di tre equazioni. Il primo metodo ha teoricamente 
il vantaggio di mostrare quali sono i casi di indeterminazione. 

Riportiamoci al caso generale; l’altezza h della piramide, relativa alla 
base ABC é data dalla relazione ©: 


i sen o sen («6 — a) sen (« — ) sen (6 — y) 
Fa ee ean eae 


dove ¢ = ee bael ens = eee nel caso degenere considerato / 
esprime la distanza del vertice dal piano parallelo alla direzione OS, con- 
dotto per AB; perd in tale caso questa formula non puo essere direttamente 
utilizzata poiché in essa compaiono dei quozienti che si presentano sotto 
forma indeterminata, ma é facile trovare il limite a cui tendono, il quale é 
determinato e finito; con semplici passaggi si giunge infatti alla espressione : 


ut 


(6) 7b = ~ tang (cos a — u cos RB) |/sen o sen (6 — a) sen (o — 8) sen (o —y). 


> 
I 


S ee See ate oarte. pet Os ee 
e p>, tang ; parte, per p= > w= OG 


, quindi la 

espressione di h si presenta sotto forma di prodotto indeterminato; perd 
: pA2%3, Te ee 

non sempre c’é indeterminazione quando g = ay perché risolvendo la (5), 


ponendo il valore cosi trovato nella espressione tang 9 (cos « — u cos B) e 
quindi passando al limite, si trova: 


li —ucosB) = : cos? «+ cos? B+ 2cosacosBcos y; 
(«) lim tang 9 (cos « SicosG : 


I 
Dire 


a 
si ha effettiva indeserminazione soltanto quando anche « = B = at E noto 


che nel caso generale) il Inogo geometrico dei punti per cui il problema 


(1) Vedi MottER, op. cit., p. IT. 
(2) Vedi E. Hamer, Lehrbuch der ebenen und spharischen Trigonometrie. Stuttgart, 1923. 
(3) Vedi S. FINsTERWALDER, Die geometrischen Grundlagen der Photogrammetrie. 


« Jahresbericht der Deutschen Math. Vereinigung », 1899, p. 29, oppure G. Cassints, L’errore 
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risulta indeterminato é un cilindro circolare retto passante per i tre punti 
assegnati e normale al loro piano; nel caso particolare qui considerato tale 
cilindro degenera evidentemente in un piano perpendicolare alla direzione 
assegnata condotto per AB e nel piano all’ infinito; i risultati del calcolo 
precedente confermano questa deduzione “. 

Un altro caso di indeterminazione si ha quando y = 0; infatti allora 
a=P= 9%. 

Sostituendo nella (6) la («) si ottiene la seguente espressione per h, 


; ; Tw 
valida nel caso di 9 = ae 
“4 yt 
bh = come cos? a-+cos? B-+2 cos a cos B cosy /seno sen (oc —a) sen (o —f) sen (6 — Y)- 
I 


Consideriamo ora il punto F d’incontro di / con il piano, che indi- 
cheremo con 7, per AB, parallelo ad OS; gli angoli ¢, = OAF ,¢, = OBF, 
sono subito dati dalle relazioni: 


sen €; = — pe pect Sa 


ed i segmenti a, = AF , a, = BF: 
Dz; = 5, COSE, == COE: fs = 57/008 £2 = h cotg €. 


Gli angoli «, = BAF , a = ABF, possono essere calcolati dal trian- 
golo ABF di cui si conoscono i tre lati. Poiché i coseni di direzione di AB 
sono noti, & facile calcolare le coordinate del punto M intersezione di AB 
col piano ad esso normale condotto per OF; basta per questo calcolare il 
segmento AM dato da a, cos a; la lunghezza di MF é data daa, sen a, 
mentre i suoi coseni di direzione si ottengono imponendo la condizione 
che MF sia normale ad AB e giaccia nel piano w. Trovate le coordinate 
di F e conosciuti i coseni direttori di OF (si debbono calcolare per otte- 
nere quelli di MF) si determinano le coordinate x,y,z di O. 

Ma un metodo piu diretto e pili breve ¢ il seguente: tenendo presenti 
le espressioni dei coseni di direzione di AO e BO, e ricordando che sono 
noti i coseni direttori 4, w e v di OS, si possono scrivere le due equazioni: 
Gomme 


XtieenN — *") 
a) : Ay + 2 + Ay = cos 


(7) Naber 


di situazione dei punti determinati con procedimenti aero-fologrammetrici. « L’Aerotecnica », 
1924, N. 3, p- 17: 

(1) Vedi P. Dore, op. cit., p. 11- 

(2) Vedi M. PiazzoLta BELOcH, op. cit. 


—— 2 AG — 


Una terza equazione pud ottenersi esprimendo per mezzo delle loro coordi- 
nate la distanza tra i punti A e O, ad esempio: 


(7) c) (x 


ma? + y¥—ymyr+e—uyP=s. 


Queste tre equazioni formano un sistema di secondo grado facilmente ri- 
solvibile. 

La determinazione degli elementi angolari dell’orientamento esterno 
non differisce da quella relativa al caso generale. 


4. La determinazione sia di u che delle coordinate pud farsi in modo 
pil sempiice di quello sopra esposto, quando si conoscano dei loro valori 
Approssimati Wo ,Xo, Yo,Xoy» CON uNa approssimazione sufficiente perché si 
possano ritenere trascurabili i quadrati delle differenze Au = u— up ecc. 
Se nella (5) si sostituisce allora uo + Aw in luogo di u e quindi si svi- 
luppa, si ottiene una equazione lineare che fornisce la seguente espressione 
per Au: 


(cos a cos B — cos y cos? ®) to — cos? « + cos? @ 
cos’ 8 — COS’ ©) %) — cos a cos B + cos ¥ cos? « 
9 ¥ ? 


I 
Au Soars + 


Per determinare le coordinate di O, valgono ancora le (7) ridotte alla 
forma lineare; ponendo x = x. + Ax e analoghe e sviluppando in serie di 
Taylor arrestata al primo termine grazie alla ipotesi prima formulata sulla 
erandezza di Ax ecc., si ottiene il sistema lineare: 


| AAx, + Ayo + vA%o = p 
AAx. + pAyo + vA%o = ¥ 
(%o — Xa) Axo + (Yo— a) Avo + Ko— Za) Ayo = 7 


con: 
Pp =5S, cos a — (%_ — Xa) A— (Yo — Ya) & — Ko — Za) 
q = 5, CoS B — (X. — Xp) A— (Yo — Yu) BU — (%o — Zs) V 


‘= [5° =e (Xe = Cre ar (yo a ya)? SA xa)? |. 


5. Il problema puo anche essere risolto per via approssimata con pro- 
cedimenti grafici o grafico numerici. Ne indico qui uno che mi sembra 
abbastanza speditivo. Dai punti A e B conduciamo 1 piani normali alla retta 
OS e indichiamo rispettivamente con S, ed S, le due intersezioni; si ha 
immediatamente “): 


(1) Vedi M. PiazzoLLa BeLocu, op. cit. 


— 248 — 
OS,=5s,cosa 3; OS,=s,cosB ; S,S, =ccoso 


da cui si deduce: 


OS, 2 OS mee Ae Oe (u oF 1); 


COS & cos@ \ cosa 


I 


Supponiamo di tagliare il triedro di vertice O lungo la direzione OS e di 
ribaltare le due faccie AOS ,BOS sul piano AOB; OS sara rappresentata 
da due semirette Os: e Os,, la prima dalla banda di A e Paltra da quella 
di B. Nella figura OS, ABS, che ne risulta sono incognite due quantita : 
ued OS, ad esempio. Assegnamo ad OS, un valore arbitrario che ripor- 
tiamo su Os,, quindi conduciamo da S, la perpendicolare ad) C)s7G nessa 
incontrera lo spigolo OA in un punto A,. Assegnamo ora ad u diversi 
valori u;,t,, +++ prossimi a quella delle due soluzioni del problema scelta 
in base a criteri approssimativi; per ogni wu si possono allora calcolare 1 
valori dei segmenti OS, e c; i primi si riportano su Os, a partire da O 
e dagli estremi dei segmenti cosi ottenuti si conducono delle perpendico- 
lari ad Os, stesso fino ad incontrare OB in punti che contrassegneremo 
ancora con u;,%,,++*; nel punto A; si fa poi centro con raggi uguali ai 
segmenti ¢ calcolati e si determinano su OB i punti distanti da A, di tali 
quantita; questi punti possono essere contrassegnati con le lettere u,, u,,-++5 
il valore di per cui i due punti di OB cosi determinati coincidono in uno 
che chiameremo B,, risolve il problema. E bene notare che quasi sempre 
occorre provare con pochi valori di «, perch¢ é molto facile un orienta- 
mento preliminare, mentre d’altra parte la determinazione della soluzione 
del problema pud essere fatta con una discreta precisione, perch¢ mentre 
ad un certo incremento del valore di w corrisponde una piccola variazione 
in quello di OS,, ne corrisponde in genere una notevole nel valore di c. 
Per determinare poi le lunghezze di OA e OB, basta moltiplicare le lun- 
ghezze di OA, e OB,, misurate sul disegno, per il rapporto fra il valore 
vero di c e quello dedotto dalla figura. 


Fisica (Fisica-Matematica). — La teoria unitaria dello spazio fisico e le 
equazioni relativiste della meccanica atomica. Nota di A. De Mira FERNANDES, 
pres. dal Socio T. Levi-Crvira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Fisica (Fisica-Matematica). — Les Matrices de Dirac dans un espace rie- 
mannien. Nota di L. R. Gomes, pres. dal Socio T. Levi-—Crvira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Fisica (Fisica-Matematica). — Mécanique ondulatoire généralisée. Nota 
di R. Zaicorr, pres. dal Socio T. Levi-Civira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Biologia. — Sulla possibilita di fenomeni di ibridismo nei paras- 
siti malarigeni“? Nota di A. Misstrotr e di A. CorraDETTI, 
presentata dal Socio S. BaGLion1. 


Nel corso delle nostre ricerche sulla malaria indotta a scopo terapeutico 
e sulla epidemiologia delle febbri malariche due fatti sopratutto avevano ri- 
chiamato la nostra attenzione: 

a) Vimpossibilita di osservare in vitro la flagellazione dei microgame- 
tociti di Pl. malariae e di infettare gli anofeli su portatori ricchi di game- 
tociti dello stesso parassita ; 

b) la maggiore frequenza della febbre quartana nel tardo autunno e 
nell’ inverno, quando declina il numero dei casi di terzana benigna e di ter- 
zana maligna. 

E nota Ja difficolta di infettare anofeli da portatori di gametociti di 
Pl. malariae. Gid Bastianelli e Bignami % avevano rilevato questo fatto: essi 
poterono ottenere l’infezione dell’ Anopheles maculipennis facendo pungere un 
quartanario ammalato da circa un anno, mentre i loro tentativi erano riu- 
sciti infruttuosi quando avevano voluto infettare gli anofeli su quartanari 
ammalati da pochi mesi. 

Fu in seguito possibile a Stephens e Christophers ® di infettare due 
A. culicifacies su sei che avevano punto quattro individui ammalati di quartana. 

Dopo i risultati positivi di questi ricercatori riusci a Green “? di osser- 
vare lo sviluppo di oocisti in A. maculatus che ayevano punto un ammalato 


di quartana. 


(1) Dalla Stazione Sperimentale per la Lotta Antimalarica di Roma, fondata sotto 
gli auspici della Direzione Generale della Sanita Pubblica Italiana in collaborazione colla 
International Health Division of the Rockefeller Foundation. 

(2) Nella seduta del 18 febbraio 1934. 

(3) G. BasTiaNELLti & A. BicNamt, La malaria ¢ le xangare, Comunicaz. al X Con- 
gresso della Soc. Ital. di Medic. Interna, 26 ottobre 1899. 

(4) J. W. W. Srepuens e S. R. Curisrorusrs, « Rept. to the Malaria Com. Royal 
Society », ser. 7, 3-14, 1902 (citato da M. F. Boyp e W. K. SrrarmMan-THOoMAS). 

(5) R. Green, Observations on some factors influencing the infeclivity of malarial gamete 
carriers in Malaya to Anopheles maculatus, «Bull. from Inst. f, Med. Res. Fed. Malay 


States», 1929, n. 5. 


— 250 — 


Recentemente Boyd e Stratman—Thomas“) riuscirono a infettare lA. qua- 
drimaculatus con Pl. malariae e a trasmettere linfezione. Boyd e Stratman— 
Thomas ricordano anzi che il loro era il primo tentativo di trasmissione 
del Pl. malariae per mezzo di anofeli infetti. 

Ammettendo che nei suddetti esperimenti positivi di infezione di anofeli 
su malati di quartana sia stata eliminata ogni causa di errore, l’esiguita dei 
risultati positivi stessi in rapporto al grande numero di risultati negativi ot- 
tenuti dagli stessi autori e da numerosi altri, induce a concludere che i game- 
tociti di P/. malariae sono in massima parte sterili, o che il loro prodotto 
non é generalmente capace di giungere a completo sviluppo negli anofeli. 

Ora noi ricordando che la sterilita € uno dei segni dell’ ibridismo, ci 
siamo chiesti se il Pl. malariae non fosse per avventura un ibrido risultante 
dalla fecondazione incrociata di gametociti di Pl. falciparum e di Pl. vivax. 

Grassi @ tentd di spiegare l’avvicendarsi delle epidemie di terzana be- 
nigna e di terzana maligna ammettendo l’unicita del parassita malarico. Se- 
condo la sua concezione i tre plasmodidi della malaria umana sarebbero espres- 
sioni polimorfe di un unico essere. Tale polimorfismo, secondo Grassi, sa- 
rebbe da collegarsi a un fenomeno di ibridismo, per cui il succedersi delle 
terzane e delle forme semilunari concorderebbe con le leggi mendeliane. La 
rarita della quartana troverebbe la sua spiegazione nei ben noti fenomeni 
mendeliani collegantisi con gli atavismi intesi nel senso moderno. 

Secondo la nostra ipotesi, invece, il P/. malariae sarebbe un semplice 
ibrido sterile, proveniente dall’ incrocio del Pl. falciparum col Pl. vivax. Questa 
concezione trova appoggio in una osservazione di Grassi) che avrebbe notato 
in vitro la fecondazione di un macrogametocito di Pl. vivax per mezzo di un 
gamete di Pl. falciparum. 

Noi ci siamo preoccupati in primo luogo di vedere se questa nostra 
ipotesi trovava appoggio nelle nostre osservazioni epidemiologiche sulla quar- 
tana, per tentare in un secondo tempo la dimostrazione sperimentale. 

Le nostre indagini epidemiologiche tendevano a verificare: 

a) se la quartana € assente ove & scomparsa la terzana maligna; 

b) se Yincidenza della quartana ¢ in rapporto diretto con la contem- 
poranea diffusione della terzana maligna e della terzana benigna; 

c) se effettivamente la quartana compare nella stagione malarica pid 
tardivamente della terzana benigna e della terzana maligna. 

Per quanto riguarda il primo quesito si pud asserire che nelle zone del 


(1) M. F. Boyp e W. K. Srrarman-THomas, 4 note on the transmission of quartan 
malaria by Anopheles quadrimaculalus, «The Amer. Journ. of Trop. Med.», vol. XIII, n. 35 
WEN Ber 

(2) G. B. Grassi, Seconda Relazione della Lotta Antimalarica a Fiumicino (Roma), 
Tipografia del Senato. Roma, 1920. 

(3) G. B. Grassi, Se i reperti di semilune siano sufficienti per spiegare Vepidemiologia 
delle febbri estivo-autunnali, «Rend. R, Accad, Naz. dei Lincei», 1923, 1° sem., p. 583. 
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Nord Italia e del Nord Europa ove & residuata soltanto la terzana benigna, 
si € osservata la scomparsa sia della quartana che dell’estivo—autunnale. 

Per quanto riguarda il secondo quesito, analizzando 1 nostri dati epi- 
demiologici osserviamo che la quartana diminuisce contemporaneamente al 
regredire della terzana maligna. Cosi a Fiumicino mentre nel 1921 si os- 
servavano 190 casi di terzana maligna e 9 di quartana, nel 1933 avemmo 
18 casi di terzana maligna e. un caso di quartana. E presumibile che a Fiu- 
micino fra breve residui solo qualche caso di terzana benigna come é av- 
venuto in tutto il Nord Italia. 

Le nostre ricerche epidemiologiche compiute nel Nord Italia conrermano 
poi il tardivo apparire della quartana durante la stagione malarica, come si 
pud desumere dalla tabella che trascriviamo ; | 


Portogruaro 1932. 


Num. 


MESE | di campioni | ostuvi | gris, va. | Schie.Gameti | Schia, Cameti 
| | 
Genniaiohe en 56 5 I I 4 4 — — 
Febbraio .—. . 60 6 4 = I I I — 
BEETS Re ta 1 59 6 4 = 2 2 — — 
Pp tllewamn ra mere 154 12 Io — I I I — 
Maggio .. . 120 14 14 5] _ — _ — 
Giese) 2 a < 113 20 20 I _ = — — 
acl Overs 140 Ton 4 9 — I I 2 — 
BNEOHO) os = 293 72 30013 42 12 — — 
Settembre . . 385 166 106 = 43 58 16 2 — 
Ottobre. 286 147 ioe DS 25 6 I _ 
Novembre . . 186 89 A 4I 22 2 I 
Dicema Dike mamas 484 79 A410 32 20 3 - 
2.336 | 623 404 113 | 207 85 | 12 I 


Questo fenomeno é per noi importante poiché la possibilita di ibridismo 
per i plasmodidi malarigeni non puo verificarsi che nel periodo in cui si ma- 
nifestano pil intensamente la terzana benigna e la terzaia maligna. Quindi, 
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considerando il lungo periodo di incubazione della quartana (1-2 mesi), il suo 
comparire tardivo nel periodo di autunno e d’ inverno viene in appoggio alla 
nostra concezione. 

Tutti questi fatti ci hanno indotto a tentar d’infettare 4. maculipennis su 
individui contemporaneamente portatori di gametociti di Pl. vivax e di Pl. fal- 
ciparum e trasmettere I’ infezione a paralitici progressivi per osservare i risul- 
tati di un possibile ibridismo da noi previsti. 

Poiché lesecuzione del nostro piano di indagini pud richiedere molto 
tempo, cosi abbiamo voluto rendere nota la nostra ipotesi di lavoro. 


Biologia (Morfologia sperimentale). — Rigenerazione del cri- 
stallino in esemplart di varia eta di Salamandra maculosa e rige- 
nerazione del cristallino in occhi trapiantati di Triton cristatus. 
Nota di G. Craccio “, presentata® dal Socio F. Sitvestri. 


La ragione delle esperienze su Salamandra) maculosa sta ne] proposito di 
estendere ad un numero maggiore di Urodeli lo studio della rigenerazione 
del cristallino allo scopo di stabilire i rapporti fra la costituzione zoologica 
di forme anche vicine sistematicamente e i processi rigenerativi seguendo, 
anche in questo vasto campo, il moderno indirizzo che, gid da diversi anni, 
il prof. Cotronei ha introdotto e sviluppato nello studio dell’ Embriologia 
Sperimentale degli Anfibi. 

Nel dicembre del 1933 operai di asportazione del cristallino all’occhio 
sinistro alcune larve (di lunghezza fra 1 62 e 63 millimetri) di Salamandra 
maculosa nate in laboratorio; loperazione fu eseguita pochi giorni dopo la 
nascita (2 giorni), e alcune di tali larve furono tenute in vita per 21 giorni, 
altre per 22, un terzo gruppo per 34 e un quarto gruppo per 35. La tem- 
peratura dell’ambiente, in cui gli esemplari furono tenuti varid fra il 14° 
e il 18°. L’esame in toto degli occhi fissati mi ha permesso di riscontrare 
la rigenerazione del cristallino in alcuni degli animali appartenenti ai due 
lotti pid Jungamente tenuti in vita. 

I] 22 giugno 1933 operai di asportazione del cristallino destro quattro 
esemplari di diversa lunghezza: uno di 6,1/2 cm., uno di 8,1/2 cm. e due 
di 16,1/2 cm. Al 30 luglio del 1933 all’esame in vivo potei notare la rige- 
nerazione di un cristallino quasi al termine dello sviluppo nell’esemplare pit 
piccolo e il formarsi della gemma del cristallino in quello di 8,1/2 cm. 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Anatomia e Embriologia comparate della R. Uni- 
versita di Roma. 


(2) Nella seduta del 18 febbraio 1934. 


(3) Ringrazio il Museo di Storia Naturale di Trento e i proff. Piersanti e Bonomi 
per il materiale di Salamandra maculosa cortesemente fornito. 


mentre negli altri due di 16,1/2 cm. non era ancora visibile alcun feno- 
meno di rigenerazione. Al 29 settembre 1933 notai che la rigenerazione 
era completamente avvenuta nella Salamandra piccola e in quella di cm. 8,1/2. 
AlPesame istologico di una delle due Salamandre pil grandi fissata, morta 
il 28 settembre 1933, potei osservare la presenza di un cristallino abba- 
stanza voluminoso gia ben differenziato in capsula e fibre; nell’altra Sala- 
mandra, per allora, non mi riusci di notare alcun fenomeno di rigenera- 
zione; pero il reperto della rigenerazione ¢ stato da me potuto ricontrollare, 
in questi ultimi tempi, avendo ucciso tale esemplare dopo un altro lungo 
periodo d’esperienza (op. 22-6-33, fiss. 10-I-34). 

La Salamandra di 8,1/2 cm. fu oggetto di un altro esperimento: il 
10 ottobre 1933 asportai dall’occhio destro il cristaJlino di prima rigenera- 
zione e contemporaneamte il cristallino normale dell’altro occhio; l’animale 
fu fissato morto |’ 11 dicembre del 1933. L’esame in toto mi ha permesso 
di riscontrare la seconda rigenerazione nell’occhio destro mentre non sono 
riuscito a notare alcuna manifestazione rigenerativa nell’altro occhio. Queste 
ricerche, rivolte ad una indagine sistematica sulla rigenerazione della lente 
in Salamandra maculosa, hanno permesso di notare (sia pure su di un nu- 
mero non esteso di esemplari) il comportamento della rigenerazione sia 
riguardo alla velocita di sviluppo, varia nelle diverse eta, sia riguardo alla 
possibilit’ della neoformazione del cristallino, in esemplari aventi raggiunto 
la lunghezza totale e Ja maturita sessuale; risultato non ancora conseguito 
da altri AA. Nella letteratura ho potuto accertare che solo Téro ha ottenuto 
un risultato positivo in Salamandra maculosa metamorfosate e di una lun- 
ghezza variante fra 5 e 6 cm. 

L’interesse del mio reperto sta nel fatto che é stato possibile trovare 
in un’altra forma di Urodelo un termine di confronto con il caso dei Tritoni 
i quali, come ¢ noto, hanno la capacita di rigenerare allo stato adulto anche 
parecchie volte il cristallino. Le presenti ricerche hanno il precipuo scopo 
di mettere in risalto le differenti modalita di rigenerazione in funzione della 
costituzione zoologica e saranno pil ampiamente svolte in seguito. 

Continuando le ricerche sulla rigenerazione ripetuta del cristallino nei 
Tritoni ho potuto stabilire la possibilita della settima rigenerazione; si tratta 
nel caso studiato di una piccola gemma del cristallino, nel polo superiore 
si nota ancora un breve tratto del peduncolo per mezzo del quale la gemma 
é unita alla porzione superiore delliride nella zona solita di rigenerazione; 
di struttura un po’ irregolare: & gid ben delineata la capsula mentre al centro 
della formazione si notano nuclei sparsi un po’ irregolarmente e solo nella 
parte superiore verso il punto d’attacco si trova una piccola zona costituita 
da fibre. 

Queste ricerche sono state integrate da altre: ho voluto vedere come 
si mantenga la capacita rigenerativa del cristallino in occhi trapiantati. Allo 
scopo eseguii il trapianto di occhi privi di cristallino, gia rigenerato per la 
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terza volta, nella caviti orbitaria di altri tritoni; in due casi l’occhio si man- 
tenne in buone condizioni e fu possibile osservarvi la quarta rigenerazione. 
Anzi uno di questi animali fu mantenuto in vita fino al 15 agosto 1933. 
Riporto il protocollo dell’esperienza: fu eseguito il trapianto dell’ occhio, 
privo del cristallino, il 14 giugno 1933; il 15 luglio 1933 eseguii la aspor- 
tazione del cristallino di quarta rigenerazione: perO questa operazione non 
mi riusci perfettamente perché nel portare fuori la gemma del cristallino 
attraverso la ferita corneale, essa si spezzO e non mi riusci di portarla tutta 
intera all’esterno. Una diecina di giorni dopo, notai nell’occhio il formarsi 
di una vescicoletta (quinta rigenerazione) che pero alcuni giorni dopo 
(30 luglio) ando distrutta. 

Riuscii a tener in vita animale, che era stato sottoposto ad esperimento 
nell’ottobre del 1932, fino al 15 agosto del 1933 giorno in cui fu fissato 
poco dopo la morte. Nell’occhio si notd un cristallino di notevole grandezza 
e all’esame istologico tale neo—formazione si mostro ben differenziata e co- 
stituita dalla capsula e dalle fibre. L’obbiezione che non si tratti della sesta 
rigenerazione ma della quinta (poiché la vescichetta che io interpreto di 
quinta rigenerazione potrebbe essersi formata dai resti del cristallino pre- 
cedente) mi pare che possa facilmente essere rigettata considerando che, 
solo in rarissimi casi, si € potuto dimostrare lorigine del rigenerato dai 
resti di una lente. 

Del resto limportanza del caso studiato non deriva dall’essersi raggiunta 
la quinta o la sesta rigenerazione ma dal venir dimostrata non soltanto la 
possibilita del permanere, ma sopratutto del ripetersi della rigenerazione del 
cristallino in un occhio trapiantato: rigenerazione che non avviene in modo 
incompleto. ed imperfetto, ma con le modalita solite e raggiungente il mas- 
simo di differenziamento come si nota dai preparati istologici. 


Zoologia. — Sulla immigrazione di una specie di « Teuthis » 
dal Mar Rosso al Mare Egeo“ . Nota di G. Brunetti e G. Bint, 
presentata® dal Socio F. RAFFAELE. 


L’immigrazione della fauna marina attraverso gli stretti da un mare 
all’altro ha sempre costituito un interessante problema di biogeografia e 
anche nel tempo per la paleontologia. Cosi il Mediterraneo ha ricevuto delle 
immigrazioni atlantiche alla fine del pliocene, con intrusione di una fauna 
fredda settentrionale, e pit tardi come dice Cuénot %) una immigrazione di 
una fauna subtropicale nel periodo interglaciale. 

Le comunicazioni antiche tra il Mar Rosso ed il Mediterraneo in epoche 
lontane dovrebbero formare oggetto di indagini paleontologiche, come ri- 
sulta dall’esame della fauna ittica di Monte Bolca. 

Ancora di maggiore interesse € lo studio delle recenti immigrazioni 
attraverso canali artificiali come quello di Panama e di Suez. II canale di 
Panama ha dato luogo ad immigrazioni e scambio di forme tra i due Oceani, 
ma lo studio delle immigrazioni attraverso il canale di Suez @ ancora piu 
interessante a causa della forte differenza di salinita e di temperatura tra 
il Mediterraneo ed il Mar Rosso, che unite alla forte salinita dei Laghi 
Amari vengono a formare un vero e proprio sbarramento per la massima 
parte delle forme animali che non sono capaci di resistere ad un cambia- 
mento cosi brusco delle condizioni chimico-fisiche dell’ambiente in cui vivono. 

Secondo le prime ricerche di Tillier“, in trenta anni su circa un cen- 
tinaio di specie di pesci tanto del Mar Rosso quanto del Mediterraneo, otto 
solamente sono passate in un senso o nell’altro’e si allontanano di poco 
dalle bocche del Canale. Anche la dott.ssa Borsieri in un esame di mate- 
riale ittico proveniente dal Mar Rosso fa notare la presenza di Trichiwrus 
haumela, Hemirhamphus gamberur e Cyprinodon dispar nella fauna raccolta 
presso Port—Said ) e infine seguirono le ricerche della Cambridge Univer- 
sity Expedition che in un accuratissimo studio della fauna del Canale di 
Suez © portarono qualche variante ai risultati ottenuti dal Tillier, come 
appare dai seguenti specchi. 


(1) Lavoro eseguito nel R. Laboratorio Centrale di Idrobiologia. Roma. 

(2) Nella seduta del 4 febbraio 1934. 

(3) Cutnor, La Genése des éspeces animales. 1928, Paris. 

(4) Tittrer, « Mém. Soc. Zool. France», to. 15, p. 279, 1902. 

(5) Borster1, « Ann. Mus. Civ. di St. Nat.». Genova, ser. 3°, vol. I, 1904. 

(6) Zoological Results of the Cambridge Exp. to the Suex Canal « Trans. of the Zool. 


Soc. of London », vol. XXH, 1926-1929. 
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Specie Mediterrance che non oltrepassano il Lago Timsah 


Tillier 
Blennius pavo C. V. 
Gobius joxo L. 
Mullus fuscatus Raf. 
°Alosa vulgaris C. V. 
Sardinella granigera C. V. 


Specie Mediterranee fisse 

del Canale di Suez 

che non oltrepassano le lagune di Suex 
Tillier 

Umbrina vulgaris C. V. 
°Morone labrax Boul. 
°Morone punctata Boul. 
Temnodon saltator C. V. 
eLichia amia C. V. 
°Chrysophrys aurata C. V. 
°oMugil auratus C. V. 


Specie Mediterranee che non 
Tillier 
Solea lascaris Risso 
Epinephelus aeneus Geoff. 
Mugil capito C. V. 
Mugil saliens C. V. 


Cambridge University Expedition 


Sardinella eba (sard. granigera? Till.) 

Hemirhamphus picarti (Hemirhamphus 
georgit o reynaldii Till. °) 

Epinephelus aeneus 

Pomatomus saltatrix (=Temnodon sal- 
tator Till.) 

Sciaena aquila 

Umbrina cirrhosa (Umbr. vulgaris 
Till.) 

Mugil saliens 

*Mugil chelo 

Mugil capito 

Mugil cephalus 

Gobius niger (=Gobius jozo Till.) 

’Golius rhodopterus 


Specie Mediterranee 
che non oltrepassano Port-Taufiq 


Cambridge University Expedition 


Hippocampus brevirostris 
(=Hippocampus guttulatus Till. ?) 


oltrepassano 1 Laghi Amari 
Cambridge University Expedition 


Engraulis enchrasicolus 
’Syngnathus algeriensis 

Mullus barbatus 

(Mullus fuscatus Till. °) 
‘Atherina mochon 

Blennius pavo 

Solea solea (S. Lascaris Till. ?) 


° Specie non ritrovate nel Canale dalla Cambridge Expedition. 
+ Specie non inclusa da Tillier nella lista delle specie fisse del Canale. 


’ Specie non catturate dal Tillier. 


Specie Mediterranee che passano dal Mediterraneo al Mar Rosso 


Tillier 


Sciaena aquila C. V. 
Engraulis enchrasicolus L. 
Mugil cephalus C. V. 


Specie del Mar Rosso che non 
Tillier 


Clupea quadrimaculata Forsk. 
°Belone choram Riipp. 
Platycephalus insidiator C. V. 
Pristipoma stridens C. V. 


Specie del Mar Rosso che non 
Tillier 


Plotosus arab Forsk. 
Caranx djeddabah Forsk. 
Monacanthus setifer Bennet 
oEpinephelus tauvina Boul. 
Sillago Sihama Day. 
Teuthis siganus Rupp. 
Harengula punctata C. V. 
Upeneus barberinus ? Day 
Tetrodon lunaris Day 


° Specie non ritrovate nel Canale dalla 
’ Specie non ritrovate dal Tillier. 


Cambridge University Expedition 


Serranus cabrilla 
"Gobius ocheticus 


oltrepassano il Lago Timsah 
Cambridge University Expedition 


Harengula punctata (Clupea quadri- 
maculata Till. ?) 

Plotosus anguillaris (Plotosus 
alee) 

Hemirhamphus dussumieri (Hemirham- 
phus georgit o reynaldi Till. ?) 

Caranx djeddaba 

‘Decapterus kurra 

Upeneoides tragula (Upeneoides bar- 
berinus Till. ?) 

Crenidens crenidens (Crenidens fors- 
kalit Till. ?) 

’Petroscirtes ancylodon 

Monacanthus setifer 


arab 


oltrepassano 1 Lagh Amari 


Cambridge University Expedition 


Hemirhamphus far. 

Pristipoma stridens 

Sargus noct. 

Mugil seheli 

Amphacanthus siganus (=Teuthis si- 
ganus Till.) 

’Blennius semifasciatus 

‘Petroscirtes mekranensis 


Cambridge Expedition. 
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Specie del Mar Rosso che non oltrepassano i bacini di Port—Said 


Tillier Cambridge University Expedition 
Crenidens forskalit C. V. ’ Micrognathus brevirosiris 
oChrysophrys haffara C. V. Aeoliscus punctulatus (Amphisile ? 
Gerres oblongus C. V. Taille) 
Apogon thurstoni (Apogon bifasciatus 
Till.) 


Gerres oyena (Gerres oblongus Till. ?) 


Specie del Mar Rosso che arrivano fino al Mediterraneo 


Tillier Cambridge University Expedition 
Trichiurus haumela Forsk. Trichiurus haumela 
Hemirhamphus georgu Atherina pinguis (Atherina forskali 
Atherina forskalit Rupp. lke 
Mugil seheli C. V. ? Platycephalus insidiator. 


© Specie non ritrovate nel Canale dalla Cambridge Expedition. 
‘ Specie non ritrovate dal Tillier. 


Lista delle specie erratiche dei pesci che st ritrovano nel Canale di Suex 
secondo il Tillier 


Pagellus mormyrus C. V., Stromateus fiatola L., Dactilopterus volitans 
C. Bp., Sargus vulgaris C. V., Blennius palmicornis C. V., Caranx gallus 
Day, Pristipoma bennettis Lowe, Lobetes surinamensis Day, Scorpaena?, Mugij 
chelo C. Bp., Sphagebranchus inermis Delat., Trygon uarnak Dum., Box Salpa 
C. V., Epinephelus alexandrinus C. V., Epinephelus clorostigma C. V., Sargus 
annularis Geof. St. Hil., Epinephelus summana C. V., Caranx?, Lichia 
glauca Risso, Hemirhamphus far Forsk., Chirocentrus dorad Day, Trigla 
corax C. Bp., Chrysophrys bifasciata Day, Saurus nebulosus C. V., Rhinoba- 
thus cemiculus Geof. St. Hil., Thynnus thunnina C. V., Diodon ?, Echeneis 
naucrates L., Petroscirtes braeviceps Day, Ostracion cubicus L., Caranx fusus 
Geof. St. Hil., Apogon bifasciatus Ruipp., Amphisile?, Pagrus orphus C. V., 
Epinephelus lanceolatus Boul., Scolopsides ghanam Forsk., Dussumieria has- 
seltti C. V., Synanceia ?, Amphacantus luridus C. V. 

Riassumendo, le specie caratteristiche del Mar Rosso penetrate nel 
Mediterraneo attraverso il Canale di Suez secondo il Tillier sarebbero il 
Crenidens forskalii, Trichiurus haumela, Hemirhamphus georgii, Aiherina for- 
skalu e Mugil seheli, mentre dai risultati della Cambridge expedition si mette 
in dubbio il passaggio di Hemirhamphus georgii e Mugil sebeli e si nota in 
pi la presenza di Platycephalus insidiator. D’altra parte le osservazioni della 


dott.ssa Borsieri confermano la presenza di Trichiurus haumela nelle acque 
di Port-Said ed inoltre segnalano quella di Hemirhamphus gamberur e Cy- 
prinodon dispar. 

Assai interessante percid ci sembra il rinvenimento nella fauna ittica 
del Dodecanneso del Tewthis siganus Rtipp. Di questa specie assolutamente 
sconosciuta nel Mediterraneo ne furono pescati parecchi esemplari nel porto 
di Rodi e nella spiaggia prospicente l’isola di Coo, in fondali bassi e sco- 
gliosi. 

Gia il Tillier aveva notato Vintrusione del Teuthis siganus Riipp. nei 
Laghi Amari, ed aveva incluso ! Amphacantus luridus tra le specie erranti 
del Canale ma anche dalla Cambridge expedition nessun esemplare di Teu- 
this era mai stato ritrovato al di la dei Laghi Amari quindi non era stato 
compreso tra le specie che giungevano sino al Mediterraneo. Da questi re- 
centissimi ritrovamenti pare invece che il Teuthis siganus sia una specie 
eurialina, capace di compiere migrazioni in mezzi di differente salsedine. 

Si potrebbe supporre che il Teuthis siganus si trovasse gid nel Medi- 
terraneo prima dell’apertura del Canale di Suez e avesse una ristretta loca- 
lizzazione, sfuggita a precedenti indagatori, ma questa opinione ci pare poco 
probabile anche perche 1 pescatori locali assicurano che fino al 1929 questo 
pesce era assolutamente sconosciuto nel mare Egeo mentre oggi é notevol- 
mente diffuso e di facile cattura. 

E quindi verosimile in alto grado che si tratti di specie migrata di 
recente dal Canale di Suez e pervenuta al Mediterraneo colle correnti co- 
stiere dell’Asia Minore. 

La provenienza del Tewthis siganus dal Mar Rosso non pud pid met- 
tersi in dubbio considerando che il Tillier nel 1901 e la Cambridge Expe- 
dition nel 1926 avevano gia catturato parecchi esemplari di questa specie 
nelle acque del Canale di Suez, ed il Tillier aveva notato anche la presenza 
dell’ Amphacantus luridus, specie molto simile alla precedente e con la quale 
pud essere facilmente confusa. 

A maggior conferma di cio il Norman in una sua nota sui pesci del 
canale di Suez valendosi di materiale raccolto nel Mediteiraneo in vici- 
nanza di Port-Said e nei dintorni dell’isola di Cipro ricorda un esemplare 
di Trachinotus ovatus trovato da Hubbs a Port-Said due esemplari di Leio- 
gnathus (? Lineolatus C. V.) pescati nel maggio del 1929 a 13 miglia a Nord 
di Port-Said, un esemplare di Callyonimus filamentosus C. V. pescato nel 
luglio 1929 nel lago Timsah ed infine cio che interessa di pil. sei esem- 
plari di Siganus nebulosus Quay e Guynard pescati in vicinanza dell’isola di 
Cipro nel maggio 1928. Questo ritrovamento per quanto possa considerarsi 
un caso sporadico, diventa invece molto significativo in seguito ai recentis- 
simi ritrovamenti di numerosissimi esemplari nell’Egeo che stanno a dimo- 


(1) Norman, «Proceedings of Zoological Soc. of London», 1929, p. 615. 
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strare come questa specie si sia ormai acclimatata e riprodotta in un ambiente 
molto differente dal suo luogo di origine. 

La terminologia dei Teuthis & ancora un poco incerta perché mentre 
il Riippell lo chiama Amphacantus siganus Cuv., il prof. Max Weber con- 
ferma questa denominazione “ e considera siganus sinonimo di nebulosus, il 
Norman lo chiama Siganus nebulosus, il prof. De Beaufort lo considera Teuthis 
nebulosus U. G. ed il Tillier Tewthis siganus Rupp. 

Qualungue sia il nome esatto di questa specie ¢ di secondaria importanza 
mentre invece questo referto ci sembra biogeograficamente interessante perche 
ci fa vedere la conclusione di una migrazione iniziatasi oltre trenta anni 
addietro, e ci lascia intravedere come le migrazioni nel Mediterraneo siano 
ancora in atto e meritino un piu attento studio. 

Ringraziamo il prof. De Beaufort e ling. Tittoni che con il loro aiuto 
ci hanno permesso di determinare esattamente la specie del Teuthis cattu- 
rato in Egeo. 


(1) Weper, «Siboga Exp. Fische », 1913, p. 327- 


ree Oe ©)Na | 


DEELE  SEDUTE 


DELLA REALE ACCADEMIA NAZIONALE 
eee EN Ge] 


Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali 


Seduta del 4 marzo 1934 (Anno XII) 


Presidenza del Socio anziano sen. prof. G. MARCHIAFAVA. 


MEMORIE E NOTE DI SOCI 


Matematica. — Sulle soluzioni stazionarie dei sisteni pfaffiani. — 
I. Generalita e richiani. Nota“ del Socio T. Levi—Civita. 


Fin dal 1901 © indicai una regola che permette di costruire soluzioni 
particolari dei sistemi canonici, quando se ne conosce un integrale, nonche, 
eventualmente, delle relazioni invarianti. Il criterio direttivo vale, come mo- 
strai in seguito %), anche per sistemi differenziali qualisivogliono. Ma_ per 
questi ultimi l’applicazione della regola suole condurre a soluzioni dotate 
di minore generalita (cio€ contenenti un minor numero di costanti arbi- 
trarie) di quelle che, con qualche specificazione ulteriore, vien fatto di 
assegnare nel caso dei sistemi canonici. Viceversa ¢ ben presumibiie che 
i sistemi denominati pfaffiani, in quanto trasformati dei sistemi canonici, 
seguitino a goderne le proprieta pil notevoli, tra cui quella concernente la 
maggiore generalita delle soluzioni fornite dalla regola costruttiva. Cio mi 
propongo di mettere in chiaro nella presente comunicazione, e piu precisa- 
mente nella Nota II. In questa Nota I debbo richiamare cose note sotto 
forma semplificata o in riassunto appropriato alla applicazione in discorso. 

La circostanza che, nei riguardi suaccennati, i sistemi pfafhani si com- 
portano come i canonici richiede veramente una giustificazione, perché (a 
differenza della nozione di integrale o di relazioni invarianti) la regola, cui 


(1) Presentata nella seduta del 4 marzo 1934. 
(2) Questi «Rendiconti», vol. X, pp. 3-9, 35-41. 
(3) Veggasi ad es. Levi-Crvira e AMALDI, Lezioni di meccanica razionale, vol. I], (Bo- 


logna, Zanichelli, 1927), pp. 339-348. 
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sopra si é alluso, per la costruzione di soluzioni stazionarie di un sistema 
canonico, mon ha aspetto invariante di fronte al passaggio da variabili ca- 
noniche 


Hy eS hig cae ge (hat 25 et) 
a 2n +1 loro combinazioni indipendenti qualisivogliono 


- -2 j 
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Si tratta appunto di trasformare |’impostazione in modo da attribuirle 
carattere invariantivo. 


1. - Soluzioni stazionarie desumibili, nel caso generale, da un integrale 
conosciuto. 

Consideriamo un generico sistema differenziale d’ordine 2n fra 2n + 1 
areomenti x (1==0 15-5) 2n). Potremo assumerlo sotto Ja forma con- 
sueta 

Gio eas ae et 
Xe Ni ce a 


le X designando funzioni delle x (non tutte nulle, e regolari nel campo che 
si considera), Ove si voglia evitare anche |’apparenza di divisori, di cui 
taluno pud essere zero, si scrivera invece 


(1) OMe GO, 15 ++" 2H), 


e designando un fattore di proporzionalita (infinitesimo) a priori indeter- 
minato. Se giova, o almeno non nuoce, particolarizzare una delle variabili, 
si supporra che sia per es. X° diverso da zero, e si avra, eliminando ¢, il si- 
stema normale d’ordine 2” 
- 
, dx? x 3 
Gy) Pee (Gi Tis 2,2 ees 


mentre si pud invece, pill simmetricamente, fare intervenire una variabile 
ausiliaria &, ponendo « = dé, e riferendosi al sistema normale 


” Ix’ i i 
a") e7™ (f= .04 Tee ae 


che é bensi d’ordine 2n +1, ma presenta il vantaggio di non contenere 
esplicitamente la variabile indipendente €. 

Il teorema, enunciato a p. 244 delle citate Leziont di meccantca ra- 
zionale del prof. Amaldi e mie, si riferisce specificamente alla forma (1’), 
in cui uno degli argomenti ¢ trattato differentemente dagli altri. Si capisce 
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che il passaggio alle forme (1), ovvero (1”), in cui tutte le variabili stanno 
sullo stesso piede & elementare. Ma, anziché eseguirlo per trasformazione, 
giova riprendere direttamente la questione, riferendosi alla forma simme- 
trica (1) senza introduzione di un parametro estrinseco. 


Partiamoci dalla ipotesi che il sistema (1) ammetta un integrale co- 
nosciuto 
FSS exe" jr tcost: 


Cio equivale alla circostanza formale che 


si annulla per tutti i sistemi di differenziali soddisfacenti alle (1), ossia che 
si ha 


(2) Se os 


Dicasi S lo spazio a 2n + 1 dimensioni rappresentativo degli argo- 
menti x°, xt,+--,x?". I punti P di questo spazio, in cui la f ha un valore 
stazionario, sono per definizione quelli a partire dai quali df si annulla co- 
munque si scelgano gli incrementi dx‘, cioé i punti in cui sono soddisfatte 
le 2n + 1 condizioni 


G) Jo=0 (t=O Wh en) 


Queste costituiscono 2m + 1 equazioni in termini finiti fra le x; ma, 
in causa della (2), fra le suddette 2” + 1 equazioni, ve ne ha al pit 2 
indipendenti, una essendo necessaria conseguenza delle altre. Percid, nel 
caso generale, cioé salvo incompatibilita o speciali relazioni derivanti dalla 
speciale natura della funzione f, le (3) stesse rappresentano 2m relazioni 
indipendenti fra 27 + 1 incognite e definiscono quindi una o pit curve 
di S. Delimitando convenientemente il campo, possiamo riferirci ad una 
curva ben determinata, che indicheremo con o. 

La proprieta fondamentale ¢ che ciascuna o costitwisce una soluxione 
particolare del sistema (1); anzi riconosceremo piu generalmente che, anche 
quando le (3) si riducono a meno di 2n equazioni indipendenti, e rappre- 
sentano quindi, anziché una linea, una varieta t a due o pil dimensioni, 
tale varieta ~ é invariante di fronte al sistema (1), nel senso che, a partire 
da un punto qualsiasi P di +, ogni spostamento dx‘ soddisfacente alle equa- 
zioni (1) appartiene a 7, cioe fa passare ad un punto vicinissimo, situato 
ancora su t. La dimostrazione & immediata. Infatti dall’identita (2) segue 
in primo luogo (indicandone indice di sommatoria con j e) derivando ri- 


spetto ad xi 
2n : 9 of’ 2n aX of 
7 ihe ee |e es 
ai* oe (: = x Oxt xt” 


Oo 
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da cui apparisce che, annullandosi i secondi membri, in virti delle '(G), s! 
annullano anche i primi. Moltiplicandoli per ¢ e badando alle (1), se ne 
desume 


dove d & simbolo di differenziale totale, fatto con referenza al sistema (1). 
Cid val quanto dire che le equazioni (3) ammettono lo spostamento infi- 
nitesimo (1), c.d.d. 


Osservazione. — Giova fissare |’attenzione su quanto segue. Nel caso 
generale in cui la varieta stazionaria t si riduce ad una curva o, € sen- 
z altro conseguita (nella o stessa) una soluzione particolare del sistema (1). 
Quando invece si danno particolari circostanze per cui le (3) indipendenti 
sono meno di 2n, e quindi definiscono, nello spazio S, una varieta t a 
un numero di dimensioni 1 +v (v>>0), allora, per il teorema precedente, 
tale varieta ¢ invariante, ossia tutta costituita da curve integrali del sistema (1). 
La loro determinazione richiede per altro la integrazione del sistema subor- 
dinato da (1) sulla +, ossia una operazione differenziale d’ordine v, che 
introduce altrettante costanti arbitrarie. Sicche, quando + ha dimensione 
superiore all’unita, non bastano pil operazioni in termini finiti, come nel 
caso generale, per assegnare queste soluzioni particolari; ma in compenso 
se ne trova una classe pili ampia: co”, se v-+1 é@ la dimensione di Tt. 


2. — Ipotesi che si conoscano, oltre ad un integrale, m relazioni invarianti. 


Siano 


(4) jr=0 Ce 12 Pee) 


m<n relazioni invarianti rispetto al nostro sistema differenziale (1), le 
funzioni fr (x°, xt,---,x?”) dovendosi ritenere indipendenti (nell’intorno 
considerato), con che le (4) sono risolubili rapporto ad altrettanti argo- 
menti x. Le (4) stesse definiscono quindi, nello spazio S, una varieta Z 
a 2u-+1-—m dimensioni. La specificazione formale, corrispondente all’ ipo- 
tesi qualitativa dell’indipendenza delle f, ¢ che sia m, sopra X (e quindi 
anche nell’immediata prossimita della X) Ja caratteristica della matrice funzio- 
nale delle f;, f2,---, fm rapporto ai 27 + 1 argomenti x. Noi introdurremo 
anzi una condizione leggermente piu restrittiva, considerando la matrice 
ad m-+1 righe e 27+ 1 colonne 


xe X} X20 
of: ofr of; 
exe FON oxen 
Of. Of, of, 
M = oxe ax! Ox2n 
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e supponendo che, oltre ad uno dei determinati funzionali delle f rispetto 
ad altrettante x, diciamo 


pa( Boch), 


x Bx x82 a1 eis xBin 


sia ulteriormente diversa da zero una delle X, diciamo X*, avente un in- 
dice « distinto dalle B. 

Si noti che questa condizione € certo soddisfatta quando la matrice M 
ha caratteristica m-+1, ma puod esserlo anche se la caratteristica € sem- 
plicemente m. Per rendersene conto, basta considerare il caso di un deter- 
minante di secondo ordine 


Se la sua caratteristica € 2, uno almeno dei prodotti ad, be é diverso da 
zero; ma possono benissimo essere ad e bc entrambi ==0, pur anoullan- 
dosi il determinante ad —bc. 

L’ipotesi essenziale che le (4) costituiscano un sistema di relazioni 
invarianti rispetto al sistema differenziale (1) ¢ espressa formalmente dal- 
essere, in virtt delle (4) stesse, cioe sopra 2, 


an OF 
Gs) Di CSA a Gay 


oO 


Sia altresi f = cost un integrale delle (1). Sussistera qui ancora iden- 
ticamente la 


2n i, 
(2) dX atte Oe 


Cid posto, mostriamo come si possa generalizzare il procedimento del nu- 
mero precedente, che conduce a soluzioni particolari, attraverso la stazio- 


= 966 = 


narieta di f: non pit: assoluta, sibbene subordinata al sistema (4) di relazioni 
invarianti, ossia relativa a 4. 

Ora, rendere stazionaria f sopra la Z significa annullarne il differen- 
ziale compatibilmente colle (4). Introducendo m moltiplicatori lagrangiani Ar 
e ponendo 


mt 


(6) Fof+ Darr, 
la condizione di stazionarieta, subordinata alle (4), si traduce in 


(7) GF =0; 


per ogni sistema di incrementi dx‘, e richiede quindi |’anoullarsi di tutte le 
derivate della F. Siccome per altro dalle (2), (5) e (6) segue, in virtu 
delle (4), ossia sopra 2, 


2n 


@') DKS = 


cosi delle 22 + 1 derivate di F, bastera porne 2m eguali a zero, percht 
allora, in virtu della (2’), risulta nulla anche la (2n + 1)s™*, Avendo sup- 
posto X*-B-=|=0, sara da assumere 


oF 
(8) Oxi (0) € == a) 6 
, A) 
Con cid la (2) si riduce a X* Sy = O» © mostra che deve in conseguenza 
: oF 
annullarsi anche : 
ox 


Daltra parte le m equazioni (8) che corrispondono ai valori 8; , 82 ,- > +, Bin 
dell’indice i, ove si sostituisca per F la sua espressione (6), divengono lineari 
nelle A e sono, in causa di B==0, risolubili rispetto alle stesse 4; valen- 
dosene, per eliminare le A dalle 27 —m equazioni (8) rimanenti, risultano 
2n —m equazioni fra le sole x, che devono associarsi alle (4). Cosi si 
ottiene, per V’integrale f, la varieta t di stazionarieta relativa, cioe situata 
sopra Z. Tale varietd sara in generale appena una linea perche, nello spazio S 
dei 2n + 1 argomenti x°, x,---, x?” rimane complessivamente definita da 


(2n — m) + m= 2n 


equazioni. Se perd intervengono circostanze speciali, t pud avere (come nel 
caso elementare del numero precedente) un numero di dimensioni 1 + v 
maggiore dell’unita. Comunque, dalle considerazioni svolte al n. I segue 
ovviamente che, se t € una semplice linea, essa porge senz’altro una solu- 
zione particolare o del sistema differenziale (1); se invece essa ha dimen- 
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sione 1 + v superiore all’unita, verra fatto di caratterizzare, anziche una 
sola, co” soluzioni, perO integrando un sistema differenziale dell’ordine v. 


3. — Caso di sistemi canonici e relaxioni involutorie. 


Una applicazione cospicua delle generalita teste esposte concerne 1 si- 
stemi canonici 


dp a ik 
(9) ive wa qh ; ap apr 


CSS eee nt), 


la cui funzione caratteristica H(p|q) sia indipendente da 7. Si ha senz’altro, 
come f = cost, l’integrale (generalizzato) dell’energia H =cost. Se si sup- 
pone ulteriormente che il sistema ammetta m <n relazioni invarianti 


i778 G1 24-8 Mt) 


pure esenti da t ed in involuzione, la H e le f, essendo m + 1 funzioni in- 
dipendenti, allora si pud affermare “) che v é proprio eguale ad m, ossia che 
si perviene ad una categoria di soluzioni particolari dipendenti da m costanti 
arbitrarie, essendo m il rango del gruppo involutorio. 


Meccanica. — I! concetto di « fuoco » nella stabilitd dei velivoli. Nota 
del’ Corrisp. G._A.. Crocco: 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


(1) P. 351, vol. II, delle citate Lezioni di meccanica razionale; od anche E. T. Wurr- 
TAKER, Analytical dynamics. Cambridge University Press (terza edizione), 1927, § 145. 


— 268 — 


Astronomia. — I/ diametro orizzontale del Sole nel 1931, nel 
1932 e nel 1933. Nota™ del Socio G. ARMELLINI. 


1. Le misure sistematiche sul diametro orizzontale del Sole, che il 
R. Osservatorio del Campidoglio esegue senza interruzione dal 1876, sono 
state continuate nel 1931, 1932 e 1933 ed in questa nota passiamo a rias- 
sumere i risultati ottenuti. 

Per uniformita, il metodo adoperato é sempre quello ideato ed impie- 
gato dal Respighi e dai suoi successori, senza nessuna modificazione ; metodo 
che noi abbiamo gia illustrato in altre note ®) e su cui quindi crediamo 
inutile tornare. Invece, per quanto riguarda gli osservatori, dobbiamo avver- 
tire che fino al 15 luglio 1932 le misure furono eseguite simultaneamente 
da G. Armellini, G. Conti, N. Squillace e P. Mignucci. Ma avendo il 
dott. N. Squillace, gid benemerito assistente al Campidoglio, chiesto ed 
ottenuto il collocamento a riposo per ragioni di salute, dal 16 luglio 1932 
al 25 settembre 1933 le misure furono eseguite dagli altri tre osservatori 
Armellini, Conti e Mignucci, ai quali il 26 settembre 1933 si aggiunse, 
come quarto osservatore, il dott. Lucio Gialanella nuovo e valoroso assi- 
stente nella nostra specola. 


2. CiO premesso, esponiamo nelle tabelle seguenti i risultati di tutte 
le misure del triennio, tralasciando quelle eseguite dal dott. Gialanella - 
poiche relative ad un breve intervallo di tempo - ed indicando con A, C, 
M, S, gli altri osservatori Armellini, Conti, Mignucci e Squillace e con n 
il numero delle osservazioni eseguite da ciascuno in ogni mese. Avvertiamo 
che i valori del raggio solare R, dati nelle tabelle, si riferiscono sempre 
alla distanza media della Terra dal Sole e sono stati ridotti per cura degli 
assistenti G. Andrissi, L. Gialanella, N. Squillace. Ed avvertiamo ancora 
che, come nelle note precedenti, non teniamo conto dei mesi in cui un 
osservatore ha compiuto meno di cinque misure. Abbiamo dunque le se- 
guenti: 


(1) Presentata nella seduta del 4 marzo 1934. 
(2) Cfr. G. ARMELLINI, Note varie in « Rend. Lincei », 1924, sem. 1°; 1925, sem. 2°; 


1927, sem. 1°; 1928, sem. 2°; 1929, sem. 1°; 1930, sem. 1° e « Contributi Scientifici del 
R. Osservatorio del Campidoglio» nn. TAne2 O38 20 ems A. 
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TABELLA I. 


(Kisultati medi mensili). 


Data A n G n | S n M n 
1931 
Gennaio . 9617.4 9 | 961''.7 Qe GOO) TOM O62240nmnS 
Febbraio . ofl 8 te af i if ofl 5 t 16 8 
Marzo . ie ag || ake 42) |) KG: it oy 8 It of 7 
Aprile . i fle || 402 @ 38) || 4G} i 4 |) 1G tO uO 
Maggio a oh || 3B} it yp | iG Teron LO Heke | ae 
Giugno XS 5 2 © 5 I .9 | 19 Ho >) TG 
Luglio . See wl || fiz Ion 20 fi of || ae 
Agosto. A 3h || a i a) |) a0& iti aR | me 
Settembre — a 0) 7 _ = es: = 
Ottobre — <4 2 .0 5 - — I .6 8 
Novembre Tes 8 i AD || 3 re P| 540) it oak |) i 
Dicembre . Tr 6) po i 36. |) WAL Lei | le7 Losi ff 1K 
1932 
Gennaio 607-0 [xo 1901.0) TAN OOTe2 7 erp O61 a.07e a7 
Febbraio . Ie 6 it 6) |) 308} yf || AeA i of i M2 
Marzo . Teey 9 Ab || ah E-Oulleis me ger it Sey 
Aprile . e—age || aKa teh | Gy Os 18 it ofl || tte 
Maggio age | i wl Wy 12 i ag | TS ie hal 123 
Giugno Oy eee) 9 Me ah] Sey 1.0433 eet || ait! 
Luglio . 2 .3| 15 iu Ay |) Ds = — = — 
Agosto. = as — — = — it a5 || Bal 
Settembre = = = —_— — = r | Ke 
Ottobre 1 8 7 ee aa Ta = = ay | A 
Novembre = = io gl 9 — = of | mw 
Dicembre . 1 23 9 Te sieele = = i P| 3 
1933 
Gennaio 961'".8 | g | 961''.6 | 12 = = 061A 6 
Febbraio . lew 7 5 58 yl 7 = _ = = 
Marzo . 1.9] 13 ts || 3) = — WW ees >) 
Aprile . D» 40) 9 it £9) 9 _ a if oS 9 
Maggio it S|) so) Ae) 6 = _ ay | Gy 
Giugno ates fe 8 Pee 13 = - tof |} wal 
Luglio . 2 ANeTo ie x8) |] ane) — _ i dey | KC 
Agosto. [PE Ge a ee fe 8 — p= tT »6 7) 19 
Settembre is oe it 5 = - Taeey/ 6 
Ottobre ; o— = _- _ = _ it gf || Sian 
Novembre Bai 6 Tey lees 1 = — i i) % 
Dicembre . Py oe F Df |) Wie _— — i 6 9 


3. Eseguiamo, in uniformita coi procedimenti adoperati nelle riduzioni 
precedenti, le medie semplici delle misure di ogni mese e prendiamo il 
risultato come valore del raggio solare alla meta dell’ anno esaminato. 
Sottraendo da ogni media la quantita 0’’.04 per tener conto dell’andamento 
del cronometro adoperato nelle misure (il « Dent » n. 2526, a tempo side- 
rale, di marcia regolarissima e continuamente sorvegliato con confronti coi 
pendoli siderali), abbiamo allora la seguente: 


Tasecia IL. 
(Valori del raggio solare R). 


Data Armellini Conti Squillace Mignucci Media 

1931.5 R = 9617.75 |R = 961'".62 | R = 961'".69 | R = 961.55 R = 9617.65 
1932.5 961 .73 961 .54 — g61 .42 961 .56 
1933.5 961 .95 961 .63 _ 961 .55 961 .71 


4. Non ostante l’estrema delicatezza e difficolta delle osservazioni, da 
queste misure appaiono i seguenti risultati: 

A) Neli’anno 1932 tWwtti e tre gli osservatori hanno notato una dimt- 
nuzione del raggio solare, accennata da Armellini e ben sensibile neglh altri 
due osservatort ; 

B) Nell’anno 1933 tutti e tre gli osservatort hanno notato un incre- 
mento del raggio solare rispetto all’anno precedente ; incremento sensibile in Contt 
e Mignucci per cui giunge ad un decimo di secondo ed ancora pitt sensibile 
per Armellini per cui arriva a due decimi di secondo. 


5. Prendiamo ora, come abbiamo sempre fatto, per valore del raggio 
del Sole nel 1931,0 la media dei valori trovati per il 1930,5 e per il 
1931,5 ecc. Tenendo conto dei risultati gid esposti altra volta “, abbiamo 
allora i seguenti risultati complessivi della nuova serie delle misure solari 
del R. Osservatorio del Campidoglio: 


1924.0 R == 961 7-03 1929.0 K = 9614.63 
25.0 960 .63 30.0 961 .68 
26.0 961 .02 210 961 .65 
27.0 961 .54 22.0 961 .60 
28.0 961 .58 33.0 961 .63 


(1) Cfr. G. ARMELLINI, I] diametro orizzontale del Sole nel 1929 € nel 1930, in 
« Rend. Lincei», 1931, sem. 1°, pag. 635 e « Contributi Scientifici del R. Osservatorio del 
Campidoglio», n. 34. 


Notiamo che, come appare dalla tabella II, la presenza del dott. N. Squil- 
lace ha innalzato appena di o’’.or la media del 1931.5, portandola da 
961'’.64 (media di Armellini, Conti e Mignucci) a 961’’.65. Possiamo 
quindi ritenere che la mancanza del dott. Squillace non produca un’apprez- 
zabile difetto di omogeneita nei risultati del 1932 e del 1933, rispetto ai 
precedenti. 


6. Per eseguire ora una discussione generale occorrerebbe collegare 
questa nuova serie di misure con l’antica serie eseguita per 40 anni al 
Campidoglio sotto la direzione del nostro illustre maestro e predecessore 
prof. A. Di Legge; serie di cui sono stati pubblicati i risultati dal 1876 
al 1911 incluso. Manca quindi, per il collegamento, la riduzione e pubbli- 
cazione delle misure del dodicennio 1912-1923 ed a cid ora attendiamo 
con ogni cura, onde poter basare le deduzioni sopra una serie completa 
ed omogenea di sessanta anni di misure e che continueremo ininterrotta- 
mente a proseguire nel futuro. 

Ma intanto, poiche é possibile che le variazioni del diametro solare 
abbiano effettiva relazione con Ja frequenza delle macchie e I’attivita gene- 
rale del Sole, chiudiamo questa nota pubblicando la seguente statistica delle 
macchie del Sole, eseguita dal dott. G. Andrissi con l’equatoriale Merz del 
Campidoglio, nel sessennio 1928-1933 incluso. 
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Botanica — Curiosi adatlamenti intesi a permettere la dispersione delle 
Spore nel genere « Catastoma Morgan » fra le Lycoperdineoe. Memoria del Socio 
O. MartrTiRovo. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo delle Memorie. 


MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica -— Sul metodo generalizzato di sommazione di 
Eulero. Nota di U. Broce, presentata®? dal Socio F. SEvert. 


Nella presente Nota si fonda la trattazione del metodo generalizzato di 
sommazione di Eulero, anziche, come sempre si é fatto, sulla trasformazione 
di Eulero e la sua iterazione, sulla formula 

co 


lee) 
ft! nN n 1” 
ow an =m [cou +(1 Ja pra ee (1 es) at 


n=0O = =O 


dalla quale si deduce la trasformata 


< I n ae n 
a ee ee 


della serie 


(2) x an. 


n=O 
Se u > 0, I’(A) appare come il risultato al quale si perviene quando, 


nei casi in cui la (a) diverga e sia sommabile (B) (sia sommabile cioe secondo 
E. Borel), ci si proponga di trasformare la sua somma (B) 


per modo che um’integrazione termine a termine permetta di determinarne 
il valore. Si ottiene cosi qualche risultato nuovo. Tale é¢, ad esempio, il 
teorema secondo il quale condizione necessaria perche (A) converga é che 
(a) sia sommabile (B) e la sua funzione intera associata 


sia d’ordine non maggiore di uno e, se d’ordine uno, di tipo minimo o medio. 


(1) Nella seduta del 4 febbraio 1934. 
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Altri risultati, dimostrati in Javori anteriori per « = 1, sono invece estesi 
in modo immediato ad u positivo qualunque o dimostrati indipendentemente 
dai teoremi generali di sommazione (teorema di TOplitz, teoria delle funzioni 
sommatrici di Perron), dai quali li deducono i signori Knopp“ e Perron), 

E noto che la convergenza della serie 


(1) fo +O, + ay + 


& condizione sufficiente e non necessaria perché Ja sua funzione associata 


t 
9.) ido “hilar ch ae 


sia intera e lintegrale di Borel 
» CO 
(2) [=| e—'p(t) dt 
converga (perché la (1) sia cioé «sommabile (B)» ed abbia come «somina 


(B)» il valore di (2),e che, ove la (1) converga, ¢ legittima Pintegrazione 
termine a termine e s’ottiene 


*00 co (3) 
| e—o(t)dt= Zhan . 
E 
(Se) \ a 
e“' @ (t) ae > (°. ue + (Tle ay +-+-+ @Br 


(oe) cO n tv 
aa 09 S (aunt ("anus teeta) ) a 
n=0 : 
to) 


00 0 F jn 
(3) -| —( $ (e. un + ( : Ja i i ie) eee —s seri) F 


(0) 


(1) K. Knopp, Ueber das Eulersche Summierungsverfahren, in « Mathematische Zeit- 
schrift», vol. XV, pp. 226-253 e vol. XVIII, pp. 125-156. 

Si cfr. parimenti E. Jacossrar, Mittelwertbildung und Reihentransformation, loc. cit., 
vol. VI, pp. 100-127 e la Nota dello stesso titolo di K. Knopp, loc. cit., vol. VI, pp. 118-123. 
Lo Jacobstal perviene alla trasformata di Eulero per un cammino diverso dai due indicati 
nel testo. 

(2) O. Perron, Ueber eine Verallgemeinerung der Eulerschen Reihentransformation, loc. cit., 
vol. XVIII, pp. 157-172. 

(3) Cfr. sul metodo di sommazione (B), E. Borex, Legons sur les series diver gentes (1928), 
Cap. III. Del fatto che se la serie a, + a; ++-- converge, ed ha la somma o, é anche 


Ree) co jn 
a= Ca: > an — dt 
is =O) a 


oO 


non @ data dimostrazione alcuna nel corso dell’opera. Solo viene riprodotta in appendice 
(p. 222) la dimostrazione di O. Perron, fondata sulla teoria delle successioni sommatrici 


Ove s’integri formalmente termine a termine s’ottiene la serie 


lee) 


I n 
(4) 2 eae (mrt (Fae te ta) 


che chiamiamo Ja trasformata di Eulero di ordine uw, 0 trasformata (Ex) 
della (1). La (3) puo venire formulata. 


I. La trasformata (Eu) di una serie sommabile (B) é sommabile (B) 
e con ugual somma (B). 

Ove poi si chiami « sommabile (Eu) » una serie di cui la trasformata 
(E.) converge, e « somma (E)» la somma della trasformata si ha parimenti: 


II. una serie sommabile (Ew) € sommabile (B) e le due somme (E) e 
(B) coincidono. Poiché infatti, per ipotesi, la (4) converge, converge |’inte- 
grale di Borel che le corrisponde e si ha 


200 ee) nN } { 
e-4 Agu + aos Oy = at 
[o- (Slow (1) +o) 
see jn eg uy tv 
=i Cm (1+ AZ an | ie % ] dt 


= fm (S oe) 


Ill. Se » = 0, una serie convergente ¢ sommabile (E.), ed ha come 


somma (E) la sua somma. 
Si scriva, senza che cid signitichi ipotesi alcuna concernente il segno 


dei termini della serie 
on = (— 1)? An 


e si postuli la convergenza della serie 


(ee) CO 
Ya= Seve 
u=0 


n=0O 


Si tratta di dimostrare, che 


a . nN = n | 
Doman = Dlow—(7 je. Pe ene (——T) ase 


{NO} n=O0O 


(O. Perron, Beitrag zur Theorie der divergenten Reihen, in « Math. Zeitschrift», vol. 16 (1920), 
pp. 286-310). Si veda una dimostrazione indipendente da teorie speciali in PoLya und SzEG6, 


dufgaben und Lehrsdtze aus der Analysis, 1 (1925), P. 270. 
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La dimostrazione corrispondente ad « = 1 basata dallo Knopp sul teorema 
di Markoff pud venire estesa ad u positivo e qualunque “?. 


IV. Se v>>u, e la serie (1) & sommabile (Ex), essa € sommabile 
(Ev), cod ugual somma (E). 

Converge infatti la trasformata (E,—,) della trasformata (Eu), se questa 
converge, mentre si vede immediatamente che la trasformata (Ev) della (1) 
e la trasformata (E,—,) della trasformata (Ew) coincidono. 

Il teorema giustifica che la somma (E) di una serie venga designata 
indipendentemente dall’indicazione di un valore determinato di w, al quale 
essa corrisponde. 

Ove si chiami sommabile (E,) una serie, la trasformata (Ev) della 
quale converge, se v =u, diverge se v <u, la somma, nel senso di Cauchy, 
della trasformata (Ex) @ quella di tutte le trastormate convergenti delle serie. 

Per il teorema III una serie convergente ¢ sommabile (5). 


V. Condizione necessaria perche esista un u =0 tale che la (1) sia 
sommabile (Ez) ¢ che la funzione associata 9 (1) della (1) sia di ordine al 
pit uguale ad uno e, se di ordine uno, di tipo minimo o medio. 

Se la funzione g(t) & di ordine 1 e di tipo massimo, ed & pertanto 


n 
lim sup y| Oat = CO 
n —> OO 


o di ordine p maggiore di 1 e di tipo minimo o medio o,(o=0), 


l I 


(5) lim sup n@ "J \dn| = (po)@ ce 
n—> OO 


lo € la funzione e“'g (f) e la condizione necessaria di convergenza della (4) 


nN I 
Ayn u” + Qe ihe te a Bee Oo 
( (es co) Gee 


non é soddisfatta. 


VI. Se il punto x = 1 € interno al poligono di sommabilita di Borel 
corrispondente alla serie 


[oe 
> An Re 


n=O 


(1) Cfr. A. Markorr, Mémoire sur la transformation des séries. « Mém. de l’ Acad. Imp. 
de St. Petersbourg », vol. 7, 37 (1891) e K. Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen 
Rethen (1922), pp. 235-239. E agevole vedere che la sostituzione di ecee, 

; (i + u)r 
v3 I : 
—( : )u 41 ut Te-++(—1)" ein] a 2 Arak nella dimostrazione dello Knopp é 


{ar ut — 


legittima e conduce alla III. 


——t BT) 


e la funzione associata 9 (t) della (1) é al pid di ordine 1 e, se di ordine iy 
di tipo minimo o medio, si pud indicare un u 0 tale che la serie (1) 
sia sommabile (E.). 

Come si deduce dalle disuguaglianze anteriori, la serie a, +a, +--+. 
converge se 9, limite inferiore dei numeri & tali che 


Vianl<k (=) 


a partire da un certo valore di m, é minore di 1, 0 se essendo o = 1 
© <1: essa ¢ dunque sommabile (E,) (teorema III). 

La proposizione é caso particolare di un’altra, dimostrata dai signori 
H. Rademacher e K. Knopp: 


se la serie 


2 


~ an = i Cn me 


ha un raggio di convergenza finito le sue trasformate di Eulero convergono 
in ogni punto interno al poligono di sommabilita di Borel, che le corri- 
sponde “), e che, come é€ noto, si ottiene prolungando analiticamente la 
serie Co +¢,X% +++: lungo la semiretta arc z =, fino al punto singolare 


$=) 


di modulo minimo che si trova sopra di essa. La normale in @ alla semi- 
retta divide il piano zx in due semipiani: sia H(w) quello su cui si trova 
Vorigine. 

Il poligono di sommabilita della serie Sc, z" & formata dall’insieme 
dei punti interni a tutti i semipiani H (@) che si ottengono facendo variare 
®,(0=a=27). Sia R il raggio di convergenza della serie Hanz". E 


= ee I 
lim sup J!a,| = — 
no. sup Vlanl=z 
per laa 5) 


e® (ec)e 
lipotesi p=|=1 € incompatibile coll’altra che R sia finito e diverso da zero, 
cosicché dalla proposizione dei signori Rademacher e Knopp si deduce la VI. 


VII. Se la serie a + a; +--+ ¢ sommabile (Ex) ed ha la somma (EYa: 
la serie cay + ca, +--+ &€ sommabile (Eu) ed ha Ja somma (E) co. 


(1) Cfr. la prima delle Note citate di O. KNopp, e H. RapemacueEr, Ueber den Konver- 
genzbereich der Eulerschen Reihentrans formation, « Sitzungsber. d. Berliner Math. Gesellschaft », 
21 (1921), pp. 16-24. Manca in Rademacher la dimostrazione, data dallo Knopp, che le 
trasformate di Eulero divergono nei punti esterni al poligono di Borel. 


RENDICONTI. 1934, Vol. XIX. 18 
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VIIL. Sete serie ao + a; +++, bo + by + °* ssn sommabili (Es) ed 
hanno le somme (E)o risp. 7, la serie (ao + Do) + (a, + b:) +--+ € som- 


mabile (Eu) ed ha la somma (E)o +7. 
I due teoremi sono immediatamente dimostrabili. 


IX. Sela serie a, + a; +a, +--+ & sommabile (Ex) ed ha la somma 


(E)a, lesserre 
ay + Bip oO 


o+a,ta,+-:: 
sono sommabili (Ev) ed hanno la somma o — 4). 


La dimostraziane della prima delle due proposizioni, concernente la 
serie d, + d, +--+, data da Knopp pel caso u=1, puo venire agevol- 
mente estesa ad uw positivo qualunque. 


Se 
Se teeta 
tn = ay + a, tere t+ Ants 
Ao UY + : aut tee-+a 
on ot + Ox * I bs 
On: = eee 
fi r+ 4 (1 + uy (yee 
a, un -+- " )a, u" a Se 
} Dea cee a 
ay a,u + a, . ry aay 


fore 


Tn 


si vede agevolmente che 


n I jp eT 
(0-0) Go) =( Ju as + ( ‘i Jay et a 


e pertanto, poiché lim op esiste, che esiste parimenti lim t,, e che 


n—>OCO n—> OO 
(6) lim (Gn re Tn) — oy 
n—>OO 
mentre si deduce da 
Ao Ao U Ay U 
ee ne 
lies | rar + uw) Gut 
e dalla (6), che 7 
ep 
a; u? ri 
a d,u +a, : + (Tau ta 


“ +: 


Cio 


I tu 3 (1 tu)? (r + w)3 


e quindi che o —a, & la somma (E) della serie o + a; + a, +--+, som- 
mabile (E.). 


: crete. | ie 


X. Se la serie ao + a, + a, ++++ & sommabile (E,) ed ha la somma 
(E)o, la serie a + a, + a, ++++ & sommabile (Eu) ed ha la somma (E) 
ota. 

E infatti, per la IX 


[uate (Sew tons 
G+uyt G+ap * Gay ae 


a au au? 


Sree wy ey 


S’ottiene, sommando membro a membro 


2 
au? + ( ; )a Ua — (ihe 
(1 + u)3 


ie ait + a> 
Ed eee en Caras ree 


4- Sa 


La serie a+ a + a, ++-- & sommabile (Eu) ed ha la somma (E) 
Get a. 


Matematica. — Sugli integrali di differenziali binomu. Nota 
di B. SeGcre, presentata” dal Socio F. SEvERt. 

E classico il fatto elementare che l’integrale di differenziale binomio 
(1) J = | x (a + bx")! dx (con h,k,/ razionali = 0) 
si pud razionalizzare, quando risulti intero (almeno) uno dei tre numeri 


(2) ] —_ yrs ae 


3 riducendosi allora ad una funzione algebrico-logaritmica della x@.E, 
d’altro canto, un noto risultato - da tempo conseguito dal TCHEBICHEF piuttosto 
faticosamente G) — assicura che questi sono i soli casi in cui cio & possibile. 
Ebbene, nella presente Nota il teorema di TcHEBICHEF vien riottenuto in 
modo semplice e perspicuo, come corollario immediato della seguente pro- 
posizione, di esso notevolmente pili espressiva : 


(1) Nella seduta del 4 marzo 1934. 
(2) Cfr., p. es. S. PINCHERLE, Lezioni di calcolo infinitesimale (Bologna, Zanichelli, 


1915), p. 380. 
(3) Ved. M. P. Tcussicuer, Sur Vintégration des différentielles irrationnelles, « Journ. de 


math, pures et appl.», to. 18 (1853), pp. 87-111. 
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Nell’ipotesi che nessuno dei numeri (2) sia intero, Vintegrale di differenziale 
binomio (1) risulla un integrale abeliano di 2" (0, in particolare, di 1%) 
specie, a periodi non tutti nulli. 


1. — Effettuando la sostituzione : 
Kart dene a, 
Vintegrale (1) diventa: 
j= m fx +2)m—1(q + bgbm)! dz . 


Dunque, se si fissa per m uno qualunque dei numeri razionali (20) che 
contemporaneamente fanno assumere ai tre numeri 


=kn , p=(b+1)m , q=tm 
valori interi, di cui il primo sia positivo, 3 si riduce all’integrale abeliano 
I= m | gee Oka, 
attaccato alla curva algebrica di equazione: 
we =a + bz; 


mentre le suddette condizioni che nessuno dei numeri (2) sia intero, equi- 
valgono ordinatamente alle: 


(3) q#0 (mod.n) , p+o(mod.n) , p+q+0 (mod.n). 


Moltiplicando le x, w per opportune costanti, siamo cosi in definitiva 
ricondotti allo studio dell’integrale abeliano. 


(4) Jp, (Wx) = f xe? wi dz (p,q interi 2 0) 
attaccato alla curva algebrica d’ordine n: 
(5) wes xr+t, 
nell’ipotesi che valgano le (3). 
2. — In base alla (5) nonché alla sua conseguenza differenziale 
(6) WF LU mee ae 
e tenuto conto della (4), si verificano facilmente le identita: 


(7) (P+ 9) dpa 2) = G9, oa Oe 


== — D0) 3) ag (WX) Re 
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In forza delle (3), i coefiicienti degli integrali 3 che figurano nelle i) 
sono tutti diversi da zero;e cio é pur vero qualora si alterino comunque 
Pp © q per multipli di . Dunque le (7)-e le formule che se ne traggono 
con tali alterazioni, provano che sommando all’integrale (4) moltiplicato per 
una costante opporiuna, una conveniente funzione razionale di we ose 
possibile trasformarlo nell’integrale che da esso si deduce sommando o sottraendo 
aglt interi p,q, multipli arbitrariamente assegnati del numero n. 

Ne consegue, avuto riguardo alle due prime relazioni (3), che possiamo 
limitarci — senza scapito di generalita — agli integrali (4) in cui el’ interi 
p e q soddisfanno alle limitazioni : 


(8) RS ply gs yg (pete 


tali integrali si mantengono ovviamente finiti in tutti i punti al finito della 
curva (5), essendo per le (4), (6): 


Ip (w 3) = fxe—3 wi dx =z [ze wi + (#—1) dw : 


\ 


Distinguiamo due casi, a seconda che é 
(9) ptq+ti=o, oppure (10) ptgqti>o. 


3. — E facile provare che, se oltre alle (3) vale la (9), Vintegrale (4) 
é dappertutto finito, ossia 3,,,(w,z) é un integrale abeliano di 14 specie 
(ovviamente non costante) ; esso pertanto ammette certo qualche periodo 
non nullo®, 

Basta all’uopo trasformare omograficamente la curva (5) nella 


(11) yn — yn aL i*, 
mediante le 
Rs 5 W = Vn"; 


ed osservare che l’integrale abeliano 


Sli tat) yf dy 


relativo alla (11), nel quale appunto si muta Ip,¢(W ,X), e finito peru =o 
in forza della (9) @). 


4. - Si supponga invece che sussista la (10), e dunque — tenuto conto 
dell’ultima relazione (3) — che sia: 


(12) ptg=t1. 


(1) Cfr., per es., P. Appett - E. Goursat, Théorie des fonctions algébriques et de leurs 
intégrales, 2° ediz., to. I (Paris, Gauthier—Villars, 1929), p. 246; oppure F. Sever, Vorle- 
sungen tiber algebraische Geometrie (Leipzig, Teubner, ODT) i emeAl Sa 

(2) Si sarebbe anche potuto raggiunger rapidamente I’intento, ponendo dp ,4(w, z) 
sotto la nota forma canonica degli integrali abeliani di 1° specie. 
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La curva algebrica (5) possiede m punti distinti all’infinito, che 
denominiamo RY per f= 1, 2527750, aventi le coordinate omogenee {= 1, 
wo, ; t=0, ove lew, (per r=1, 2,+++,m) indicano le n radici 
n—me dell’unita, prese in un ordine arbitrario ma determinato. Qualunque 
sia Vintero positivo N, nell’intorno del punto Pee risulta w—_ funzione 


olomorfa di z, rappresentata - in base alla (5) - dallo sviluppo in serie : 
N N/N 
Cy One f ae ae £a(¢ “ts be =e | , 


convergente in detto intorno (ossia per valori della z di modulo sufficiente- 
mente grande). In particolare, avuto riguardo alla seconda delle (8), si puo 


nella (13) fare N=—q e€ dedurne (sempre nell’intorno di Po) lo sviluppo: 
(14) ame: wi = w! lets +4 —atptg—t ft 
: 
anes 4(£— Mra 25 Goova||h a 


Dalla (12) e dalla 
—n+p+q—1=—3> 


conseguenza immediata delle (8), risulta che delle potenze di z che figurano 
entro [---] nella (14), solo la prima ha esponente non negativo e nessuna 
ha esponente — 1. In virtu delle (4), (14) si ha pertanto che: 


Nelle ipotesi attuali Pintegrale 3p,, (w ; x) ha nel punto PY un polo di ordine 
p+ (=), colla parte principale : 


goad 
kl 
5. — Dai nn. 2,4 segue senz’altro che: 
Sotto le condizioni (8), (12), 3p,,(w x) risulta un integrale abeliano dt 
2% specie, avente — come wniche singolaritd — n poli di ordine p + q negli n 


punti impropri della curva a cui esso é relativo. 
Per stabilire completamente il risultato enunciato in principio, ci resta 
solo pit da provare che Iy,,(w ,x) possiede qualche periodo non nullo. 
Ebbene, se cosi non fosse, ossia“) se J,,,(w ,%) si riducesse ad una 
funzione razionale di w,z, dovrebbe — per un noto teorema — risultar 
zero la somma dei residui della funzione razionale 


(15) 3p,4(w%) 9 W,2%)> 


(1) Cfr. p. es. G, AppELL — E. GoursaT, op. cit., p. 202, oppure F. SEVER, op. cit., 
p- 225. 
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ove le (w ,x) dx € un qualunque integrale abeliano di 1* specie attaccato alla 


curva (5) “). Come funzione  (w, x) integranda di un integrale di 1* specie, 
in base al n. 3, si puo in particolare assumere: 


Ra) at  conp np. en q)3 
ed invero sussistono le limitazioni 
Cee We ya eG) (Neel) ese) eg) eee Oy, 


[analoghe alle (8), (9)], in conseguenza delle relazioni ammesse CS) eh(12). 

Poggiando sulla (13), nella quale ora in luogo di N si ponga il nu- 
mero positivo —q' =u +4, si perviene al seguente sviluppo, valido 
nell’intorno del punto PY: 


- 
) (w 5 x) SS RO w—(+9) = w+ 9) . @pe sand ised) =| + ae <1 


SBE ait a anhe Sete 
sitae tar 


dunque, per quanto si é detto alla fine del n. 4, la funzione (15) ha per 


>) 


residuo nel punto PY: 
a! I 
at Le=Ct)a 
Para Po 


Ne segue che la somma dei residui di tale funzione negli » punti 
PY (che son i soli ov’essa ha residuo non nullo), risulta diversa da 
zero [= —n/(p + q)]; onde effettivamente — pel teorema summentovato - 
non puo 3,,,(w,%) ridursi ad una funzione razionale. 


(1) Ved. P. Appett - E. Goursat, op. cit., p. 368, ove trovasi stabilita la neces- 
sita e la sufficienza di tale condizione; Ja sua necessita - che solo occorre nel 
testo — € una conseguenza immediata della nozione di residuo e di un classico teorema di 
Caucny (ved. p. es. il suddetto Trattato, p. 201-2). 
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Matematica. — Su una classe notevole di equazioni differenzialt 
del 2° ordine non lineari. - 1. Preliminari e riduzione al 1° ordine. 
Nota di G. LamparIELLo, presentata‘? dal Socio T. Levi-Crvita. 


In questa Nota ed in uma successiva mi propongo di esporre breve- 
mente le mie ricerche intorno al problema matematico di caratterizzare dal 
punto di vista della teoria generale delle funzioni e delle equazioni diffe- 
renziali la soluzione u = @ (ft) dell’equazione 


2 
(1) pee _ pp 


tale che 
o (Cis 15 lim? ip@)=20-. 
i> +00 
Si suppone che ft, siano variabili reali e si conviene di ritenere la 
determinazione positiva di 1'/? , 03/?, 
Il metodo usato per risolvere il problema puo applicarsi ad ogni equa- 
zione del tipo 


n 2 an+1 
(2) prt d u — 4 n+1 
dt? : 


in cui n @ intero positivo e quindi in questa prima Nota sviluppero il pro- 
cedimento riferendomi alla (1’). 

La discussione completa del problema sara fatta solo nel caso n = I. 

L’equazione (1) & stata proposta da L. H. Thomas ©) per lo studio 
del campo elettrostatico creato dall’atomo e ritrovata da E. Fermi ©) in 
analoghe ricerche di fisica atomica. In lavori di vari Autori, tra i quali 
ricorderd la Nota lincea di A. Mambriani e le memorie di G. Scorza-Dra- 
goni“), & stata dimostrata l’esistenza e l’unicitd della soluzione richiesta. 


(1) Nella seduta del 4 marzo 1934. 

(2) L. H. Tuomas, The calculation of atomic fields, « Proceedings of the Cambridge 
Philosophical Society », 1927. 

(3) E. Fermi, Un metodo statistico per la determinazione di alcune proprieta dell’ atomo, 
«Rend. Acc. Lincei», 1928. 

(4) A. Mampriani, Su una particolare equazione differenziale, «Rend. Acc. Lincei», 
1929; G. Scorza-Draconl, II problema dei valori ai limiti studtato in grande per gli inte- 
grali di una equazione differenziale del 2° ordine, « Math. Ann.», Bd. 105, p. 133. Berlin, 
1931; «Giornale di Battaglini», vol. LXIX, 1931. 
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In particolare interessa calcolare il valore 9’ (0) che la derivata della 
p(t) assume in t = 0. 

Nella seconda Nota daremo un’espressione analitica per il calcolo di ¢’ (0). 

L’equazione (1’) quando si cambi il segno del secondo membro é stata 
studiata da Emden “ fin dal 1907; si presenta nella teoria dei gas. 

L’ Istituto per le applicazioni del calcolo, diretto dal Prof. Picone, ha 
costruito tavole per il calcolo approssimato della funzione (ft), soluzione 
della (1). 

Il Sommerfeld © ha proposto un interessante metodo di integrazione 
asintotica della (1). 

La nostra ricerca € indipendente da tutte Je altre gid fatte sull’equa- 
zione (1), pud essere solo ravvicinata nella prima parte alla riduzione 
della (1) ad un’equazione differenziale del 1° ordine che sembra sia stata 
notata la prima volta dall’ Emden. 

La pik semplice equazione differenziale del 1° ordine alla quale si pud 
ricondursi a partire dalla (1’) ¢ pero nuova. Dalle nostre considerazioni 
risulter’ ancora dimostrata l’esistenza e l’unicita della soluzione ¢ (t) di (1) 
ed anzi il carattere analitico della stessa. 


§ 1. Osservazioni preliminari sulla soluxione u = @(t) supposta esistente. — 
1. Si osserverd anzitutto che la g(f) decresce da 1 a O quando ft cresce 
da zero a +o. 

Infatti, poiche ¢’ (f) & positiva, @’ (1) & crescente, ma dovendo essere 
lim ¢' (f) =0 &), si ha 9’ (t1)<0 e cio dimostra l’asserto. 


se ” an+ 1 


2. Si osservi inoltre che la funzione ¢ *+t' @ *** éinfinitaint=o 
n 
4+ 1 
un intorno destro di t =o. Ne segue che la derivata destra di (f) in 

r= 0 © jinia. 
Poniamo 9g’ (0) = « e teniamo presente che % € un numero negativo. 
3. Si osservi infine che la (1) ammette la soluzione (particolare) 
Pst) = — 
fo" 


ite D 
nN nN 


(1) Empen, Gaskugeln. Teubner, Leipzig, 1907. 

(2) A. SOMMERFELD, Asymptotische Integration der Differentialgleichung des Thomas- 
Fermischen Atoms, « Zeitschrift far Physik». Berlin, 1932. 

(3) L’esistenza del limite di 9’ (ft) per !—> + 20 segue dalla crescenza di 9’ (1). 


D’altra parte detto limite non pud essere diverso da zero, poiche lim o(/)=0. 
i—> +00 


di ordine <1, quindi la 9’(t) é integrabile in senso improprio in 


essendo 


=) 2p Ores 


Z 
La 9(f) & infinitesima di ordine 1 + “os Pela = + co. 


Incidentalmente si noti che se si fa tendere u all’ co, lequazione (1) 


diventa 


: 2 \ 
e la soluzione particolare teste rilevata per la (1) tende a — che € una so- 
luzione di questa equazione. 
§ 2. Equazione alle variazioni della (1) rispetto alla soluzione partico- 


lare u = @(t). — L’equazione alle variazioni della (1) rispetto alla 9. (#) 
si ottiene ponendo in (1) 


u = Go(t) +e 


e riguardando « come una quantita del prim’ordine. 
Si ha lequazione lineare in ¢ del tipo di Eulero 


,ve  2(n+2) (27 +1), 


t 


Dalla soluzione generale di questa equazione 


C py 
aeiernags aies 


dove 


w= (li7m + yon Fx6—1) , of =A (fiz + gon + 16 + 2) 


2n on 


‘. 


e ¢,¢’ sono costanti arbitrarie, si rileva che soltanto le soluzioni del tipo 
C ; ee: ; aes 2 
yo SOn0 infinitesime per 1 > + co ed anzi, poiché mw >>1 + 4 qualunque 


sia m, si conclude che una qualunque soluzione variata di (ft), infinite- 
sima per t—> + oo, ne differisce per un infinitesimo di ordine superiore 


(a quello di 9 (1) ). 
Ma allora la soluzione g(t) stessa deve differire da go(#) per un infi- 


ee: ; : : 2 C : : 
nitesimo di ordine superiore ad 1-+4+-— e si pud concludere che il rap- 
n 


L Se Ses et 
porto eU) deve ammettere il limite 1 per t—» + co. 


0 (t) 


§ 3. L'equazione (1') ammette un gruppo continuo di trasformazioni 
puntuali ad un parametro. — Se nella (1') si sostituiscono le variabili ¢, w 
con le variabili 
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| PaO 


Ue —Oatle 


si trova che la (1') rimane inalterata se 


Dungue la (1') ammette il gruppo 
eS OU 


“(e5) 
Te = CF Lath 


e questo, conformemente ad un teor. di Lie, si riduce al gruppo di tra- 
slazioni 


(G) 


t=t+0 
(G’) 


Uae eet 


se si pone b = loga e si applica alle t,w il cambiamento di variabili 


\ = log 
(2) | ee ee =- ou 
vee o (t) 


Ma allora la trasformata della (1’) nelle variabili t, 4, dovendo rima- 
nere inalterata per Je traslazioni del gruppo (G’), non deve contenere espli- 
citamente la variabile +. Si trova l’equazione 


5; d? 1 | 2(n+1)(n+2 —_— 
qr) Sasa ada 204 OU SD or 


dt? n dt n? 


=i te". 


§ 4. Trasformaxione del problema. — Alla soluzione u = (1) della (1’) 
corrisponde una soluzione » = y(z) della (1), tale che 


| Rial Cea eas xe ee Lim ye) ake 
t—>— CO t+ 0 
La prima di queste condizioni risulta dalla seconda delle (2) e la se- 
conda & conforme alla conclusiore del § 2. 
Poniamo 
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Se si deriva rispetto a t la seconda delle (2), si ottiene 


2 \ney eh 2(r+ =) du 
(3) o—(1 P| di 
e quindi per 10 o per T>— ~, si ha 


lim v=o odanche limv=o. 
™—>—0O n—>o 


Inoltre poiche, almeno in un intorno dell’co, la @(/) é del tipo 
Rn 
eQ=—5 +90, 
t--— 
1 n 
si ha 


lim g(t) =o. 
i—>+ 00 


Dalla (3) si ricava dunque 
2 i [24 ; 
v=(r42)q—n+ pile. 


La g(t) & infinitesima di ordine w+ 1 per t+ +00 e poiche 


I F 
w+ > a(x +=); qualunque sia 1, si conclude che 


i> +00 
Ma 
sae Myf Ehret saa u Tay 
tm +0 i> +00 
Dunque 
linisv. S=07;, 
"> 
d? dv 
Se allora si osserva che —— —y“"@ |g (1”) diventa 
at? dy, 


m dv 3n+4 BCH ts Ta) es a ee 
(1 ) Ce ae as a n(yrtt—r). 


Alla soluzione # = @(#) della (1’) corrisponde una soluzione v = v (y) 
della (1’”") tale che 
v0)=0. , - vU)y=—o, 


(1) La possibilita di assumere la v come funzione di 7 risultera dal séguito: si vedra 
che la v nom & mai negativa per i valori di y che occorre considerare. 
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Circa il comportamento per »—>0 della soluzione cercata v(m), si 
osservera che dalla seconda delle (2) si rileva che y & infinitesima di or- 


; D ; 2 
dine 1 + a Pot d’altra parte dalla (3) segue che v — (: + aE 
: : n 
\ > . . . . I 
€ infinitesima di ordine 2(1 + “) per t> 0. 
n 


2 I 
Dunque v —(1 Se <)a & infinitesima di ordine — ake = Bee) per 7-0. 


Cio posto, allo mu di togliere le irrazionalita sees sulla varia- 
bile », poniamo nella (1’”) 


(4) n= EO OO HD, 


Si ottiene l’equazione 


GES ve = (n ry 1) (n mah +4) E+ T)(2+2)—1 y a 
5 (“ =F ee 2) ) Font 1)(~4+2)—1 (ee) fe in) 


di cui si ricerca una soluzione v(&) tale che 


iat wpeTan nC) Ne ec eente. 


| 


Questa soluzione dovra essere tale che la differenza 
2 
Oc (: “fF =) CCt a) ar 2) 
n 


sia infinitesima di ordine 2(m + 1)? per 0. 
Sevallora*in’ (1””) si pone 


6) a 
si € condotti all’equazione nelle variabili €, y 


dy 
CE) EGP Ng CHIE = CH — 1) Gt a) 280499) — 


— 2(n + rp Bera (r = ee y); 


Il nostro problema consiste nel caratterizzare una soluzione, se esiste, 
y = y(&) della (E), limitata nell’intervallo chiuso (0,1), tale che y= 1 
poo al. 

Il secondo membro della (E) & nullo per €=1,y=1 e per €=0, 
qualunque sia y, si riduce ad (nm? — 1) (” + 2). 


Il coefficiente di an & nullo pr E=1, y=I e per §=0,y qua- 


dé 
lunque. 

Il punto €=1 , y=1 & dunque singolare per Pequazione (E), mentre 
per & =o , y qualunque, il + diviene infinito se 1 > 1. 


Per una soluzione qualunque y = y(&) della (E), limitata in un intorno 
di =o, il punto =o é, per » >1, un punto critico algebrico. 
Dedichiamo ora le nostre considerazioni al caso 1 = 1. 


Matematica — Sulla costruzione di funzioni automorfe me- 
diante prodotti infiniti. Nota1 di F. Conrorto presentata“ dal 
Socio F. ENRIQUES. 


E noto come Poincaré e Klein abbiano insegnato a costruire funzioni 
automorfe, invarianti per un gruppo propriamente discontinuo di sostituzioni 
lineari sulla variabile complessa, quando questo gruppo é dato entro un cerchio 
limite, che viene ricoperto, a partire da un poligono fondamentale interno, 
mediante la serie infinita dei suoi trasformati. Poincaré da a priori la forma 
analitica della funzione da costruire mediante il quoziente di due serie theta, 
mentre Klein si limita a dimostrare l’esistenza e la possibilita teorica di 
costruzione di questa funzione, in base al principio di Dirichlet. Pit tardi 
Stahl ®, ha dato la funzione stessa come un quoziente di prodotti infiniti, 
mettendone in evidenza i poli e gli zeri. Tuttavia questi poli e questi zeri 
appaiono qui soltanto nel loro complesso e l’autore medesimo dice di non 
essere riuscito a staccarli, facendo corrispondere ad ogni termine dello svi- 
luppo uno zero od un polo. 

Io ho tipreso il problema e mi propongo di assegnare una nuova co- 
struzione delle funzioni automorfe per mezzo del quoziente di due prodotti 
infiniti, dove i singoli termini metteranno in evidenza gli zeri ed i poli ed 
a ciO sono riuscito prendendo come elemento del prodotto la funzione pri- 
mitiva definita da Klein sopra una riemanniana algebrica, mediante integrali 
abeliani di terza specie. 


§ 1. — Consideriamo un gruppo fuchsiano G a cerchio limite, generato 
da 2p sostituzioni lineari di tipo iperbolico ; ci proponiamo di stabilire uno 
sviluppo in prodotto infinito per le funzioni automorfe relative a G. 

Ricordiamo che si chiamano funzioni automorfe relative ad un qualunque 
gruppo propriamente discontinuo G di sostituzioni lineari sopra una variabile 


(1) Nella seduta del 4 marzo 1934. 
(2) H. Sraut, « Math. Ann.», Bd. XXXII. 


complessa z, le funzioni che, rimanendo inalterate quando si eseguisce sopra 
la x una sostituzione lineare di G, possiedono nell’interno del campo fon- 
damentale del gruppo solamente singolarita polari. Se G é a cerchio limite 
ed @ generato da 2p sostituzioni lineari iperboliche, é noto che si puo pren- 
dere come campo fondamentale un poligono curvilineo formato da 4p archi 
di cerchi perpendicolari al cerchio limite; la somma degli angoli di questo 
poligono deve essere 27. Inoltre chiamando i successivi lati del poligono con 


—I —I By ee 


Ceuta ae Ue a. 0st ees ap by a» b, deve esistere una sostituzione 
lineare che porti i lati a; b; rispettivamente nei lati a; "5; ‘(i = 1, 2---pf). 
Queste 2p sostituzioni generano il gruppo G. 

Per l’esistenza di un gruppo fuchsiano del tipo di G &€ necessario che 
sia p= 2 ed allora G dipende da 6p — 6 costanti reali arbitrarie, precisa- 
mente come le funzioni algebriche f (x, y) = 0 di genere p birazionalmente 
distinte (ove si riguardino come distinti due gruppi soltanto quando uno non 
é trasformato lineare dell’altro). 

Indichiamo con g; (<) le sostituzioni lineari di un gruppo G; sara: 


az + Bi : 
DAG) Ba RS a: 0;— Bi fi = 1. 
Faremo variare l’indice i da — co a+ oo e g_i(%) indichera sempre 


la sostituzione inversa, che certo esiste nel gruppo, di 9: (x); o (<) sara in 
particolare Videntita (uguale alla propria inversa). 
Si avra dunque : 


Il gruppo non pud possedere altre sostituzioni uguali alla propria inversa 
(involuzioni) perch¢ esso € composto tutto da sostituzioni iperbcliche ape- 
riodiche (trasformate di omotetie non involutorie). Quale cerchio limite 
potremo sempre prendere il cerchio di raggio unitario con centro nella 
origine del piano complesso <. 


§ 2. — Il concetto che porta allo sviluppo in prodotto infinito che abbiamo 
in vista & il seguente: dato il gruppo fuchsiano G, prendiamo due funzioni 
automorfe relative a questo gruppo, x = x(x) e y =y (x); tra queste due 
funzioni intercorre una certa relazione algebrica f(x,y) = 0 di genere p. 
Pensiamo alla superficie di Riemann F, corrispondente a questa curva. La 
funzione x = x(z) realizza una trasformazione biunivoca e conforme del 
poligono fondamentale relativo a G su F. Ai lati del poligono corrispondono 
i tagli di un sistema canonico di retrosezioni a, B, , % B2- + - op Bp passanti 
tutti per un punto, che apparisce come corrispondente dei vertici del poligono. 
Le funzioni automorfe relative a G diventano funzioni razionali su F. 

Dopo aver cosi richiamate queste nozioni, ragioniamo come segue: per 
le funzioni razionali su F esistono delle rappresentazioni mediante integrali 


abeliani; supponiamo di aver trovato nel piano x uno sviluppo in algoritmo 
infinito per questi integrali. Ne deriva che da ogni rappresentazione delle 
funzioni razionali mediante integrali abeliani sara possibile ricavare uno svi- 
luppo in algoritmo infinito per le funzioni automorfe. 

Percid nei §§ seguenti noi accenneremo alle rappresentazioni conosciute 
di funzioni razionali mediante integrali abeliani su F. Quanto agli sviluppi 
per questi integrali nel piano z essi si incontrano gia nella memoria citata 
di Stahl e conducono lo Stahl stesso alla espressione accennata nella intro- 
duzione. Ma essi possono essere adoperati in maniere diverse, mettendoli in 
relazione con le rappresentazioni delle funzioni razionali su F mediante in- 
tegrali abeliani. 

Cosi facendo si trova accanto allo sviluppo dello Stahl altri tipi di svi- 
luppi tra cui quello dato da Poincaré ed un altro, che ci proponiamo appunto 
di scrivere esplicitamente e che risponde alla esigenza sopra formulata di 
mettere singolarmente in evidenza con i suoi termini i poli e gli zeri della 
funzione automorfa. 


3. — Sia 9 (x,y) una funzione razionale sopra la rlemanniana F; le espres- 
sioni che si conoscono di 9 (x, y) mediante integrali abeliani sono le seguenti : 

1) Rappresentazione mediante integral abeliani di seconda e prima specie: 
alludiamo con questo alla rappresentazione, che mette in evidenza i poli della 
funzione e che & la generalizzazione dello sviluppo del tipo: 


Ay A, as 
See a = OSL 


+ = 
— (5 —— Oe x — Aan 


f@= 


per il caso del genere p =o. 

2) Rappresentazione mediante integrali abeliani di terza specie con due 
punti di singolarita logaritmica e di prima specie; nel caso di genere p = 0 
tale rappresentazione si riduce alla seguente: 


n Srl Ly 


= .log — 


hea eosa wihe Mee 


Naturalmente é: 


e si ricade cosi nella forma pil ovvia di rappresentazione: quella che adopera 
la funzione del tipo x —a, nulla nel solo punto a. Senonché questo pas- 
saggio non é piu effettuabile nel caso di genere qualunque, e la ricerca di 
una funzione analoga alla x —a da origine ad un terzo tipo di rappresenta- 
zione, che é la: 

3) Rappresentazione mediante la « forma primitiva» di Klein; Klein ha 
introdotto sopra una superficie di Riemann di genere p qualunque una fun- 


zione (introducendo coordinate omogenee, una « forma ») la quale gode delle 
seguenti proprieta: 
La sua espressione ¢: 


/ xy + dx, x, + dx 
5 / Sig hone as or he) 
(1) PO2se)= lim | —dx,dx,e 9 *1%2 
dxydxy—>o 


In questa formola: 


rx + dxy 


xy + dx, xX + dx, 
nee rae 2 = ally 


Xy + dxy 


e II,,., € un integrale normale di terza specie con singolarita logaritmiche 
Hel Purltl xt eax xe 

P(x, x2) & sulla superficie di Riemann ovungue analitica, finita e con- 
tinua. Solamente é infinita del primo ordine quando x, 0 x. cade nel punto 
all’infinito di uno dei foglietti della superficie di Riemann. Supposto fissato 
x,,P (x; x.) rimane una funzione di x,, che si annulla d’ordine 1 per 


: ek nl } 
Xx; = x,. Inoltre P(x, x.) si annulla d’ordine ol ge I) in un punto di 


diramazione in cui convergono k foglietti della superficie di Riemann. Facendo 
petcorrere a x; un taglio a: @ = 1, 2)---p)., P (, x.) si cambia ia: 


; (i a a) 
i CRS By eae Ga, zit P (07%) 
dove 
jer | dj Cy Per ti Serre sep 


Xo 


costituisce un sistema di p integrali abeliani di prima specie indipendenti, 
la cui distribuzione di periodi lungo i tagli & data dallo specchietto : 


oa hs Xp 6, Ba ie By 


|p O OMe aT, Thx Ups se Tip 


Quando x, percorre invece un taglio B; (G7 =1,2,+++,p), P x) 
rimane inalterata, mutando al pil di segno. 

Con la funzione P(x, x.) si pud rappresentare una funzione razionale 
nulla in x, x, °*: Xn e infinita in &,,& --- & mediante la formola: 


: P(xx1) P(x xs) +++ P(X Xn) | 
Cir) F(x,y) We PGE Par). Pee.) 
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§ 4. — Veniamo allo sviluppo nel piano z degli integrali abeliani su F. 

Seguendo Poincaré si chiama funzione 6 di grado m rispetto al gruppo G, 
una funzione Q(z) tale, che, se si indica con zi il trasformato del punto x 
mediante 9; (z) si abbia: 


Q(x) = Qz) Fix + 81)?” 


Si dice invece serie @ di grado m una serie del tipo: 
> : 

2 OG) = 2 Hle@lz asencer 
( ) (x) — [ ( lq sy 
dove H(z) & una funzione razionale, soggetta alla sola condizione di non 
possedere alcuna singolarita polare sulla circonferenza limite. La (2) ¢ as- 
solutamente ed uniformemente convergente, se € m==2, in ogni regione 
‘nterna al cerchio limite e non contenente né un polo né il trasformato di 
un polo di H(z). Q(z) risulta poi una funzione @ di grado m. 

Richiamiamo ora il seguente risultato di Stahl“): Dato sopra la rieman- 
niana F un qualunque integrale abeliano di prima o di terza specie normale: 


1= [acess 


Xoo 
si possono sempre trovare due serie 8 di grado m + 1 ed m rispettivamente, 
P(x) e Q(), tali che sia identicamente: 


PO, acm ote.) 


e quindi: 


a ~ PQ) 
I= | oC, y)ax = | A de 
QQ) 
“oo io 

indicando con x e z i punti del poligono fondamentale corrispondenti alle 
Coppice ovo) eo (ay) susk. 

La funzione Q(x), tanto nel caso che I sia integrale di prima specie 
quanto nel caso che I sia integrale di terza specie, € sempre una funzione 
§ di grado m ovungque finita allinterno del cerchio limite, combinazione li- 
neare di (2m—1)(p—1) funzioni linearmente indipendenti del tipo se- 


guente: 
--+ co 


I : I 
. Ql) = 2 [e@)— eo)” Giz Fb) 


costruite ogni volta con un valore e diverso, ma sempre corrispondente ad 
un punto esterno alla circonferenza limite. 


(1) Hi. Sang, loce cit. 


Se ora I é integrale abeliano di prima specie, P(z) ¢ una combinazione 


lineare di (2m + 1) (/—1) funzioni linearmente indipendenti del tipo: 


+ 0o 


DPR oN Ses oe r 3 a a ny 
os PO = Siege Gee ayer 


costruite ogni volta con un valore e diverso, ma sempre corrispondente ad 
un punto esterno alla circonferenza limite. 

Se infine I ¢ integrale abeliano di terza specie normale, singolare loga- 
ritmicamente nel punti z; e 72, P(x) @ combinazione lineare di 


(2m+1)(p—1) +2 

funzioni linearmente indipendenti del tipo: 

(5) Po 3X2%2) =i — 0)?" * QE) Por) — 2 — 0)?" QGa) Pex) 
ove: 


I 


I 
“ale — ol [9i) el Gx + 8m 


(O12) 


costruite ogni volta con un valore diverso di eg, corrispondente pero sempre 
ad un punto esterno a la circonferenza limite. 

Noi potremo dunque costituire nel piano z, sia il sistema di p inte- 
grali linearmente indipendenti di prima specie j, ,j., +--+ jp, sia l’integrale 
normale di terza specie II,,,, introdotti al § 3, sempre prendendo come 
parte finita dell’ integrale il rapporto di due serie 0 di grado m-+ 1 ed m. 

I] teorema d’Abel, che nel piano z da Ja condizione di esistenza di una 
funzione automorfa nulla in z; ,%2, +++ %» ed infinita in z,, 7), +++ %' si potra 


scrivere, come sulle superfici riemanniane, in forma di congruenza 


n 
Ds [ji —jiz,)]=0 (mod. i period’) i=(1,2,-+-,)). 
I 
Quando I é integrale abeliano di terza specie normale, la sua espres- 
' sione esplicita sara, per quanto si  detto: 


eX (2m+1)(p—1)4+2 


Deo a) 
I 


* PQ) 
SS a Oe dz 
e cee 1s 
(2m + 1)(p—1) +2 
dove bisogna supporre: >. A, = 1; ma conviene osservare che nella (7) 


il rapporto delle due serie @ puo essere trasformato in modo da mettere 
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direttamente in evidenza il fatto che I é integrale normale di terza specie. 
Infatti la serie (6) pud essere trasformata mediante la formula “: 


(qo — pyr" +! Po xn) = Be (faze + 8)?” X 


y, I I a ae fps 
pm ORT P(A es Ie 
I 


At 
So mae 0) AW) ee ol SS P 


(i a= 2) 


dove gi indica, al solito, il trasformato di ¢ mediante la sostituzione @: (Z)- 
Ponendo poi: 


y ei 


BOO lO (i) oh e. \M 
ie i 2. 


ce 
r« ar P;, 


(2m+1)(p—1) +2 


> A, D, (7X5) = Yi (xZn) (b =I, 2) 
tenuta presente la (5) si ricava facilmente: 


D + 00 ri i 
® an Beet ee 


- 2-2 


— 0o 


e sotto questa forma ¢ immediatamente evidente che nella (7) si ha un inte- 
grale di terza specie con le singolarita logaritmiche nei punti x; € %2 ©. 


GEES START lochcit spans Osc 
(2) Aggiungeremo che con il medesimo metodo tenuto per costruire nel piano z degli 
integrali di prima e terza specie si possono costruire anche degli integrali di seconda specie. 
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Matematica. — Generalizzazione di alcuni concetti e formule 
di geometria differenziale delle varieta riemanniane. Nota di L. Gry- 
MONAT e di M. Zeutt, presentata™ dal Socio T. Levi-Crvita. 


Com’e noto®), se w rappresenta un’omografia ordinaria, funzione di un 
punto Q, variabile su di una varieta riemanniana V,, la quale trasformi vet- 
tori tangenti a V, in Q in vettori pure tangenti a V,» in Q, allora dicesi 
differenziale superficiale, nel senso di Boggio, di w sulla variett V,, e si in- 
dica con dyp, quella omografia ordinaria tale che, qualunque sia il vettore 2 
tangente alla V, in Q, si abbia: 


(1) (dv) ue = do(uw) — w(dvu). 


Ci proponiamo di generalizzare, in questa Nota, l’operatore (dvw) ora 
definitoG), e di dedurre, quasi senza calcoli, dalle proprieta di esso, l’esten- 
sione di alcune note formule di geometria differenziale iperspaziale. 


I. Se u rappresenta, come sopra, un generico vettore tangente alla va- 
rieta riemanniana V, in Q, e con «,§ si indicano due operatori che siano, 
promiscuamente, differenziali superficiali, oppure omografie operanti come 
la w anzidetta, noi denoteremo con [« ,8] quel nuovo operatore tale che, 
qualunque sia w tangente a V, in Q, si abbia: 


(2) [x , Bl ee = a(Ber) — B(mee). 


E chiaro che il primo membro risulta un vettore ben determinato, ed é 
facile dimostrare che l’operatore [« , 8] ha sempre il significato di omografia. 
La cosa risulta evidente se « e 8 sono entrambe omografie; oppure se 
a denota un differenziale superficiale dy e ® un’omografia, poiche in tal ipo- 
tesi la (2) si riduce alla (1). Il caso di « omografia e @ differenziale super- 
ficiale si riconduce subito al precedente con un cambiamento di segno; e 


(1) Nella seduta del 4 marzo 1934. 

(2) Burcarti, Boccto, Burati-Forti, Geometria differenziale, p. 180 (Zanichelli, Bo- 
logna, 1930). Indicheremo brevemente quest’opera con Geom. diff. 

(3) Considerando nella (1) invece dei differenziali a secondo membro, le derivate ri- 
spetto ad un punto P, si hanno delle omografie notevoli, dalle quali, prendendone l’inva- 
riante primo, si pud dedurre il gradiente dell’omografia Ky; e, nel caso di spazio a tre 
dimensioni, prendendone il doppio vettore, si deduce il Rot. dell’omografia z. Ved. BuRALI- 
Forti, MarcoLoneo, Trasformazioni lineari, p. 174 (Zanichelli, Bologna, 1929). 
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finalmente quando « e B denotino entrambe dei differenziali superficiali, per es., 
dy € 8y, @ chiaro che loperatore [dv ,8v] coincide con la nota omografia 
ordinaria #8Q dQ proveniente dall’omografia di Riemann, perché si ha 


G3) (dv, Sv] = dvdvu— dudvu =H sOdQu. 


In modo analogo si potrebbe vedere pil in generale che, se U denota 
una classe qualunque di vettori @,U,-+-° finiti od infinitesimi, ed «,@,y,8,-°-: 
denotano promiscuamente omografie od operatori di differenziazione, sotto la 
sola condizione di trasformare vettori di U in vettori pur essi di U, il nuovo 
operatore [«,®], che applicato ad un generico u di U da per risultato 


(2) [x , B] a = a (Bee) — B (ate) 


& un’omografia ordinaria, funzione alternata di «a e B, che trasforma vettori 
di U in vettori pur essi di U. 

Ponendo nella (2) in luogo di 8 Pomogratia [8 y] otteniamo una nuova 
omografia [a ,[8,y]], tale che, qualunque sia il vettore w di U si ha 


(4) (a, (8, y}Jee = «((B, vy] ee) —[B , v] (ave). 


In modo analogo si potrebbero definire le omografie: 


(4) [a ,(8,{y.S)]] s [#.(8>[y.(8,4}]] 


wrece: 


Per comodita chiameremo faitori di tali nuove omografie gli operatori 
ny fe Ea) oy ona 

Per esse vale, come risulta immediatamente dalla definizione, la seguente 
formula: 


5) [Poel J=—b rte a} 


Notiamo che, dovendo «,®-++ trasformare vettori della classe U in 
vettori della classe U, non potremo, quando U denoti in particolare la classe 
dei vettori tangenti in Q alla predetta varieta V,, prendere per a,B,--- 
Voperatore d di differenziazione ordinaria, cioé non superficiale, ma dovremo 
adoperare l’operatore dv. 


2. Per mostrare il notevole interesse delle omografie del tipo (2’) e 
(4) or ora definite, dimostreremo per esse una semplicissima proprieta che 
tiassume e generalizza diverse formule di geometria differenziale iperspaziale, 
le quali dal punto di vista ordinario sembrano affatto estranee ed indipen- 
denti Puna dall’altra. 


(1) Geom. diff, p- 185. 


Nella semplicita e generalita cosi ottenuta ci sembra vedere un nuovo 


indubitabile vantaggio dal calcolo colle omografie. 


Trorema. — Per il caso di due o di tre fattori, le omografie sopra definite 
godono della proprietd ciclica. Valgono-cioé per esse le formule seguenti- 


6) [x8] + (6,%] =o 
(7) [« (8, y]] + [8.(y,«]] + ly. [«,B]] =o. 


La (6) &€ conseguenza immediata della (2’). 
Quanto alla (7), osserviamo che, sviluppando la (4), si ottiene: 


[x ,[B, y]] ee = a(B(ye)) — a(y(Bre)) — B(y(au)) + yCCare)); 


donde, permutando circolarmente le «8,7, € sommando membro a membro 
le eguaglianze cosi ricavate, si ottiene appunto la (7). 


OssERVAZIONI. — 1) Nel caso particolare che U rappresenti la classe dei 
vettori tangenti in Q alla V,, ed a,B,y denotino rispettivamente gli ope- 
ratori di differenziazione eae a ,5v,d, relativi a tre spostamenti dQ, 
SQ, dQ del punto Q sulla V,,, la formula (6) ci esprime la nota proprieta 
emisimmetrica dell’omografia di Riemann “. In tali condizioni si ha infatti, 
come gia fu notato: 


(dv, 8) =RSOdQ , [8v, do] = RdQO. 


2) Sempre nel caso particolare ora considerato, la formula (7) ci esprime 
Pidentita di Bianchi ®. 

Infatti dalla (4) si ha ovviamente, qualunque sia il vettore w di U, 
ricordando anche le (1), (3): 


[dy , [Bo , di] ee = do( [80 , doJve) — [30 , de] (doe) = 
= di(Rd'OSQu) — RY O8O(dvu) = (do(RA' Q8Q)) w, 
che si pud anche scrivere: 
[dv ,[8v, do] = do(Std’O8Q). 
Ed in modo analogo si ha: 
[80 ,[ds sdo]] = Su dQd'O) 5 [dv, [dv , 8o]] = 4.(N3Q4Q), 


dopo cid le (7) forniscono senz’altro Videntita di Bianchi. 


(1) Geom. diff., p. 187. 
(2) Geom. diff., p. 191. 
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3) Restando immutato il significato della classe U, intendendo sempre 
che «,8 siano gli operatori dy,3v, ed assumendo invece per y un’omografia 
ordinaria w, funzione del punto Q, che trasformi vettori tangenti a V, in Q 
in vettori pure tangenti a V, in Q, la (7) ci esprime limportante formula 
di Boggio: 

(8) dySvp — Svdvp = REQdOp — vwRSQAQ, 
relativa alle condizioni di integrabilita di un’omografia”). 


Infatti si ha ovviamente dalla (4), ricordando alcune precedenti osser- 
vazioni: 


[dv ,[dv, w] ee = du((dv pw) we) — (80 w) (due) = (dv do p) wu; 
[1 s[dv , So] e = wOR3QAO w) — NEQdO(ue, 
che si possono pit. semplicemente scrivere: 
[do ,[30,u]]=dodop 5 (ws [do,3o]] = pR3QdQ—MI3QdQw. 
Ma, ricordando la (5), possiam dare alla (7) la forma seguente: 


(9) [«,{8,v]]—(8,[«,v]] = —l[y. [«, BJ], 
ed ora, sostituendo ad «,8,¥ gli operatori dy ,3v, w otteniamo appunto la (8). 


3- La (9), e cioé la formula dell’integrabilita di un’omografia, puo in- 
fine venir interpretata in modo pil semplice e generale: 

Qualungue sia il numero dei fattori di una omografia entro [ ], se due, o pitt, 
successivi di esst sono fra loro permutabili nel senso ordinario), essi sono pure per- 
mutabili nel’omografia entro { |. 

Sia data l’omografia 


alli 
€ supponiamo che i due operatori «,® siano fra loro permutabili nel senso 
ordinario. 


Ponendo nella (9) ’omografia [u,+-+-] in luogo di y, e tenendo pre- 
sente che, a causa della permutabilita di « con 6 é [y, [x ,8]] = 0, si deduce: 


jx, (8,[u---J}] = (8. fa,[e---T]], 


(1) Geom. diff, p. 196. 
(2) E cioé, applicandoli ’un dopo altro ad un generico vettore w di U, si ottiene 
il medesimo vettore, in qualunque ordine essi vengano applicati. 


donde appunto 
(10) [2A [o,(8.[e---I]}---]=[---a, (65 [es fe.---)))---]. 


Se ne deduce poi immediatamente l’analoga proprieta quando i fattori, 
permutabili nel senso ordinario, siano tre o pit. 
Quando U, w, dv, dy vengano presi nel solito significato di poco 
SOpfa, S€ € 
dySvtt=S8vdyu, cioed R=, 
la (9) ci da: 
dy 8y L= dvdy WL, 


come appunto segue dalla condizione d’integrabilita (8). 


Matematica. — Considerazioni sul Calcolo vettoriale assoluto 
m una V, e¢ sui tensori doppi a divergenza unica. Nota di M. Mana- 
RINI, presentata‘? dal Corrisp. P. BurGatTri. 


E noto che nell’ordinario Calcolo differenziale assoluto si considerano 
per un tensore doppio A‘! due divergenze che sono i vettori provenienti dalla 
saturazione, nella derivata covariante A‘*/;, del primo o del secondo indice 
con quello di derivazione. 

Il Cisotti per primo si propose di trovare per A‘ la condizione necessaria 
e sufficiente affinché le due divergenze risultino uguali e la risolse per varieta 
riemanniane a due e tre dimensioni®; per le varieta ad nm dimensioni la 
soluzione fu data dal DoubnoffG) servendosi del calcolo plurivettoriale alla 
guisa dello Schouten; al risultato, con i metodi ordinari, ¢ stata recentemente 
data un’altra forma dal Palatini™). 

In questa Nota mi propongo di trattare la questione con l’uso del metodo 
vettoriale assoluto, cioé indipendentemente dalla considerazione delle coordi- 
nate curvilinee. Per la ragione che fra breve sara manifesta, mi limito al 
caso delle varieta a tre dimensioni. Ma, piu che altro, ho voluto cogliere 
Poccasione per accennare ai fondamenti di una nuova trattazione vettoriale 
dell’ordinario Calcolo differenziale assoluto, la quale imperniandosi sull’uso 
sistematico del processo geometrico del parallelismo di Levi-Civita, diventa 


(1) Nella seduta del 4 marzo 1934. 
(2) U. Cisorri, Sui tensori doppi a divergenza unica. « Rend. Acc. Lincei», 1° sem. 1932, 
2 

pp. 835-839. 

(3) J. Doupnorr, Sur les tenseurs a divergence unique. « Rend. Acc. Lincei», 1° sem. 1933, 
pp. 507-508. 

(4) A. Paratint, Sui tensori a divergenza unica. «Rend. Acc. Lincei», 2° sem. 1933, 
Pp. 534-5 37- 


un calcolo veramente intrinseco, e mi sembra che acquisti anche in semplicita 
ed espressivita rispetto a quelle esistenti. 

Per questa teoria vale in una V, un algoritmo del tutto analogo a quello 
dell’analisi_vettoriale ordinaria dello spazio euclideo a tre dimensioni. Per le 
varieti V, con n == 3 Timpostazione di alcuni concetti e formule richiede 
speciale attenzione “); mi riserbo di trattare cid in un lavoro pit sistematico 
del presente, al quale rimando il lettore anche per i dettagli dei fondamenti 
che, come ho detto, ora mi occorre di impostare. 

Dalle cose che verrd esponendo, sia pure schematicamente, apparira 
abbastanza chiaro come questo metodo vettoriale assoluto (nel senso detto 
sopra) metta bene allo scoperto la base sostanziale dell’ordinario Calcolo 
differenziale assoluto, liberando questo dalle sovrastrutture. 

Cosi, per quanto concerne la questione in esame delle due divergenze, 
otteniamo che, dicendo « lomografia vettoriale nella V;, di cui A* sono le 
componenti contravarianti, le due divergenze (o meglio i gradienti, secondo 
Vusuale calcolo vettoriale) riguardano rispettivamente « 0 Ka (coniugata di «) 
a seconda che si satura con l’indice di derivazione covariante il primo od 
il secondo indice di A‘#. La condizione di unicita della divergenza di A’! 
viene immediatamente, ed ¢ data dal fatto di essere il vettore di « il gra- 
diente di una funzione (campo vettoriale lamellare), avendosi in tal modo 
il risultato del prof. Cisotti. 

Dato un vettore w(P) della V,, funzione regolare in questa varieta, 
fissato un punto P, diciamo Be operatore che applicato al vettore a@ della 
V, spiccato da P, da il vettore 


lim @ (Ee sola ee cy 
3h 0 dh 


ove il numeratore é calcolato trasportando il vettore w(P) nel punto vici- 
nissimo (P + 8h-a@) secondo il parallelismo intrinseco di Levi—Civita, il 
quale risulta indipendentemente dalla curva trasporto, trattandosi di punti 


infinitamente vicini. Indicherd il risultato con =; @; si puo dimostrare che 


dP 
du 


si tratta di un vettore della V, e che =, & in ogni punto P, um’operazione 


dP 
lineare intrinseca alla V, e per i vettori della V, spiccati da P; cioé € una 
omografia vettoriale nella V, e funzione dei suoi punti P. 


Se @ @ un vettore unitario, > @ si puo chiamare la derivata (nella V;) 


ais 
del vettore w nella direzione a. 


’ . . 4 . 5 ) ene . ‘ 
(1) Losservazione vale anche per le varieta V2, giacché l’analisi vettoriale comune- 
mente usata per il piano euclideo non é intrinseca a questo, mentre anch’essa pud rendersi tale. 


Tutto cio vale anche per una V, qualunque e si possono considerare, 
secondo lo stesso criterio, derivate di omografie funzioni di P, ecc. 

: ete Ee 

Quest’omografia 7p? coincide sostanzialmente con l’omografia che il 
Boggio chiama derivata superficiale e introduce con altre considerazioni che 
non sfruttano esplicitamente il parallelismo del Levi—Civita®. I] metodo del 
Boggio, ricorrente allo spazio euclideo Sy in cui la V, s’immagina immersa, 
non puo dirsi del tutto intrinseco, come non ha forma intrinseca l’espressione 
che Egli da per detta derivata superficiale @). 

Proprieta notevoli ha l’omografia vettoriale ae qui introdotta : 

1) Con le sue componenti covarianti o contravarianti rispetto ad un 
prefissato sistema di coordinate curvilinee da il tensore derivato covariante 
O contravariante del tensore semplice covariante 0 contravariante rappresentato 
dal vettore w. 

2) Se wé il gradiente di un invariante , funzione del posto, l’omografia 
relativa risulta una dilatazione e cid corrisponde a risultare il tensore doppio 
derivata covariante di grad@ un tensore simmetrico. 


du , : é : ' 
2) Oe 7p° nulla in un punto P, il vettore 2 si sposta per parallelismo 
di Levi-Civita nel passaggio dal punto P ad un punto vicinissimo (punto 
di stazionarieta per il campo vettoriale w (P)); se ¢ nulla ovunque, il campo 
vettoriale w#(P) € un campo uniforme, il quale puo aversi solo in una va- 


rieta euclidea. 
4) se ou & nulla lungo una curva (L) della V; il vettore ew si sposta 


per parallelismo lungo quella curva, come succede per le geodetiche pren- 


dendo per wu il versore tangente (autoparallelismo). 
dP 


du 
5) Se la curva (L) non é una geodetica, applicando Ip al versore Te 


definito lungo la curva, si ha un vettore (s) della varieta, normale ad w 
punto per punto della curva e che coincide col vettore associato del Bianchi, 
chiamato pil’ propriamente derivato del Levi—Civita “?. 


: P 
6) Costruita Pomografia col versore r = ~~ tangente alla linea, appli- 


(1) Si confronti anche per tale concetto una Nota di B. Fryzt: Tensori vettoriali e 
loro derivazione, questi « Rendiconti», 1932, 2° sem., pp. 404-410. 

(2) Cfr. P. Burcarti, T. Boccio e C. Buratt-Forti, Geometria differenziale. Zani- 
chelli, Bologna, 1930, p. 186, formula 18. 

(3) Per quanto riguarda Ja derivata di un vettore della varieta rispetto ad un parametro, 
si puod vedere il Masorri nella Memoria: Sulla derivazione di un vettore superficiale, in 
«Atti della Pontificia Acc. delle Scienze Nuovi Lincei», A. LXXXI, 1928, pp. 192-200, 
ed anche il Levi-Crvrra nelle redazioni inglese e tedesca del suo libro sul Calcolo diffe- 
renziale assoluto, e in altri lavori citati nella Memoria suddetta. 


candola al vettore x stesso si ha il vettore cwrvatura geodetica, con le sue 
proprieta. 


Come dicemmo nell’introduzione, per I’ omografia - nella V, vale l’algo- 


dP 
ritmo differenziale relativo all’analoga omografia considerata nello spazio 
euclideo tridimensionale : 


a) dive =I, (7 


) [1, = invariante primo] 


che nel calcolo assoluto ordinario si ottiene saturando il tensore doppio misto, 
derivato covariante del vettore contravariante uw’. 


b) rot @ = v(o5), [V = vettore dell’ omogratia] 
¢ 


che corrisponde al vettore rotazionale di un tensore semplice del calcolo 
assoluto. 


c) div (u/\a@) = aX rotu— rota X uw, 
d) divrotté =o , rotgradg =o, 
2) se rotw =o ¢ w= grado. 


f) Se « ¢ un’omografia nella V; funzione di P, come nello spazio euclideo S, , 
si definisce gradiente di « il vettore della V, che da per ogni vettore @ della V, 
in P, fisso o stazionario in P rispetto al trasporto per parallelismo di Levi- 
Civita, 


grad a & & = div (Ka a) 


ove Ka ¢ la coniugata di «, con significato analogo a quello ordinario per 
gli spazi euclidei. Il vettore grad anche in V3 potrebbe ricevere un’ altra 
definizione, ma cio non ha interesse per questo lavoro. 

Si puo verificare che grad « rappresenta cid che nel calcolo differenziale 
assoluto é la divergenza del tensore doppio contravariante A’ costituente le 
componenti contravarianti di «, ottenuto mediante saturazione nel suo derivato 
covariante del primo indice di esso con l’indice di derivazione. L’altra diver- 
genza di A’, che nel calcolo assoluto si ottiene saturando il suo secondo 
indice con quello di derivazione covariante, ¢ precisamente il vettore gradiente 
dell’omografia Ka, coniugata di «. 

Allora, cio posto, ¢ facile vedere quando i due gradienti, o che dir si 
vogliano, le due divergenze, coincidono. 

Basta per es. stabilire la relazione fra grad a e grad Ka. Essendo 


a= Ke + 2 Aw 


con Aa assiale di « (in coordinate rappresentata da un tensore doppio emi- 
simmetrico) possiamo scrivere anche 


a = Ka + 2V(Aa) /\ 


ove V (Aq) é il vettore dell’assiale Ax ossia di «. 
Da questa, calcolando i gradienti si ha 


grad a = grad Ke — 2 rot Va 
poiché, come nel calcolo ordinario vale la formula 
grad (we /\) = —rot w. 


Pertanto, affinche risulti 


2 


da = grad Ka 
occorre e basta che sia 

rot Va =o 
ossia 

Va = grado, 


la quale tradotta scalarmente usando le coordinate curvilinee é¢ la condizione 
trovata dal Cisotti . 

Dunque, affinche le due divergenze di A’s coincidano occorre e basta che 
il vettore dell’omografia « sia in V; un campo lamellare cioé il gradiente 
di una funzione invariante. 

Oppure si poteva ragionare anche cosi: 
la condizione grad « = grad Ka richiede che sia 


grad (a — Ka) = 0 
cioe : 
srad (2) Voa'/\) =O, 
ossia per @ arbitrario e fisso o stazionario in P: 
div (2 Va/\a@) = o. 
Da questa si ricava per le formule richiamate 
Tot V d= 0 


Possiamo quindi concludere che nella V, tutti i tensori a divergenza unica 
sono rappresentati da un’omografia che risulta la somma di una dilatazione 
(tensore doppio simmetrico) o di un’ assiale del tipo grad @/\ con @ arbi- 
traria funzione del posto (speciale tensore emisimmetrico). 


()aCinwlocarcits 
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Matematica. — Sopra le equazioni m-armoniche non lineart a 
due variabili indipendenti. Il. Esistenza delle soluzioni nulle colle de- 
rivate normali al contorno nel caso di un cerchio. Nota di A. Ro- 
SENBLATT, presentata“? dal Socio T. Levi-Crvita. 


1. Nella Nota I abbiamo ottenuto le formole (16) che maggiorano le 
derivate secondo x e y della funzione m-armonica nel caso del cerchio di 
raggio R. Adesso occupiamoci di maggiorare V’integrale Jam e le sue 
derivate. Si ha 


(20) 


Oxi dy* Oxi dy! “Sate d&édn jtk=i. 


ojt+k N0 mn | Pee [ él en m I 


K 


Le formole (16) danno le maggiorazioni 


R4 (R? ie. a”)? a gute | R2 + TG Bea 
R2 ae a: [+ R +u (R2—a?)” +uy, (R2—,)” + * 


(21) Bee 


<= c.| do; do, 


Ky 


; (R a: Ont (R? ae G2 ae R™ +ij—t1 
[Re + x6, 


2b ae SS 


m s , (Re os Rea & 
CEL OHI NE cf do, dg, “YR? +26, —7*+(R—e,)* : 


Ky 


Ora ho dimostrato in un lavoro di prossima pubblicazione che val- 
gono le disuguaglianze 


: 25 dg, Sa) : 
22 eZ ¢ 
. : f | Re eae ae Li UE (do, ) "BR 


10) 


»R : 
Roun? 
Se es Ba = 
CR apa Ee 0) mln 


(0) 


Abbiamo dunque 


| jak no m ae . I—p j m— ey t—m 
Wes tess Gp 2 ae to uw (i Zeon) CR2 a?) B - Ret . 


(1) Nella seduta del 18 febbraio 1934. 


Otteniamo cosi la formola generale 


(24) Pee es BR aye ta? 
1=0-++2m—2.I1 B; sono numeri positivi fissi 
a 2m Z—t , 9 
(25) B: = Ci eaten 
p (I — 2p) 


Abbiamo dunque il 


j+hai 


Trorema 1. — L’integrale J.m e le derivate secondo x e y sono mag- 
giorate dalle espressioni (24), nelle quali a é la distanza del polo M(x,y) 


dell origine, i B; essendo dati dalle formole (25). 


2. Per poter applicare all’ equazione (1) il metodo delle approssima- 
zioni successive del Picard, conviene ancora maggiorare l’integrale (10) 
colle sue derivate. Il valore esatto di I,m é& stato dato. Si ha da esso 


| | ez 2m 
(26) eee Re - 
Abbiamo le disuguaglianze 
poe CR aug Or) (Rea opr Ree 
Cay == c: |e de: de; Re 4 tp 


Ky 


R4 (R? —- a2)? 


R 20 
TRE EEE SO Ret Remy f al dp, 


Da 
Cie 


ie 


pe 


(R od one 


Se ; om 
1= | de. eee = 4] au RB + Beyer? 


Dee 4 


| R2 de ZC, [mre 


a ? X= ae? 5) Cr = pre? ? A= 4R?ap, ? B = (R?—ap,)? 


si traggono le disuguaglianze 


(Tae heute ee? 


fo) du (1 + Vee I [: bit (1 Ae u2)m 
(A af B a Baa Se (KR + ie) ie Fae: 
Re =f), 
| aie fal aan 
K, Re He 0; 5) 


dv 


° du (1 + u?)" I Seo Reape 
(1 + ur yr +1 


Wee 


(1 BE nl Noa a peamti 


(0) 


I = 00 am (R? + ap, 
<pn| re ee 


eteue 6 2 


I/\ 
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Abbiamo dunque 


2 7 


(Re st dor) (Rete, ne 


i 


IA 


e pet conseguenza 


K im 
ex (R aj 0:) é de, j 
k2 (R2 =a, 7" +1 


aay r 
= A (Ree) 2 = / 
7 | (Kt? —— “ig; +1 GOy ee ; 4- 


oO 


| te = == Dine (Cea RR™ 4-3-4, (RK _ ot hae ‘ 


Scriviamo 


e fissiamo le maggiorazioni 


>i ra (R — oe, yn <= et ; = 
[=| (RE—=Rp,yrts Reet} (RS ote 


(a) @) 
I I 


= 2 m+t my (R ae De ? 


sa rk (R —e,)” ie = I : (R — a)” soto) 
<|/ (R? — ak)?’ m+t Px R2 m+ (R ore a)? m+. m + I 


I 


~ (m + 1) R41. (R—ay™ 


Se ne desume la disuguaglianza 


ee 2m +1 : ; 
) = (m hs 1) R2"+1 . (R — a)" ? 
e quindi 
. nies: 21 =- I —m, Bae SP nY eliehnads So Maa op 
[Un |< 2m Ge ay Rim (Re — at) Rae 


PN Se MM 


Vere> 8 See 
om | Se 2m C m(m + 1) 


B, Q2m—i 5 CR —a)"— x R”, 


Abbiamo dunque il 
TrorEMA 2. — L’integrale I,m e le derivate secondo x e y sono mag- 
giorate dalle espressioni, 1 = 0-++ 2m — 2 


(28) = DR oy j+k=t 
nelle quali D;, 7 = 0---2m—2 sono i numeri 


Qi ieee 


5 Ses 2m-+1—t , , os 
(29) D: q i m(m + 1) 


«Cys 
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3. Vediamo che per poter applicare il metodo delle approssimazioni 
successive dobbiamo supporre verificate le disuguaglianze 


(30) S D; + Remmi be L==O+++2mi—2 
k RE é 

Ossia 

(31) ED ker ae 

ove 


(32) k= am- 27-1). [Gn — Lies 


Infatti, formiamo le approssimazioni successive 


m= = | Grim (*,95E5n) F[E,n, m1 (6,0), °°-] db dy 


partendo da una funzione wo (x, y) arbitraria ma che soddisfa colle derivate 
tino all’ordine 2m— 2 alle disuguaglianze (2). 

Le disuguaglianze (31) essendo soddisfatte, le u, esistono tutte. 

Le differenze vy = u,—U,_,,1 = 1,2,--+- sono date dalle formole 


54) on = 5 | Gam (FLEstst Gots ++] =F Eons Gom), e+ ]dE da, 


Sia M>o un numero tale che si abbia 


: : M 
(25) |F[x,y,u:(%,y)5---J—Flx,y, 40,9), Synge 


Cie p< , 8=R—a, a=OM, allora si ricavano, applicando il teo- 


rema I, le disuguaglianze 


M B; Oo’ —b—?, 
v 


(26) aa 


Dungue Ja condizione (3) di Lipschitz ci da 


27 —2 


M ; 
|E[x59,%2.(%,9),°-- J—E[x,9,42(%,9),- 2 | Sz 2 GAT Ap Be. Or is 


Si ottengono cosi le seguenti disuguaglianze per le funzioni vn e per 
x Pe i ee 
le derivate vj" di queste funzioni 
Aim 2 


1) (0) 9 Py = OD 


(27) |m 


RENDICONTI. 1934, Vol. XIXs 20 


Abbiamo cosi la condizione di convergenza (di Picard) 


DY mn 2 


(28) = © G+ 0AB<r. 


4. Possiamo infine enunciare il 


Trorema 3. — « L’equazione m-—armonica (1) considerata nel cerchio di 
origine O e di raggio R possiede un integrale u(x, y) che si annulla colle 
derivate normali fino all’ordine m — 1 sulla circonferenza C del cerchio K , 
se le condizioni seguenti sono soddisfatte: 1) la condizione generalizzata di 
Lipschitz (3); 2) le disuguaglianze (31); 3) la disuguaglianza (28); 4) una 
condizione di Holder per la funzione F come funzione di x,y. 

Quest’ integrale ¢ ottenuto come somma della serie delle approssima- 
zioni successive 


(29) U= Mo +0, +, +e 


partendo da una funzione u(x ,y) arbitraria, soddisfacente alle disugua- 
glianze (2). uw possiede in C +K _ le derivate fino all’ordine m — 1 con- 
tinue e date dalle serie derivate di (29), ed in K le derivate fino all’or- 
dine 2m continue ». 

Abbiamo dato il procedimento per calcolare le costanti B;,D: e asse- 
gnati » valori da adottare per B.,D.;B,,D,. 


Meccanica. — Sul problema di Cauchy relativo a onde ela- 
stiche superficial. Nota di R. E1naup1, presentata“ dal Socio 
T. Levi-Crvirta. 


Abbiamo stabilito nella Nota © Sulla propagaxione di onde elastiche superfi- 
ciali le equazioni fondamentali che regolano la propagazione di vibrazioni 
elastiche in un piccolo strato superficiale di un corpo elastico nell’ipotesi che 
in tutto lo strato siano verificate le condizioni di sforzo nullo valide alla 
superficie del corpo. 4 A 

Nel caso che la superficie del corpo elastico sia un piano o, le equa- 
zioni assumono la forma: 


Ou gp(A+p) eu 3Ap + 2p? . dv O71 
GO NE aes Ao epey | Pope 
Gy a 
ov 4u(A+ B) Ou 3Aw + 2u? ru ory 
| a iS see ay? A+ 2p ax dy. “axe 


ove x e y sono coordinate cartesiane ortogonali nel piano o, u ev le com- 
ponenti, secondo gli assi x e y, dello spostamento elastico, A e w i para- 
metri elastici di Lame, e la densita. La componente dello spostamento 
elastico, ortogonale al piano oc, risulta nelle nostre ipotesi, nulla. 

In questa Nota ci proponiamo pertanto di risolvere il problema di Cauchy 
relativo al sistema differenziale (1). Ci proponiamo cioé di determinare due . 
funzioni « e v di x, y e t, che, nell’istante t = 0, si riducono a due fun- 


aoe : : On” > OU. <3 x: 
Zion date vo(% ,*) €. U(x, y), le cui derivate —- e a St riducono ad altre 


ot C) 
due funzioni assegnate u; (x,y) e v;(x,¥): 
UNG O) (oN) Nn Oe Caray) 
[2 | 


ey cu 
> Keer Wee etd (005-4)) 203 ay GC VEO yaa, (5, 9) 


A tal uopo tentiamo in primo luogo di soddisfare alle equazioni (1) 
con due funzioni  e v del tipo: 


¢c 
(3) ; ' eee ox eee }y. 


(1) Nella seduta del 4 marzo 1934. 
(2) Cfr. « Rendiconti Fisici Lincei», ser. 6*, vol. OIG, HISes. Zl. 


Sostituendo nelle equazioni (1) le funzioni w e v date dalle formule (3), 
si ottiene: 


Renee BAG <f\t =o 

\ ax (Poe A+ 2p \axt " Oy 

(4) ) 
34 eo 4n(A+ pv) ny ake | =e, 
ax (? oe Aton lat oy 


Dalle (4), tenendo conto che, per le (3), @ ¢ determinata a meno di un’ar- 
bitraria funzione del solo argomento t, si vede subito che, afhnché le fun- 
zioni u e v, definite dalle relazioni (3), siano soluzioni del sistema (1), la 
funzione 9 dovra soddisfare l’equazione differenziale 


ae 2 2 o2 
Hi v9 $e Ee Se) =o. 
4 ol? A= 21 exe Dy? 


Cerchiamo ora di soddisfare alle equazioni (1) con due funzioni wu e v del 
tipo: 

PS 3 
(6) u aay ee 


~ Oy a ex 


Sostituendo nel sistema(1) le funzioni u e v date dalle formule (6), ot- 


teniamo 
a ( ay aap 32 
Ox ge Hast 6) | =° 
(7) a( ay ay ay) 
By 1° a — lage =a ; 


Le formule (7) ci dicono (con analoga avvertenza circa l’arbitraria funzione 
di ¢ introdotta dalla integrazione) che affinche le funzioni wu e v, definite 
dalle relazioni (6), soddisfino le equazioni (1), la funzione ~ dovra soddisfare 
Pequazione differenziale : 

bose 0? o? o? 

8 | an | vs *) OF 


Ox oy? 


Se dunque ¢ e & sono rispettivamente soluzioni delle equazioni | 5 | e [8] ; 


le funzioni wu e v definite dalle relazioni: 


aa Ps dae as pre ek 
rae Ox Oy PT ex, 


sono soluzioni del sistema (1). 
Cio posto costruiamo due funzioni @ e > che soddisfino le relazioni 


bese 4 F 
| 10 | ees Yo mes 


ox oy oy ox 


A tal uopo occorrera determinare innanzi tutto la funzione 9, inte- 
grando Vequazione differenziale : 


(11) stem senpe Pon 


ox 


G1) Yo = | (2 °] dx + ( — | dy + cost. 


El aa Sees 


Come nel caso precedente, la ©, sara una soluzione dell’equazione: 


rs) a a a 
2g 
A Ox? oy? Ox hy 


e la }; sara data dalla relazione 


2! — i a cee | a : — eo, 
(13’) Uv; = fe | dx +/ (1 x) -- cost. 


Cio posto costruiamo quella funzione @ che soddisfa l’equazione |5| ¢ le 


condizioni iniziali: 


ee } 
| ey.) =e) 35 Se,y,0)=e(*,9)- 


Analogamente costruiamo quella funzione che soddisfa Pequazione | 8 | 


e le condizioni iniziali: 
a eu 
[5] 4G, O)=by) 5 7,0) =h,9). 


Dalle relazioni | 9 | | 10 | e [72 | si vede dunque che. se le funzioni @ &€ 
soddisfano le equazioni |5|, |8] e le condizioni 14] e [a5 |, le fun- 
zioni u e v definite da |9]|, soddisfano il sistema(r1) e le condizioni | 2) , 


e risolvono quindi il problema di Cauchy relativo al sistema differenziale (1). 
Il problema di Cauchy relativo al sistema differenziale(1) e quindi 


ricondotto al problema Cauchy relativo alle equazioni | 5| e |8!, problema 


risoluto dalla formula di Poisson del piano. 
Tengo a ringraziare la Fondazione « Ugo Fano» in Torino che mi 
assegno una borsa di perfezionamento per l’anno accademico 1933-1934. 


Meccanica. — Onde di discontinuitd collegate a vibrazioni elastiche su- 
perficiali. Nota di R. Etnaupt, presentata dal Socio T. Levi-Civira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Meccanica. — Sopra una soluzione particolare delle equaziont del moto 
di wn solido pesante intorno ad un punto fisso. Nota di Fassrt Renata, pre- 
sentata dal Socio T. Levi Crvira. 


Sari pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Meccanica. — Azioni dinamiche di una corrente traslocircolatoria che 
investe una lamina bilatera. Nota di L. Sona, presentata dal Corrisp. U. Ci- 
SOTTI. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Fisica (Fisica-Matematica), — La teoria unitaria dello spazio 
fisico e le equazioni relativiste della Meccanica Atomica. Nota di 
A. DE Mira FERNANDES, presentata“? dal Socio T. Levi-Crvita. 


Si sa che l’equazione relativista di Schrédinger, anche chiamata equa- 
zione di Gordon, di tipo semplicemente scalare, durante un certo tempo 
creduta definitiva, nella rappresentazione dei fenomeni intra—atomici, dovette 
essere abbandonata, in conseguenza di alcuni dati di esperienza relativi al- 
letfetto Zeeman anomalo e allo spin. 

Pauli fu indotto a sostituire l’equazione wnica di Schrédinger con due 
equazioni che includono due funzioni d’onda; e Dirac, a sua volta, consi- 
derd quattro funzioni d’onda, sostituendo le due equazioni di second’ordine 
di Pauli con quattro equazioni di prim’ordine. Le equazioni di Dirac, sod- 
disfacendo a tutte le indicazioni sperimentali, hanno come risolventi di secon- 
d’ordine, l’equazione di Schrédinger, mancando lo spin. Ma dette equazioni 
sono strettamente legate al sistema pseudo—cartesiano di coordinate, suppo- 
nendo lo spazio pseudo-euclideo esente da fenomeni gravitazionali. Per tale 
fatto, cerco Schrédinger di generalizzarle in maniera che fossero incondizio- 
natamente applicabili a coordinate qualsiasi in un campo gravitazionale. 


(1) Nella seduta del 18 febbraio 1934. 


Dopo di Schrédinger, si occuparono dell’argomento, tra gli altri, De 
Donder e Levi Civita, in cerca d’una generalizzazione maggiore che fosse 
simultaneamente adattabile ai resultati sperimentali ed alla natura intrinseca 
della rappresentazione relativistica. 

E precisamente all’analisi del Levi-Civita che si riferisce il mio pre- 
sente commento. 

Mentre il Pauli ed il Dirac mettevano in relazione le funzioni d’onda 
che appariscono nelle loro equazioni, solo con probabilita di densita elettrica 
nello spazio ordinario, Levi-Civita osservo che le quattro funzioni d’onda 
del Dirac possono essere considerate come componenti d’un vettore di spa- 
zio—tempo; e cercd, con tale interpretazione, di stabilire delle equazioni di 
second’ordine, che, riducendosi all’equazione—matrice di Dirac-Schrédinger, 
nello spazio pseudoeuclideo rientrasse nell’ordinario schema del calcolo as- 
soluto. Costruendo tali equazioni con limpiego di una quaderna di con- 
gruenze ortogonali dello spazio-tempo, non sembra possibile (osserva il 
Levi-Civita) che gli elementi definienti la quaderna, di cui gia s’era servito 
Einstein nei suoi primi tentativi per stabilire una teoria unitaria, si pos- 
sano eliminare dalle suddette equazioni. Nella ipotesi pseudo-euclidea di 
Dirac, mancando il campo di gravitazione, é facile vedere che le equazioni, 
in virth del gruppo di Lorentz, restano inalterate quando si faccia un mu- 
tamento del reticolo di referenza. Ma lo stesso non é nel caso generale, 
per coordinate qualunque e per qualunque connessione dello spazio. Di qui 
resulta, secondo Levi—Civita, che le equazioni di Dirac debbono essere ab- 
bandonate. 

Siano bo,:, 2,3 le quattro funzioni d’onda componenti, secondo il 
Levi—Civita, del vettore | nello spazio-tempo. Rappresentiamo con (q;) il 
potenziale elettromagnetico, con ¢ la carica dell’elettrone, con ¢ la velocita 


, ‘ew a 
della luce nel vuoto, con m la massa dell’elettrone, con h’ = as il quo- 


ziente della costante di Planck per 27, e con yz, il simbolo della deriva- 
zione covariante, puramente riemanniana, relativa alla metrica, e definita, 
come si sa, dalla forma fondamentale 


Gs bi Ok GK 
Per mezzo del tensore elettromagnetico antisimmetrico 
Eee = Vi Ps — Vo Ox 


e con l’operatore covariante 


h é 
(1) Dy = TE NIT ae Pus 


impiegando un tensore misto (a2),), legato ai parametri che definiscono la 
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quaderna ausiliare di congruenze “, e soddisfacendo all’equazione matriciale 
di Schrédinger 


(2) Chg Ce Oe Key == 2 ema ke, 


il Levi—Civita stabilisce le equazioni 


G3) Sty. + Ri dy + Ni’ Ds Wy = 0 (u = 0,1,2,3), 
in cui 
| sS=— re [go Do De— m’ c*] 
Vv 1e tv 
(4) I ub 2h Or Hig Pee 
| {ev 1 6Q tv 
Nu = ye el Ve %u° 


S & Voperatore scalare di Schrédinger; Rj, é uno spintensore; ed Ny” Dz 
un operatore differenziale lineare. 

Come si vede, nelle equazioni (3) figurano le componenti del tensore 
misto (a?),) e, per mezzo di esse, i parametri che definiscono la quaderna 
ausiliare di congruenze. E precisamente questo il motivo per cui il Levi- 
Civita propone di abbandonare le equazioni di Dirac. 

Siccome i dati sperimentali dell’effetto Zeeman anomalo, dell’effetto 
Compton e dell’effetto Raman, esigono la presenza delle quattro componenti U; 
in tutte le equazioni (condizione a cui non soddisfarebbe la forma Sv, = 0), 
il Levi-Civita propone, come equazioni della meccanica ondulatoria, 


(5) Sty + x by = 0 (is =) 0 walt Sere: 
essendo (x2) un tensore locale della forma 
(6) = Cgue 6°" For, 


in cui C € una costante da determinare e (e%¥") il tensore di Ricci. 
Risulta che le equazioni (5) contengono soltanto elementi intrinseci; 


e il Levi-Civita dimostra che, facendo C = are nell’ipotesi di un sistema 
ch 


pseudo—cartesiano, in assenza di campo gravifico, esse conducono ai resul- 
tati del Dirac, nei due casi estremi dell’esistenza del solo campo elettrico 
e dell’esistenza unica del campo magnetico. 


(1) Vedi Levi-Crvira, Diracscheund Schridingersche Gleichungen, « Berichte der Preus- 
sischen Akademie», 1933. 


Questo lungo riferimento all’analisi del Levi-Civita era necessario per 
intendere cid che segue. 


Abbiamo mostrato in una Nota precedente “ che la connessione lineare 


(7) 


(dove (8) é il tensore misto unitario), caratterizza, quando il vettore (Ci) 
& proporzionale al potenziale elettromagnetico (@), una concezione unitaria 
dello spazio fisico, in cui sono conservati gli angoli e le grandezze vetto- 
riali del trasporto covariante. 

Sia vy, il simbolo della derivazione covariante corrispondente alla legge 
di trasporto definita della (7). Siccome Vz @ il simbolo della derivazione 


covariante corrispondente al trasporto puramente riemanniano, i cui para- 
metri definitori sono i simboli di Christoffel, della (7) risulta 


(8) . eta ee et Oe 
ossia 
(8’) Vo = Vo + 9,» 


essendo A un coefhciente numerico. 
Bastera fare 


perché la relazione (8’), con la forma 

(8”) “y= tye, 
i i c 

coincida con la relaxione (1), ponendo 

(9) De= ~y,,. 


L’operatore differenziale Dg del Levi-Civita rimane cost collegato intimamente 
con V’operatore della derivazione covariante, nella connessione definita dalle (7). 
E Voperatore scalare di Schrédinger sara 


(ieee 


(10) — CONN: a Oe | 


(1) Vedi questi « Rendiconti», vol. XV, ser. 67, 1° senv., fasc. 10 maggio 1932, 
Sulla teoria unitaria dello spazxio fisico. 
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D’altra parte, risulta dalla (8’) 
Ga5) Vo — Vo Ps = VPs — Vor = E ars 


e, percid, le componenti del tensore elettromagnetico (Fo,) sono eguali nella 
connessione puramente riemanniana e nella connessione definita da (7). E, 
siccome le componenti del tensore di Ricci (e2¥%*) sono anche le stesse, av- 
viene che il tensore locale (6) di Levi—Civita pud considerarsi come definito 
nella connessione lineare (7). 
Riassumendo: 
Le equazioni relativiste (5) della meccanica ondulatoria sono compatibilt 
con la concexione unitaria dello spazio a cui soddisfa la connessione lineare (7). 
L’operatore scalare 
' mM? ¢? 


S= 5 Vo Ve | pest 


Pequazione alle derivate parziali delle carattesistiche (frontt d’onda) 


la probabilita elementare 


* 
(in cui Y, rappresenta il coniugato di ,) del trovarsi Veletirone in una posi- 
zione determinata; vengono immediatamente definite a mezzo della forma fonda- 
mentale 

GS a Lor Gxt ax. 


dalla connessione (determinata da Yq) € dal vettore di onde (Vo). 


Fisica. — Sugli elementi radioattivi di F. Joliot e I. Curie. 
Nota di G. C. Wick presentata® dal Corrisp. E. Fern. 


Questa Nota contiene un’applicazione della teoria della disintegrazione 8, 
recentemente proposta da E. Fermi), ai fenomeni di radioattivita provocata 
osservati da F. Joliot e I. Curie™., 

Durante le loro esperienze sulla produzione di elettroni positivi da parte 
di elementi leggeri bombardati colle particelle « del polonio, Curie e Joliot 
hanno recentemente osservato un fenomeno di natura completamente nuova. 
Quando una foglia di alluminio é stata bombardata con un preparato di polonio, 
Vemissione di positroni non cessa immediatamente, tolto il preparato, ma 
diminuisce esponenzialmente, come l’attivita di un elemento radioattivo. Un 
effetto analogo si osserva col boro e il magnesio. 

L’interpretazione del fenomeno proposta dagli scopritori, e confermata 
da ulteriori esperienze%), & la seguente: i raggi « del polonio producono, 
com’é noto, una disintegrazione dei nuclei di boro, alluminio e magnesio 
(con emissione di neutroni). Si formano cosi nuovi nuclei e precisamente 
N73, P30, Si27. Si tratta di isotopi radioattivi dell’azoto, fosforo e silicio non 
presenti in natura (cid si spiega data la loro breve vita media) che decadono 
spontaneamente con emissioni di elettroni positivi. Si puo parlare di radio- 
attivita — B. 

Mentre la trasmutazione che genera gli elementi radioattivi ¢ di un tipo 
gid noto, e pud venire interpretata in base alle ordinarie ipotesi sulla struttura 
dei nuclei, la radioattivita -8 presenterebbe le stesse difhcolta d’interpreta- 
zione che sono caratteristiche dell’emissione 8. In particolare sembra stabilito 
che i positroni dell’alluminio (o meglio del P 3°) formano uno spettro continuo 
simile allo spettro dei raggi 6. 

E. Fermi ha recentemente svolto una teoria della emissione f, nella 
guale si evitano le difficoltt gid citate mediante Vipotesi che l’clettrone sia 
creato al momento dell’emissione 8, insieme a un « neutrino» di Pauli 
(particella elementare di carica nulla e massa molto piccola, pare, rispetto 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto Fisico di Roma. 

(2) Nella seduta del 4 marzo 1934. 

(3) E. Fermi, «N. Cim.», XI, 1, 1934. Ringrazio vivamente il prof. Fermi per la 
possibilita di vedere il manoscritto prima della pubblicazione, e per il suo interessamento 
a questo lavoro. 

(4) F. Jotior e I. Cur, «C. R.», 198, 254, 1934. 

(5) F. Jorior e I. Curte, « Nature», 133, 201, 1934. 


a quella dell’elettrone). L’esistenza del « neutrino » é stata postulata da Pauli, 
per salvare la conservazione dell’energia nell’emissione B. E. Fermi ha 
mostrato che non solo queste ipotesi permettono una soluzione qualitativa 
di quelle difficolta, ma che su di esse si pud costruire uno schema formale, 
che pud dare risposte ben determinate, quantitative, su varie questioni, come: 
forma dello spettro 8, vite medie ecc. Per il momento pero, lincertezza che 
ancora regna circa autofunzioni e altre proprieta nucleari, non permette di 
ricavare dalla teoria dati precisi, ma solo valutazioni sugli ordini di grandezza. 

Mentre, in seguito a queste varie incertezze, ¢ per ora difficile trovare 
prove sicure in favore di questa teoria, € tuttavia interessante il fatto che 
la radioattivita — 8 ora scoperta da Curie e Joliot, rientra perfettamente, come 
ora mostreremo, nel quadro della teoria di Fermi della disintegrazione B. 
La stessa Hamiltoniana che produce le transizioni in cui vien creato un 
elettrone, puo infatti, se le condizioni energetiche sono favorevoli, produrre 
la distruzione di un elettrone che si trova in uno stato di energia negativa, 
il che equivale secondo la teoria di Dirac alla creazione di un elettrone 
positivo. Oltre alla spiegazione qualitativa del fenomeno, la teoria permette 
di prevedere che i positroni vengono emessi in uno spettro continuo di forma 
molto simile a quella degli spettri 8. Una valutazione della vita media da 
inoltre un risultato che ¢ conciliabile con quello sperimentale. 

L’emissione di un elettione positivo non ¢, come vedremo, il solo modo 
in cui i nuclei considerati possono disintegrersi. Invece che un elettrone di 
energia cinetica negativa, puo infatti venir distrutto uno degli elettroni K, 
L, M... che costituiscono la struttura esterna dell’atomo radioattivo. In tal 
caso la trasmutazione avviene senza emissione di positrone; si avra invece 
un’emissione di raggi X, o di elettroni per effetto Auger, fenomeno pero 
assai difficile da osservare nel nostro caso. 

Sorge allora il dubbio che il numero degli atomi radioattivi formati 
possa essere assai superiore a quello che si trova contando il numero di 
positroni emessi. (Cio pud avere un interesse quando si cerchi di misurare 
il rendimento del fenomeno, e si voglia per esempio confrontarlo con il 
numero di neutroni emessi nella disintegrazione, che produce l’elemento 
radioattivo). Fortunatamente la teoria, mentre non permette che una valu- 
tazione estremamente grossolana della vita media, conduce invece a una 
valutazione sufficientemente precisa del rapporto delle probabilita dei due 
diversi modi di disintegrazione; e si trova che lemissione di un positrone 
é di gran lunga pit probabile. 

Riassumiamo brevemente alcune delle ipotesi fondamentali della teoria, 
e alcune formule di cui ci serviremo. 

I] «neutrino », grazie alla sua piccola massa, va trattato relativistica- 
mente; si suppone percid che esso obbedisca a un’equazione simile a quella 
di Dirac per lelettrone, che ¢ unica equazione d’onda relativistica che si 
conosca. (Anche il fotone possiede un’equazione d’onda sui generis, ma questa 


x ° \ \ : . . Oo . . h 
e da escludere poiché da momenti areali che sono multipli interi di ——-, mentre 
27 


il neutrino deve avere spin =e Si é allora costretti a eliminare la solita 


dithcolta dei livelli di energia cinetica negativa, mediante la stessa ipotesi 
che Dirac ha introdotto per gli elettroni, che cioé tutti gli stati negativi di 
neutrino siano occupati, supponendo beninteso che il neutrino obbedisca al 
principio di Pauli. 

Ho voluto insistere sul fatto che quest’ultima ipotesi ¢ quasi inevitabile, 
perché avra per noi un’importanza essenziale. 

L’ ipotesi fondamentale della teoria consiste nell’ introduzione, nella 
Hamiltoniana del sistema, di termini che corrispondono a transizioni in cui 
un neutrone si trasforma in un protone, mentre vengono creati un elettrone 
e un neutrino. Una forma plausibile di questi termini si pud dedurre da 
considerazioni di invarianza relativistica ©). La teoria contiene naturalmente 
anche la possibilita del processo inverso: trasformazione di un protone in 
un neutrone, e distruzione di un elettrone e un neutrino. Perché un tale 
processo possa avvenire ¢ pero essenziale che nelle vicinanze del nucleo vi 
sia uma certa densita di neutrini. Questa densita é fornita precisamente dai 
neutrini di energia negativa; la distruzione di uno di questi neutrini equivale 
alla formazione di una particella (buco di neutrino) perfettamente analoga 
al neutrino. Se l’elettrone che viene assorbito é un elettrone di energia 
cinetica negativa, si ha emissione di un positrone. E naturale identificare 
questo fenomeno con quello osservato da Curie e Joliot @. Se invece l’elet- 
trone é un elettrone atomico, si ha il fenomeno di cui si ¢ detto. Valutiamo 
ora le probabilita di queste transizioni. 

Dobbiamo considerare transizioni da uno stato iniziale (in cui si ha un 
protone in uno stato quantico m, un elettrone in uno stato quantico s, e un 
neutrino in uno stato di energia cinetica negativa o) a uno stato finale in 
cui si ha solamente un neutrone in uno stato m. Usando le notazioni di 
Fermi, loc. cit., possiamo indicare questi stati rispettivamente con 


EN e wl st Vere eae a Ue On On 6 


La transizione é prodotta dall’elemento di matrice: 


rE 5 iy Tig Veg 
He 1,M,0.,0% 
Tales het doc. icit..eq;) (21). 
Il calcolo @ praticamente Jo stesso che nel caso dell’emissione 6 e non 
occorre ripeterlo qui. Ricordiamo soltanto che, poiché non ci interessiamo 


(1) E. Fermi, loc. cit. 
(2) Anche Curte e JoLior accennano nel loro lavoro (5) alla possibilita che si formi 
an «antineutrino ». 
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del neutrino emesso, si pud mediare rispetto alle direzioni di emissione del 
medesimo, e rispetto all’orientamento del suo spin. Ricordiamo inoltre che, 
perché la transizione avvenga dev’essere soddisfatta la condizione energetica: 


(1) W - Hy +:Kg—.0 

dove W é la differenza di energia tra il nucleo iniziale e quello finale. Si 
tenga presente che l’energia del buco di neutrino emesso ¢ — K, e simil- 
mente —H, é lenergia del positrone. 


Si trova che la probabilita che in un secondo venga assorbito un elettrone 


[ Un AT 


dove g & una costante universale (il cui ordine di grandezza € stato valutato 
per mezzo delle vite medie degli elementi radioattivi B) v. loc. Cit., un € Um 
sono le autofunzioni di protone e neutrone risp. negli stati iniziale e finale, 
Po € Us sono impulso e velocita del neutrino, da determinarsi mediante la 
conservazione dell’energia eq. (1). 

Questa formula é perfettamente analoga alla (32) loc. cit. Lunica diffe- 
renza é che per noi K, & negativo, ma cid non ha del resto importanza 


nello stato s, ¢ data da: 


2 
me hae 


(2) Pus op 


Ee (b 4 — Hee dB 


poiché il termine in p pud venir trascurato data Pestrema piccolezza della 
massa del neutrino: p (v. loc. cit.). 

La formula (2) si ricava mediante un’approssimazione analoga a quella 
usata nella teoria dell’irraggiamento per la radiazione di dipolo, e le condizioni 
di validita sono: a) che i raggi —@ emessi non siano troppo veloci; b) che 
Ja transizione non sia proibita, cioeé che non sia: 


(3) Onn => | ee Un dt ~wO. 


La prima condizione @ soddisfatta nei casi che Cinteressano; sulla seconda 
& difficile dir qualcosa a priori, ma poiché, se non fosse soddisfatta, la vita 
media sperimentale risulterebbe eccezionalmente lunga, mentre, come vedremo, 
essa & se mai eccezionalmente corta, possiamo concludere che non si tratta 
quasi certamente di una transizione proibita e Ja nostra formula € corretta. 

Per applicare la formula (2) all’emissione dei positroni, bisogna tener 
presente che gli stati quantici s dell’elettrone formano un continuo. Non 
c’interessa quindi la probabilita relativa a un determinato stato quantico, che 
é infinitamente piccola, bensi la probabilita che venga emesso un positrone 
con impulso compreso tra due valori y-mc e (y + dy)-mc. Anche qui 
possiamo utilizzare senz’altro i calcoli di E. Fermi, con questa piccola modi- 
ficazione, che un elettrone in uno stato d’energia negativa viene respinto dal 
nucleo, invece che attirato. Dobbiamo quindi cambiare il segno della carica 


nucleare Z nelle formule. Poiché inoltre si tratta di nuclei leggeri, e quindi 


possiamo porre: 
= ) I—y?— 120 


. formula (41) loc. cit. Con queste modificazioni la formula (42), che da 
la seabine desiderata, diventa: 


i” ashen 
eine eC 


e 


2567+ ms ct 
Ae Os 
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dove y.mc ¢ limpulso massimo dei positroni emessi. 
Da note proprieta della funzione T, si ricava con facili calcoli: 


(4) P(m) dn = dng? v tty de 


is) 


(\ eos +7] 
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Say eas i 


Si vede facilmente che la forma dello spettro é diversa da quella degli 
spettri B, poiche la repulsione del nucleo favorisce l’emissione di positroni 
veloci, tuttavia poiché y e piccolo la differenza é€ lieve. Per aver la vita 
media occorre calcolare l’integrale dell’espressione (4) e si trova allora la 
vita media sotto la forma 

ms ct 


(s) Ene o? 64 Tt i | [U" Un dt 


Tv 


F (y5.%o) 


Con una rozza valutazione ho trovato: per i tre atomi radioattivi N73, 
Sie Pele echeshannosfisp.. 2 ==\75 145 153,e prendendo 5 =)2, 2.5 2,2 ; 7 
de Ot are AY 5-No) 0:93. 3 0:73 3 350; 

Le incertezze maggiori del calcolo derivano dall’elemento di matrice Qn», 
dalla costante universale g, e dal valore di yo. Del primo possiamo ammettere 
che sia dell’ordine di grandezza 1, e in ogni caso sappiamo che ¢ inferiore 
a I. La costante g é stata valutata da Fermi mediante le vite medie per 
disintegrazione B; si trova 


(6) g@4-107 © cm’ erg. 


Tuttavia, come Fermi fa osservare, la valutazione € estremamente incerta 
poiché ¢ un po’ difficile decidere se si ha a che fare con transizioni « proibite » 
o in ogni modo con valore molto piccolo dell’elemento di matrice Qunn. 
La valutazione di Fermi, fatta ponendo Qmn= 1 costituisce probabilmente 


un limite inferiore; (utilizzando i dati per |’AcB si otterrebbe un valore di g piu 
srande che (6); questi dati sono perd stati scartati, perché son malsicuri). 

Ad ogni modo adoperando il valore (6), e supponendo |’elemento di 
matrice Qmn uguale a1, si trovano vite medie di risp. circa 3 ore, 4 ore, 
e 5 minuti circa (sperimentalmente 20 minuti; 3,6 minuti, 4,7 minuti). Per 
giudicare questi dati si tenga presente che mp ¢ calcolato coi dati sull’energia 
dei positroni, che per ora son certo molto imprecisi. Ora, basta una lieve 
variazione di 4 perché la vita media cambi sensibilmente (si confrontino 
i dati per Si?® e P3°). In conclusione possiamo dire che non vi & disaccordo 
tra teoria ed esperienza, ma son necessari dati molto pit precisi per un 
confronto quantitativo. 

Per calcolare la probabilita dell’altro fenomeno di cui si ¢ detto basta 


. . . . 5 ° . 
sostituire nella (2) il valore di ps ys nel nucleo. In approssimazione non 
relativistica e trascurando l’azione di schermo degli elettroni, sara 


: Picea Te? me? 
iia ( gir We me 


Tt \11 Ao h 


per uno stato S, di quanto principale n. Per stati P, D,... Petfetto € nullo. 
Si vede allora che il rapporto tra la probabilitt di questo effetto e quella 


dell’emissione - 8 € uguale a 
( ) 
Te 
n-137 


moltiplicato per una funzione di yo che é dell’ordine dell’unita o minore 
quando non sia y< 1. Per nuclei leggeri prevale quindi di gran lunga 
Yemissione di positroni. 


Fisica (Fisica—Matematica). — Les matrices de Dirac dans un 


espace riemannien. Nota di R. L. Gomes, presentata“) dal Socio 
T. Levi-Civita. 


Nous nous proposons de développer dans cette Note une nouvelle dé- 
duction des équations @ 
ey? 
(1) ay ew byl, 
les yi (( =1,2,3,4) €tant quatre matrices lie¢s au tenseur métrique de 
Pespace 


(2) a = eax de 
par les relations 
(3) YeYe + YY: = 2 Vir; 


I; des symboles bien connus du Calcul Absolu et P; des matrices 4 définir 
posteérieurement. 

Il s’agit d’une déduction d’une remarquable simplicité qui, en outre, nous 
fait voir le lien étroit qui existe entre les ¢quations (1) et la propriété carac- 
teristique du « transport par parallélisme » dans l’espace riemannienne (2) — 
Vinvariance de la longueur du vecteur transporte. 

Les matrices y; étant lieés par (3), on peut écrire (identiquement dans 
les différentielles dx‘) 

3 


as? = > vi OO (Didxiy.y 


I 


ou encore (en supprimant, suivant lusage, le signe de somme) 
gar dxi dick = (dxiyil? 5 gayi ah = Ci yi): 


le module carré d’un vecteur (quelconque) 4), /e ds? y compris, sous la forme du 
carré d'une matrice - combinaison linéaire des yi. 
Si nous supposons maintenant le vecteur 7 (/) transporte par paralle- 


lisme, il vient 
(yaar , hp eae : 
(4) el) FD) ag NY) CP Wei Oe 


(1) Nella seduta del 18 febbraio 1934. 
(2) E. Scuropincer, Diracsches Elektron im Schwere eld I, «Sitzungsber. der Preuss. 


Ak. der Wiss. », 1932, p- 7: 


RENDICONTI. 1934, Vol. XIX. 21 


Mais 
art _ , Axi 
dl ee Mer 
Cer ge aa 
at Ox; at 
Nous avons done 
goo ; . axi Oy; axi OK oy. Axi 
DEAE Nee = Pe er Sie ae (eae i ee UE ee ean Ne 
at) Lahaye Vink Wes pee! ( Corres: Sal 
avec 
De ehcles oye Che OY i; \ ax 
Sm uncle hack tare = (2 thn) 


En substituant dans (4), il vient 


nink (Arye + Anyi + ye Ai + Yi Ar) = 0 
ou 


Arye + Anyi + ye Ai + YiAr = 0, 


vu que les 7 sont complétement arbitraires. 


d ; aoe ewig ts Rs > axi 
Mais les Az sont aussi des combinations linéaires des arbitraires ras 


dxi 
Ax == Aya > 
avec 
ye 
J Ox; bj Yi 
Nous aurons par conséquence 
(5) Anyi + yi Au + Aye + ye Ay = 0, 


avec tous les valeurs de j pour chaque valeur de k. 
Pour i =k, en particulier, nous avons 


Agyi + Yi Aq = 0: 
« Ces matrices 


secs a 


anti-commutent avec les matrices fondamentales y: (tous les j pour chaque 7) ». 
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Notre résultat est donc: 


eri 


— pr ’ 
on; 7. iY. a AG 


les matrices Ajj tant des solutions du systéme (5). 
Maintenant, nous allons verifier qu’il est permit de poser, avec Schré- 
dinger, Mémoire déa citée, 


(6) Ay = Diy: — yD; ©). 


Pour cela, il nous sutht de montrer que (6), ce sont des solutions de (5). 
Or, avec cette forme des Aj, nous avons 


Any: +b yi Ag + yeAy + Agye = Cive— Pye + 
+ Cin —vl) + wCiv—rT) + Civ —vP)w = 
= Ui Greye te vere) Cees vere) Ty = 
= 2g2(117; —Tj)=0, 


vu les équations fondamentales (3). 


(1) En étant des commutateurs, leurs traces sont nules; mais les matrices ; ont aussi 
la méme propriété. 
En effet, si nous multiplions les équations fondamentales 
NG ae eG; 
par y; et y;, séparement, il vient 
2 
ps femme fe on Cheatcs Fran: 
2 
NG Navy a Wyte i Ae 1 
ou encore, 
SAAS TENG NR Zen YG 
ViVi Vj =f Safa aaah NG 
et en prenant les traces, 
Pat) =e FC) 


Si tCVi) = By t(y;)- 


C’est-a-dire: les traces t(y;), t(j) vérifient un systeme de deux équations linéaires 
homogénes dont le déterminant 


est différent de zéro. 


Done 
t(y;) = ty) = 0. 


Avec cette forme de Aj - cette solution de (5) — nous avons 


a, 


(1) YS Tey + Tye lt 


CX) 


comme il nous faillait dé¢montrer. 

Les I; sont des matrices qui seules les conséquences des equations (1) 
méme peuvent préciser, vu que le systeme (5) — des relations de anti-com- 
mutation avec les y; — ne suffit pas a les définir. 

Mais on voit bien le lieu étroit qui existe entre [invariance du mo- 
dule de 7 et le systéme (5) ou les ¢quations (1). 

On peut méme dire qu’il s’agit tout simplement de la traduction — dans 
le domaine des matrices — de celle proprieté 14 du transport par parallelisme. 


Fisica (Matematica). — Mécanique ondulatoire généralisée. III. 
Equations ondulatoires pour les électrons positifs et négatifs. Intro- 
duction d’une fonctions hamiltonienne. Forme générale du quadri- 
courant électrique. Nota di R. Zaicorr, presentata“ dal Socio 
T, Levi-Civita. 


§ r. Dans la seconde Note 2) nous avons démontre que nos equations 
ondulatoires %) 


(1) Sb’ —iak. =0; 
et celles de M. Levi—Civita 
(I) Sv" +a*F’.~°=0; 


conduisent, si l’on suppose l’existence d’un seul champ électrique ou magné- 
tique uniforme, a des solutions contenues dans les ¢quations de M. P. Dirac. 
Mais pour les champs ¢lectromagnetiques arbitraires les systemes (1) et (II) 
doivent étre remplacés par un systeme plus général, pour lequel le terme 
correctif représente une combinaison linéaire des termes correspondants dans 
les premiers membres de (I) et (II). 

Pour Vélectron négatif nous pouvons écrire 


(x) ne 
- We 


(1) Nella seduta del 18 febbraio 1934. 

(2) Voir R. Zaicorr, « Rendic. fisici Accad. Lincei», 1934. 

(3) Voir R. Zaicorr, « Rendic. fisici Accad. Lincei», 1934. Nous avons adopté les 
notations employées dans nos deux Notes. 

(4) Voir T. Levi-Crvira, «Sitzungsberichte de Berlin», pp. 249-250, 1933. 


tandis que dans le cas d’un électron positif, ayant la méme masse propre, 
nous aurons 


(2) fo 2 TE . 


Pour les deux especes d’électrons l’opérateur de M. E. Schrédinger 
s’ecrira alors 


\ 


2 mmc 
h 


(3) +S = gy. ys —2i tat y, — { (ta)?-O, O +B} ; (p= 


Si nous désignons par G* Vopérateur conjugué complexe du S, nous 


obtiendrons de (1), (2) et (3) 


(4) tS = Fi 


) 


. 


Formons maintenant les fonctions: 


> 


(5) Cet) —) hei; 
valables pour les électrons positifs ou negatifs et posons ensuite: 
° = = re 2 are 
(6) en oy) ea 
Considérons alors les equations “: 
(IIT) +6 ty” —ito (FY, +i*F!.) + =0; 


dans lesquelles le terme correctif est la somme des termes correspondants 
dans (I) et (II). 
En absence des champs gravifiques nous obtiendrons de (5) et (III): 


> | ne ed > 9 
(I) #6*p—itu[ty, X16) 4 ta-ty. (18) =0;4S*h4 


oa #5 (ty, &—1 6) nO 
§ 2. Posons maintenant: 
ee ie ee eS 
oe jee AU este 


(1) Ou Je tenseur *F¥Y est défini par 


I 
*PRV __ = ghvts Exe : 


les quantités e4"° antisymétriques par rapport 4 tous les indices satisfaisant 4 la condition 


ebvto __ al = 
ey! Ve i 
UVTO 


a est une permutation paire ou impaire. 


suivant que | 
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et formons les fonctions: 
tw, = C, ty, + Cty, 5 te, Cr4y,4- Ga; 
(8) | gs, & G, yt Ode ieee area 


les quantités C;, étant des constantes arbitraires. 
Alors on peut montrer en vertu des formules (1), (2), (4), (6), CIV’), 
(7), (8) que les fonctions *, satisfassent aux €quations suivantes: 


(IV) {+S —ita W}to =0; 

ot Vopérateur 9% possétde la forme utiliste par M. H. Weyl: 
a os 

(9) MN =i(o #)+,(6 8); 

Si l'on pose au contraire: 


20, eae aye €3 a +, Gyre, seeps Fy; G 
Olin Cy Ay ptt Ca a aoe ey alee ae 
| Foy = Cty + Cy — CH — CoG; 
Bt Gry > Ca tyr Oy Cae tes 


(10) 


on obtiendra les mémes équations (IV), mais l’operateur 9% aura la forme 
donnée par M. P. Dirac 


>> SuES 
(11) MN =1(6 H) +,(o &). 


Par conséquent, les équations (III’) conduisent 4 des solutions, qui 
peuvent s’exprimer lin¢airement par celles du systeme (IV), Voperateur Dt 
éetant choisi de maniere arbitraire. 

Formons encore les opérateurs : 


/ : s } 
(2) =); oes sve —7 te) 3 =p, ar Bo ee + i +o0,) 5 


2 Ti 
isensuit-de (1); (2), (12); 
(13) +), = —D,. 
On déduit encore de (1), (2), (3), (4), (6), et IID) la relation suivante: 
(14) Cy FE YY" hy SF HY) — (thy Sp — +h, -S* WP) =o. 


§ 3. Introduisons maintenant les quadrivecteurs : 


(15) *Scye = —— {hy - +D, ty +h, 4D, +}; 


2 MC 


eee 

ey é ae as r 2 _ 3 ES 
(16) SOc a ten De ey Deets 
et posons: 
(17) Seo)t = *Sejr + “See: 


En tenant compte de (12), (13), (14), (15), (16), (17) on obtient l’equa- 
tion de continuite : 


(18) Vr Se) =0. 


Si nous employons la densité: 


(19) H= Ae Ve Sor (+D, tv» —Do “by + +H, +h .-D, -b,) = 


atm 
i 7 y L ey 7 7 
— me ot (HY byt HY Wy) — a Fra (HY mY — Hr) — 
he * tT. lo Nitec to l. 
aie Ee ie baal ea eee ee 


comme fonction hamiltonienne nous obtiendrons pour les variations des ~fy , 
+b, le systeme (II). 


Formons le tenseur a symétrie gauche: 


(20) Sw = — SCY aye Hp tye get the) + 
ra = grou : (hy ~~ by + by ‘ Uy ame ite oh es + y E —$u) | : 


Nous avons: 


oH 
os ipl eer 
! Vg o®. 
ou 
(22) See (oy aaNio 
I] s’ensuit de (18), (22): 
(23) Ve = 0s 


Done les quantités S* peuvent ¢tre interprétées comme les composantes 
du quadricourant électrique. Nos formules et ¢quations restent les mémes 
pour les protons, si !’on admet l’existence de protons négatifs. 


Remarque. — Si Von regarde seulement les électrons négatifs en absence 
des champs électromagnétiques extérieure on pourra substituer les + par 


° ° 
les —v et +” par —pv. De méme (dans ce cas) on a pour les électrons 


positifs : i 4 
yo tbe b sty, 


A cause de l’action mutuelle entre les électrons, les +$Y sont générale- 


ment différentes de —’. 


Chimica. — Sopra un melodo di preparazione dei nitrochetont 
aromatici ®. Nota di S. BeRLINGozzi, presentata dal Corrisp. 
G. BARGELLINI. 


Sono note da molto tempo le difficolta che s’incontrano quando si vo- 
gliono ottenere allo stato di purezza i nitrochetoni aromatici che provengono 
dalla diretta nitrazione dei corrispondenti chetoni. Il prodotto di questa ni- 
trazione & sempre rappresentato da un miscuglio dei diversi nitrochetoni iso- 
merici e dei corrispondenti derivati d’ ossidazione. 

Numerosi sperimentatori, studiando l’azione dell’acido nitrico concen- 
trato sopra l’acetofenone 3), constatarono che alla temperatura di circa 20° 
si ottengono, in quantita pressoché uguali, orto— e metanitroacetofenone. Innal- 
zando la temperatura si ha prevalenza dell’isomero meta. Le esperienze piu 
recenti concordano sui resultati seguenti: 


temperatura m. nitroacetofenone 0. nitroacetofenone acido m. nitrobenzoico 
da — 15° a —II° 55410 Beet — 
eaaie ls 48 » Se = 
da Delay EOS 32> 27) 20 °/4 


Anche la nitrazione diretta del benzofenone si compie con resultati poco 
netti. Essa conduce prevalentemente ai dinitro-benzofenoni isomerici di po- 
sizione, il cui miscuglio ha composizione variabile a seconda della concen- 
trazione della miscela nitrante e delle condizioni di temperatura. 

Quando da questi miscugli di nitroderivati chetonici si vuole ottenere 
anche soltanto uno dei componenti allo stato di fase pura, si rendono ne- 
cessarie operazioni di frazionamento quasi sempre lunghe e difficili, talora 
praticamente impossibili. Tali difficolta indussero diversi AA. a studiare altri 
procedimenti per giungere indirettamente e separatamente ai vari nitro- 
chetoni. Cosi Gevekoht 4) ottenne i tre mononitroacetofenoni dai corrispon- 
denti esteri nitrobenzoilacetacetici per scomposizione con acqua. Gli stessi 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica farmaceutica e tossicologica della R. Uni- 
versita di Siena. 

(2) Nella seduta del 4 marzo 1934. 

(3) V. specialmente ENGLER, EMMERLING, « Ber. », 3, 886; 18, 2238. MorGan, Moss, 
« Journ. Soc. Chem. Ind. », 42, 461; «C.», 1924, I, 1028. 

(CO) CAND, D2, FAS Bb GRS; 


a 
composti furono anche ottenuti di H. Meyer per azione del diazometano 
sulle tre aldeidi nitrobenzoiche. Altri sperimentatori © prepararono inoltre 
i mononitrobenzofenoni ossidando con anidride cromica in soluzione acetica 
i tre nitrodifenilmetani. Ma tali metodi indiretti, pur conducendo ai diversi 
nitrochetoni allo stato di purezza, mostravano tutti quanti |’ inconveniente del- 
limpiego di prodotti iniziali assai difhcilmente e costosamente realizzabili; 
cosicché Vinteresse pratico di questi procedimenti appariva non molto no- 
tevole. Si presentava dunque opportuno lo studio di qualche altro metodo 
di preparazione che utilizzasse mezzi semplici e materiale facilmente realiz- 
zabile. Per cid che riguarda il materiale di partenza (tenendo presente lo 
scopo principale di ottenere i diversi nitrochetoni ognuno esente dagli altri) 
appariva logico ricorrere alle tre aldeidi nitrobenzoiche, prodotti commer- 
ciali facilmente reperibili. A proposito della loro utilizzazione, poi, si & vo- 
luto tentare l’azione su di esse dei magnesio-alogeno-alchili (0 arili). 

Sopra tale azione si potevano anticipare diverse considerazioni. Le aldeidi 
nitrobenzoiche portano due gruppi funzionali facilmente reazionabili, in par- 
ticolar modo il gruppo carbonile, sul quale si poteva prevedere specialmente 
diretta P’azione del reattivo di Grignard con formazione di nitrocarbinoli. Ma 
era da tener conto anche della presenza del secondo aggruppamento (-NO. ). 

Sono, infatti, conosciuti dei casi nei quali il gruppo nitro reagisce Col 
magnesilderivati, specialmente quando si impiega un forte eccesso di questi), 
con produzione di aniline sostituite ed altre sostanze ancora. Occorreva per- 
tanto realizzare condizioni di reazione tali da limitare l’azione del reattivo 
di Grignard al solo gruppo carbonile. Questo scopo é stato conseguito, come 
sari esposto pil avanti; e sono stati ottenuti con soddisfacente rendimento 
i nitrocarbinoli, i quali per ossidazione con anidride cromica hanno fornito i 
corrispondenti nitrochetoni 


NO, tel hs 
Gane (+ R — Mg — Alog) ee 
\CHO 


NO, NO, 
+ CH, Z CH(OH) —R—> CH, CO —R. 


Il procedimento & stato esteso ad altre aldeidi nitrate ed applicato a 
vari magnesilderivati aromatici, sempre con uguale successo. Invece, qualche 
-tentativo per estendere il procedimento a magnesilderivati alifatici ha avuto 


(1) «Ber.», 40, 847. 

(2) Becker, « Ber. », Ij, 2090; Baster, « Ber. », 16, 2717; GrIGy, Konics, « Ber. », 
15, 2401. 

(3) V. specialmente B. Oppo, « Atti R. Accad. Lincei», [V], 13, I], 220 (1904); 
HEpworTH, «Soc.», 117, 1004; « Gro, 1920), 1i1, 768; GitmMan, Mc. CRACKEN, « Amer. 
Soc.», s1, 821; «C.», 1929, I, 2407. 
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esito negativo. E cid non deve meravigliare, in quanto sono conosciuti ana- 
loghi casi d’insuccesso dovuti alla tendenza del gruppo -CH(OH)—CH,— ad 
eliminare acqua con produzione del corrispondente composto non saturo “). 
Sono in corso ricerche per chiarire la ragione del mancato ottenimento dei 
nitrocarbinoli misti dalla reazione studiata; resta intanto dimostrato che il 
procedimento descritto in questa nota pud essere utilizzato con resultati sod- 
disfacenti quale metodo generale per la preparazione dei nitrochetoni intera- 
mente aromatict. 


Come sopra € stato accennato, si ¢ fatto agire il reattivo Grignard su 
diversi nitroderivati aldeidici. Per le condizioni di reazione valga il seguente 
esempio : 

Azione del bromuro di fenil-magnesio sull’aldeide 0. nitrobenzotca. - Gr. 2,4 
di magnesio in polvere ed un cristallino di jodio sono aggiunti alla solu- 
zione di gr. 16 di bromobenzolo in 50 cc. di etere anidro. Riscaldando a 
ricadere a circa 40° si ha inizio della reazione con intorbidamento e vivace 
ebullizione. Si allontana allora la sorgente di calore e si lascia cosi fino a 
che si nota un rallentamento della reazione stessa; poi si riscalda nuova- 
mente per completare la soluzione del poco magnesio rimasto. II liquido cos} 
ottenuto viene bene raffreddato con acqua ghiacciata, e fatto colare in una solu- 
zione di gr. 15 di aldeide o. nitrobenzoica in 30 cc. di etere assoluto, agi- 
tando e raftreddando esternamente con ghiaccio. Si ha cosi la separazione 
di grumi giallo-rossi al fondo del recipiente, in seno alla soluzione eterea. 
Tale composto di addizione @ successivamente decomposto trattandolo con 
qualche pezzetto di ghiaccio e poi con 30 cc. di acido cloridrico al 20 °o. 
Lo strato etereo, colorato in bruno, viene separato e dibattuto prima con 
soluzione di bisolfito sodico al 10°/., poi con carbonato sodico diluito e 
finalmente con acqua. Dopo essiccamento con cloruro calcico fuso si distilla 
il solvente, e si ottiene un residuo liquido bruno denso che pesa circa gr. 20. 
Esso si utilizza senz’altro per la preparazione del corrispondente chetone. 


O. NITROBENZOFENONE. 


Il prodotto grezzo precedentemente descritto viene sottoposto alla ossi- 
dazione nelle seguenti condizioni: 

Gr. 20 di sostanza sono sciolti in gr. 40 di acido acetico glaciale e 
riscaldati all’ ebullizione. Questa soluzione acetica @ trattata, a poco per 
volta agitando, con altra soluzione acetica di gr. 40 di anidride cromica, 
sempre mantenendo il liquido in ebullizione, e regolando il trattamento 


(1) Cfr. BEHaL, TirrENEAU, «C. R.», 132, 561 (1gor). La suddetta tendenza é stata 
addirittura utilizzata da alcuni ricercatori per preparare idrocarburi non saturi. Cfr. HELL, 
« Ber.», 37, 225, 453, 872, 1128, 1429; Kraczs, « Ber.», 37, 649, 924, 1447, 1715, 1721. 
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in modo che l’aggiunta si effettui in circa due ore. Il prodotto della reazione 
si getta allora in molta acqua fredda, ottenendosi in tal modo la separazione 
di un notevole precipitato polverulento gialletto. Questo viene raccolto per 
filtrazione alla pompa, quindi macinato con idrato sodico diluito, raccolto 
nuovamente e lavato con acqua. Il prodotto grezzo, dopo essiccamento, pesa 
circa 13 gr. Si purifica dall’alcool bollente in presenza di carbone animale, 
e si ottiene cosi cristallizzato in pagliette appena colorate in giallo chiaro, 
fusibili a 105°, le quali mostrano tutti i caratteri dell’o. nitrobenzofenone “. 
Questo composto, tuttavia, stato sottoposto alla idrogenazione sia secondo 
il metodo seguito da Geigy e Konigs®, sia secondo quello di Gabriel e 
Stelzner G), arrivando in entrambi i casi, nettamente, all’ o. aminobenzofe- 
none gia noto. 


Il descritto esempio sperimentale si riferisce all’ aldeide o. nitrobenzoica 
e al bromuro di fenilmagnesio, e conduce, come si ¢ visto, alla sintesi del- 
lo. nitrobenzofenone. In modo analogo, e con poche varianti relative alla 
diversa solubilita in etere delle diverse aldeidi, sono state condotte le espe- 
rienze partendo dalle aldeidi meta— e para. nitrobenzoica, e si € cosi arri- 
vati alla sintesi rispettivamente del metanitrobenzofenone e del para. nitro- 
benzofenone gid noti“. Applicando la stessa reazione sono stati inoltre ot- 
tenuti composti non ancora conosciuti. La seguente tabella ne riporta l’origine 
e la sommaria descrizione : 


(1) Cfr. Getcy, Konics, « Ber.», 18, 2403. 

(2) Cfr. loc. cit. 

(3) «Ber. », 29, 1303. 

(4) Cfr. Becker, « Ber.», ry, 2090; BASLER, « Ber.», 16, 2717- 
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Aldeide o-nitrobenzoica 
bromuro di «-naftil- 
magnesio 


Aldeide m-nitrobenzoica 
bromuro di «-naftil- 
magnesio 


Aldeide p-nitrobenzoica 
bromuro di a-naftil- 
magnesio 


Aldeide 6-nitropiperoni- 
lica bromuro di fenil- 
magnesio 


Aldeide 6-nitropiperoni- 
lica bromuro di a -naf- 
tilmagnesio 


Aldeide 3 
bromuro 
gnesio 


+ nitroanisica 
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Aldeide 3 -nitroanisica 
bromuro di a-naftil- 
magnesio 


a nag: 


Nitrochetone 


PR fare Dag Teli» 


| 
oS Xo, 


NE A 


bao 9 


ean ieee 


eles 
irae 


ease, ace 


sop 


Proprieta 


cristallini prismatici giallo- 
aranciati, p.t..122e; 


minutissimi cristallini pri- 
smatici giallo-rossi, p.f. 
TOIT ee 


—NO; 


polvere microcristallina gialletta, 


p. f. 95°. 
AZ ; 
te 
aaa et | aghetti lievemente co- 
< CO — a eed lorati in giall 
es orati in giallo, p. 
nS Ne f, 146°. ; 
bo, 
@O=—=Chie 


| 
SS SAG eee SAE 
YO ests 


lon eb iio 
oe 


| minutissimi prismetti 


O gialli, p. f. 175°. 


Ve, Hae Cate << pagliette lievemente 
See: CcO-< ee ae gialle, p. £. 97°. 
| 
NO, 


Or 
Xo, 


\osee 


Gor << >=0.€0; 


prismetti tabul. giallo- 
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Tutti questi composti sono praticamente insolubili nell’acqua; piu o 
meno solubili nell’alcool, nell’etere, e specialmente nel benzolo. I derivati 
naftilici sono meno solubili dei corrispondenti fenilici. 
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Geologia. — Individuazione e determinazione di dicchi e colate 
basaltiche sepolte col metodo geoelettrico Wenner. Nota di A. BELLUIGI, 
presentata“? dal Corrisp. P, Vinassa DE Reeny. 


Le note curve di « resistivita apparente » si possono interpretrare, a 
prescindere da conoscenze a priori sulla natura del sottosuolo, con due metodi 
fondamentali: quello degli strati infinitamente estesi e paralleli (studiato da 
diversi autori), e quello degli innucleamenti eterogenei finiti nel sottosuolo, 
(pochissimo sviluppato) @. 

E ovvio che, se si hanno dati sulla natura litologica e tettonica del sotto- 
suolo (sia per induzioni teoriche, che per conoscenze geologiche nelle regioni 
limitrofe di affioramenti, che per conoscenze geofisiche di diversa natura), 
& bene avvalersi il pitt possibile di questi dati perché, tra Valtro, tale ausilio 
puo permettere di limitare il numero dei faticosi tentativi di interpretazione 
fisica. 

Buona norma é avere a disposizione un certo numero minimo di son- 
daggi elettrici verticali - opportunamente orientati -, interessanti profondita 
eccedenti quelle da esaminare. 

Sulla delicata questione strumentale qui non facciamo cenno, ma ricor- 
diamo che essa deve essere convenientemente risolta per avere risultati sod- 
disfacenti 3). 

La scelta del particolare metodo interpretativo (quando si ha), basato 
sempre su schematici presupposti teoretici, costituisce la prima vera grande 
difficolta nello studio dei profili di resistivita apparente. 

Non sono state esposte ancora norme che consiglino l’applicazione di 
un metodo piuttosto che di un altro, per quanto dal materiale sperimentale, 
che si pud avere a disposizione dalle varie prospezioni fatte, utili norme si 
potrebbero gia trarre: ad es. dal riconoscimento del carattere isomorfo o meno 
dei profili di resistivita apparente si pud dedurre un tipo medio schematico 
di distribuzione subsuperficiale di masse, per un certo Ambito. 

Il piu delle volte accade, quando si hanno problemi pratici da risolvere, 
che si debbono applicare, nell’ interpretazione, entrambi i metodi fondamentali: 
in questi casi ¢ superfluo notare che le ricostruzioni teoriche richiedono molte 


(1) Nella seduta del 4 marzo 1934, 

(2) J. N. Hummer, Der scheinbare spexifische Widerstand « Zeitschrift fir Geophysik », 
8 maggio 1929, Jahrg 5, Heft 3/4. 

(3) A. Bexiurc1, Possibilita sperimentali relative ai metodi geoelettrici Wenner e Kacom. 
Estratto dal «Bollettino della Societa Geologica Italiana», vol. IG, wae; I, ates). 
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prove cruciali e spesso, completamenti sperimentali, per insufhcenza di dati, 
insufficienze riconosciute e riconoscibili tali solo dopo gli esami teorici. 

Rientra in uno di questi casi lo studio della differenziazione dei dicchi 
dalle colate basaltiche, sepolte sotto una copertura di terreni diversi, quando 
il dicco si espande in una colata e si ha percio, schematicamente, una giaci- 
tura di colata suborizzontale, con spessore pit’ o meno variabile da punto a 
a punto ed una immersione in corrispondenza del dicco (doppia L rovesciato). 

Lo stesso dicasi per i diapiri, per quanto non rimangano gli stessi i 
rapporti dimensionali, tra la grandezza dell’espansione o trabocco e la pro- 
fondita del peduncolo diapirante. 

Una semplice colata suborizzontale di basalto, alla profondita ad es. di 
100 m. dalla superficie del suolo (di 20 m. oppure di 100 m. di potenza), 
caratterizzata da una resistivita effettiva (allo stato naturale) di 2.100 Ohm/cm., 
sepolta sotto terreni di resistivita effettiva di 2.;00 Ohm/cm. per i primi Io m. 
dalla superficie del suolo (terreni evidentemente aridi in stagioni asciutte) e 
sotto terreni di resistivita effettiva di 1.000 Ohm/cm. per gli altri 90 m., 
fino al contatto col basalto, determina influenze visibili nelle sottostanti due 
curve teoriche di resistivita apparente, da cui si pud rilevare la presenza del 
basalto prima, profondita e potenza dello stesso poi. 
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Se invece di una semplice colata si avesse un dicco di una certa am- 
piezza, le curve differirebbero ed & necessario, in-tal caso, procurarsi schemi 
teorici per avvertire tale differenziazione e poter distinguere praticamente i 
dicchi dalle colate. (Si rendono superflui i commenti sull’importanza pratica 
della questione). 
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Si sono ricostruite, nella figura sottostante, 
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due curve di resistivita apparente determinate dall’influenza di due dicchi ideali 
basaltici della stessa resistivita della colata, nelle identiche condizioni di gia- 
citura, di correlazione, coi mezzi sovrincombenti, d’ampiezza di 100 e 200 m. 
nel senso del sondaggio elettrico (innucleamento eterogeneo finito). 

I centri dei due sondaggi elettrici verticali, relativi alle due curve, si 
trovano in un qualunque centro di simmetria della sezione orizzontale del dicco. 

Abbiamo escogitato il seguente metodo di ricostruzione (che qui espo- 
niamo brevemente) al fine di poter applicare al dicco, elemento finito planime- 
tricamente, il primo metodo fondamentale suaccennato, metodo ulteriormente 
da noi elaborato nel caso generale di «n» strati). 

Si calcola una resistivita media (basalto — terreni incassanti) in corri- 
spondenza di una determinata base ai, tale che a: = h; (potenza degli strati 
di copertura). 

Si ricostruiscono le curve (gs @) per le varie resistivita medie come se 
le formazioni rocciose fossero suborizzontali. 

Si innalzano quindi le normali all’ascissa a, in corrispondenza dei valori 
delle diverse basi del sondaggio elettrico -. Si scelgono tra i punti di inter- 
sezione delle normali e il fascio di curve, quelli di corrispondenza tra le basi 
a; e le curve del fascio (ge; a), per interpolare infine tra questi punti cor- 
rispondenti. 

Si ottengono, in questo modo, le due curve relative ai due dicchi che 
indicano il comportamento teorico gs dei dicchi di basalto di diversa ampiezza. 


(1) A. Brtxuret, Studio di wn profilo qualsiasi di sondaggio elettrico Wenner, « Gerlands 
Beitrige zur Geophysik» (Erganzungshelte far Ang. Geophysik, 1934). Band 4, Feit 25 
pp. 126-133. 
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La differenziazione di comportamento delle curve teoriche delle fig. 1 e 2, 
é di per st evidente e permette di risolvere esaurientemente il problema posto. 

Possiamo anche aggiungere che non esiste finora una soluzione anali- 
tica diretta del problema qui trattato che, ¢ facile vedere, € pili generale di 
quanto non comporti il titolo di questa breve Nota. 


Geologia. — Sulla presenza d'un terreno oligocenico nei din- 
torni di Buonalbergo (Benevento). Nota di S, SORRENTINO, pre- 
sentata ‘? dal Socio A. MarTeELtt. 


Alcune escursioni geologiche fatte in Provincia di Benevento mi hanno 
fatto riconoscere una particolare formazione oligocenica, decisamente are- 
nacea e con scarse intercalazioni marnoso-argillose. Il sedimento in parola 
si presenta in banchi di spessore piuttosto rilevante ed intensamente colorati 
in giallo ocraceo. Detti banchi che si presentano talvolta compatti, talche 
costituiscono delle piccole forme abrupte sul paesaggio, sono piu spesso 
sabbionose e gli elementi silicei sono predominantemente minuti. La posi- 
zione stratigrafica di questo sedimento mostra con evidenza la sua sovrap- 
posizione su quelli dell’eocene, mentre poi esso € sottoposto ad un altro 
complesso litologico pur esso arenaceo, ma di color grigio ed a fossili_ del 
miocene medio. La posizione ora detta ¢ molto bene evidente, specialmente 
per il fatto che gli athoramenti oligocenici sono limitati sempre dai terreni 
eocenici e da quelli miocenici, cosicché questi permettono facilmente di com- 
provarne la giacitura. 

Nella parte basale del complesso arenaceo, oggetto della Nota, cioé 
verso il contatto con l’eocene, si individualizza molto spesso uno strato cal- 
careo grigiastro, che in qualche punto fa passaggio ad un tipo litologico 
calcareo-arenaceo. Lo spessore di questo strato calcareo basale @ variabile, 
ed &, nei rapporti con l’arenaria, del tutto esiguo. Qua e la, negli afhora- 
menti individuati, anche nella parte alta del complesso arenaceo si trova 
talvolta uno strato calcareo anch’esso di color grigio predominante e lito- 
logicamente molto simile a quello innanzi detto, talché campioni isolati di 
questi due calcari potrebbero essere benissimo scambiati fra loro. 

Localmente il sedimento arenaceo sabbionoso viene chiamato « tufazzo » 
appunto perché sulla superficie esterna, per effetto degli atmosferili, il sedi- 
mento perde il cemento calcareo e si rende allora facilmente disgregabile. 

La ricerca di fossili per la determinazione dell’eta di questo complesso 
é stata infruttuosa nei riguardi dei banchi arenacei, se si eccettuano alcune 
impronte e rari, nonché cattivi, esemplari di lamellibranchi. La determina- 
zione di questi fossili € molto problematica, malgrado che forse alcune di 


(1) Nella seduta del 4 marzo 1934. 


es 
esse siano confrontabili con forme del gen. Leda e del gen. Nucula. Al- 
; ; ; : 
Popposto, gli strati calcarei hanno dato una ricca microfauna; e devo alla 
cortesia del prof. Silvestri, l’elenco delle specie determinate, che qui riporto. 
Strato calcareo inferiore: 


Miogypsina irregolaris ) 
forme prevalenti 


» complanata 
Lepidocyclina morgani rare 
» tournouert 
Amplustegina Niasi frequenti 
Operculina complanata rare 


Spiroclypeus margaritatus 
e Textularidae, Nodosaurinae; Briozoi e frammenti di molluschi. 


Nello strato calcareo lentiforme che si trova nella parte alta del com- 
plesso arenaceo sabbionoso, si trovano: 


Spiroclypeus margaritatus 

Lepidocyclina del tipo tournoueri e del tipo dilatata 
Miogypsina trregolaris 

Heterostigina depressa 

Discocyclina (rare) 


oltre a Rotalidae, Globigerine, litotamni e frammenti organici. 


In considerazione della posizione stratigrafica del sedimento e dei fos- 
sili citati, da esso tratti, il complesso arenaceo deve essere assegnato all’oli- 
gocene. D’altro canto in mancanza di altri e pil. determinanti fossili, credo 
prudente non fare riferimenti a particolari livelli dell’oligocene stesso. 

Pertanto il solo riferimento oligocenico giustifica appieno questa Nota, 
essendo esso citato ora per la prima volta in queste regioni. D’altra parte 
ulteriori ricerche e studi sul complesso litologico descritto e sulla regione, 
potranno permettere una migliore conoscenza del sedimento, talché si renda 
pitt evidente la distinzione di possibili livelli, cosa che, come ho detto, non 
si puo per ora fare in mancanza di altri dati paleontologici. 

L’afhoramento pit importante di questo oligocene & sviluppato ad oc- 
cidente di monte Calvello (nord di Buonalbergo) e si prosegue poi nei Monti 
di S. Giorgio, costituendo per intero le contrade di Acqua Bianca, Piano 
delle Rose, contrada Santa Sofia, Noce Verde, e si continua poi ancora verso 
Nord Ovest. Quest’afforamento viene limitato quasi interamente dalle argille 
scagliose e dai calcarel eocenici. 

Un altro afhoramento di questi terreni oligocenici si sviluppa nella con- 
trada fonte di M. Palumbo, dove viene circoscritto al sud dal miocene medio, 
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ad est dalle argille scagliose, mentre ad ovest il terreno oligocenico si con- 
tinua nel foglio di S. Giorgio alla Molara™. 

Oltre questi due affioramenti pil importanti, si trovano ancora dei lembi 
oligocenici ad Est dell’abitato di Ginestra degli Schiavoni (costruito sul mio- 
cene medio) a Castelfranco in Miscano e sotto Monte Ridauro. 


Geologia. — Osservaxioni preliminari sulla fauna del Cre- 
taceo con facies africana della Sicilia. Nota di L. TRevisan 
presentata®? dal Corrisp. R. FABIANI. 


La prima scoperta di un afhoramento del Cretaceo con facies africana in 
Sicilia risale al 1845, quando il Calcara descrisse (Memorie geognostiche e mine- 
ralogiche. - Osservaz. geognostiche sopra Caltavuturo e Sclafani. Palermo, 1845) 
una formazione afhorante presso Caltavuturo (Palermo) con abbondantissime 
ostreidi, che vennero pero riferite erroneamente al Lias. Nel 1864 una nota 
del Meneghini, col titolo Studi paleontologici sulle ostriche cretacee di Sicilia 
(« Atti Soc. It. Sc. Natur.», vol. VI) attribuiva alcuni fossili, provenienti dalla 
nominata localita, al Cretaceo, ponendo la questione se rappresentassero una 
sola zona, oppure il Cretaceo medio e superiore. Nel 1882, dopo alcune Note, 
G. Seguenza pubblicava il suo lavoro Studi geologici e paleontologict sul Creta- 
ceo medio dell’Italia meridionale (« Atti R. Accad. Lincei », ser. 3%, vol. XII. 
Roma, 1882), nel quale illustrava specialmente i giacimenti ch’egli stesso era 
andato scoprendo soprattutto nelle provincie di Reggio Calabria e di Messina. 
In quel torno di tempo, oltre a brevi note di Saverio Ciofalo e di H. Coquand, 
si devono inoltre ricordare i brevi cenni che sulla medesima formazione dava 
il Baldacci nella sua opera fondamentale Descrizione geologica dell’ Isola di Sicilia 
(«Mem. descr. della carta geol. d'Italia ». Roma, 1886). 

Da allora, cioé da mezzo secolo, quasi nessun nuovo contributo é stato, 
a mia conoscenza, portato allo studio dell’argomento. 

Incaricato dal prof. Fabiani, direttore dell’ Istituto e Museo di Geologia 
dell’ Universita di Palermo, ho iniziato Ja revisione del ricchissimo materiale 
fossilifero proveniente dal Cretaceo di facies africana della Sicilia, conservato 
nelle collezioni di detto Museo. 

Tale revisione era consigliata anzitutto dalla circostanza che negli anni 
in cui il Seguenza attendeva al citato lavoro, che pure € stato fecondo di 
notevolissimi risultati, esisteva una sola opera che illustrasse faune coeve 
(Cenomaniano e Turoniano) appartenenti a facies simile. E questa la Géolo- 


(1) I riferimenti topografici si intendono quelli riportati dalle Tav. al 25 %/oo del- 
V’Istituto Geog. Mil. di Firenze. 

(2) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Geologia della R. Universita di Palermo. 

(3) Nella seduta del 4 marzo 1934. 


ene er 
gie el Paléontologie de la région sud de la Province de Costantine di H. Coquand 
(« Mém. Soc. Emulation Provence ». Marseille, 1862), la cui parte paleontolo- 
gica non era per giunta delle pil: perfette. Attualmente invece la bibliografia 
€ molto vasta, Faune cretacee di facies analoga furono infatti illustrate per 
la Siria, la Palestina, l’Egitto, il Deserto libico, la Tripolitania, la Tunisia 
il Portogallo, il Madagascar, il Messico ecc. 

Ho iniziato la revisione dei Lamellibranchi, che rappresentano una forte 
maggioranza su tutti i fossili. AccenneroO a questo proposito, senza entrare 
nei particolari, ad alcuni dei risultati a cui finora sono pervenuto. 

Nella parte paleontologica della sua opera citata, il Seguenza riconobbe 
II19 specie gia note e 104 ne descrisse come nuove. II numero di queste 
ultime venne diminuito dagli studi del Peron (Description des mollusques fos- 
siles des terrains crétacés de la région sud des Hauts Plateaux de la Tunisie. 
Paris, 1891) e soprattutto del Pervinquiére (Etudes de paléontologie tunisienne. 
Lamellibranches des terrains crétacés. Paris, 1912), che passarono in sinonimia 
alcune di esse con specie gia note di altre regioni; altre, strettamente affini 
tra loro, vennero riunite come varieta di un’unica specie. 

Avendo a mia disposizione una parte del materiale stesso studiato dal 
Seguenza, accresciuto da numerosissimi altri esemplari, mi sono convinto della 
necessita di agire analogamente per qualche altra specie. Altre, gia attribuite 
a specie note, hanno avuto un riferimento talvolta un po’ diverso, conforme 
alla migliore conoscenza odierna dei generi e delle specie. 

Nella famiglia dei Cardiidi -in cui il Cardium giganteum Seguenza era 
stato dal Pervinquiére posto in sinonimia col Cardium (Trachycardium) pro- 
ductum Sow. e il Cardium proximum Seg. era stato riunito a Cardium (Pro- 
tocardia) Combei Lartet dal Fourtau —ho riferito la forma chiamata dal Seguenza 
Cardium Nebrodense Seg. alla specie Cardita Forgemoli Coquand, della quale 
il Pervinquitre mise in evidenza la variabilita della forma. Infatti negli esem- 
plari stessi del Seguenza (pur non essendo visibile la cerniera), la forma degli 
uncini incurvati in avanti e della depressione sottostante, l’ornamentazione, 
e una certa variabilita nella forma generale, perfettamente rispondenti alla 
descrizione data dal Pervinquiere per Cardita Forgemoli Coq., non lasciano 
dubbi in proposito. Non fa pero meraviglia la diversa attribuzione del Seguenza; 
il Coquand aveva illustrato ogni piccola variazione come specie distinta, accom- 
pagnandola con descrizione spesso inesatta, come mise in rilievo il Pervin- 
quiére. Inoltre il Cardium subaequilaterum Ciofalo, specie istituita su esem- 
plari del Museo di Palermo, viene da me posto in sinonimia col Cardium 
(Protocardia) Coquandi Seg. Infatti la forma meno obliqua rispetto a quest’ul- 
tima specie é risultata dovuta a deformazione, mentre le costole concentriche 
che allora sembravano distinguerla, sono state ritrovate poi anche nel C. Co- 
quandi Seg., noto a quel tempo soltanto come modello interno. 

Nel genere Arca, rappresentato da numerosissimi modelli appartenentt 
per lo pit al sottogenere Trigonoarca, ritengo non accettabile la riunione di 
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A. obliquissima Seg. con Arca diceras Seg., proposta dal Pervinquiere; essa ne 
& sempre distinta dalle carene a spigolo vivo e dalla forma piatta dell’area 
posteriore. A. obliquissima Seg. non puo invece essere tenuta distinta (almeno 
fnche il ritrovamento di esemplari completi con la conchiglia non dimostri 
il contrario) da A. navis Seg., forma del tutto simile e collegata da nume- 
rosissimi e graduali passaggi intermedi. 

Nel gen. Trigonia, per una forma che con tutta probabilita era stata classi- 
Geata con T. scabra Lam. o T. crenulata Lam., ho trovato necessario ri- 
portarla alla specie T. Emory: Conr., il cui tipo proviene dalle formazioni 
contemporanee e di facies simile del Messico. Ho inoltre riscontrata la pre- 
senza di una forma che per l’ornamentazione spiccatamente diversa da quella 
delle specie note, merita di essere descritta come nuova e per la quale pro- 
pongo il nome T. Seguenzai n. sp. L’ornamentazione da cui € caratterizzata 
consta di costole ricoperte di noduli, le quali, nel passaggio dai fianchi al- 
l’area posteriore formano un angolo circa retto col vertice rivolto alla regione 
posteriore anziché all’anteriore, com’ é, ad esempio, nelle specie nominate sopra. 

Nel gen. Lima, la L. alternicosta Seg. ritengo deva passare in sinonimia 
con L. Itieriana Pictet et Roux. La chiara descrizione e le fotografie del 
Pervinquié¢re messe a confronto con uno degli esemplari stessi del Seguenza 
dimostrano infatti che non esistono differenze apprezzabili. 

Tralasciando altre osservazioni che dimostrano fin d’ora quanto fosse 
opportuno un lavoro di revisione e di aggiornamento, rilevo che un grande 
interesse rappresentera un nuovo e dettagliato studio stratigrafico dei giaci- 
menti, al quale pure m’ha incoraggiato il prof. Fabiani. 

Ed invero i giacimenti scoperti e studiati dal Seguenza nelle provincie 
di Reggio e di Messina si presentavano nelle peggiori condizioni per tale 
studio. Essi sono piccolissimi affioramenti, in cui il Cenomaniano e il Turo- 
niano, trasgressivi sopra le rocce cristalline, sembrano ricoperti dall’ Eocene 
medio con facies del tutto simile (argille scagliose). In regioni pit occidentali, 
mentre tale formazione del Cretaceo medio sembra ancora ricoperta dall’Eocene 
medio, manca ogni dato preciso sul limite inferiore; sembra che sovrasti 
(ma non si sa se immediatamente oppure no) al Titonico. 

Per la stratigrafia del Cretaceo medio, che non pote essere chiarita nelle 
provincie di Reggio e Messina, il Seguenza stesso si esprime a questo modo 
(pag. 25): «Io non credo impossibile uno studio stratigrafico particolareg- 
giato del nostro Cretaceo medio... »; mentre il Baldacci (op. cit., pag. 77) 
afferma, a proposito della grandissima rassomiglianza delle argille scagliose 
eoceniche con quelle cretacee: «In presenza di questo fatto deve dirsi che 
é probabile che altre argille scagliose fin qui credute eoceniche debbano in 
avvenire, se vi si trovano i fossili caratteristici, essere riferite al Cretaceo ». 

Tale previsione del Baldacci si ¢ avverata in tempi recentissimi, come 
dimostra il ritrovamento di un nuovo esteso lembo cenomaniano nel vallone 
Xiremi del Fiume Salso o Imera meridionale (prov. di Palermo) avvenuto per 
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opera del dott. S. Sorrentino (« Rendic. R. Acc. Naz. Lincei » vol. XVIII, 
ser. 6*, fasc. 1-2. Roma, 1933). 

Nello studio dei giacimenti del Cretaceo medio, che deve essere com- 
piuto di preferenza nelle zone occidentali, non ancora studiate e in cui le 
condizioni stratigrafiche sono pil favorevoli, hanno importanza: lestensione, i 
rapporti con le formazioni sopra e sottostanti, quindi i limiti delle eventuali 
lacune tra cui sembra compreso il Cretaceo medio; eventuali visibili passagei 
laterali a facies diverse. 

S’aggiunga a queste considerazioni che i risultati del lavoro di revisione 
gia eseguito fanno sperare nella possibilita di una pit rigorosa e minuta sud- 
divisione del complesso delle formazioni della particolare facies di cui s’é 
parlato. 


Biologia. — Notizie preliminari sulle caratteristiche chimiche e 
biologiche del lago di Sabaudia (Paola). Nota di G. BRuNELLI e 
G. Canniccl, presentata dal Corrisp. F. RAFFAELE. 


Pochissime sono le notizie di indole biologica che si hanno sugli stagni 
costieri italiani, che pure sono numerosi e di notevole importanza, sia nei 
riguardi della industria peschereccia, sia in quelli della bonifica in rapporto 
al risanamento di zone malariche. 

Per Ja regione Pontina, in cui l’abbandono selvaggio ha lasciato per 
molti secoli condizioni naturali di vita, mentre esiste una abbondante biblio- 
grafia nei riguardi della geologia, dell’ idraulica e dell’ igiene, lo studio biologico 
dei laghi, iniziato da questo R. Laboratorio, non presenta nulla di notevole 
per la bibliografia; il lavoro di Grandori%) fu cominciato quando le nostre 
ricerche erano gia in corso. 

Anche per le zone finitime bisogna risalire, per esempio, alle Memorie 
della contessa Fiorini Mazzanti, del prof. Lanzi‘), ecc: 

E purtroppo a lamentare che, innanzi alle mutate condizioni derivanti 
dalle vaste opere idrauliche della bonificazione, nessun Comitato scientifico 
si sia proposto lo studio monografico della regione, la quale, per i suoi 
caratteri biogeografici, poteva offrire altissimo interesse. Ed é una vera for- 


(1) Lavoro eseguito nel R. Laboratorio centrale di Idrobiologia. 

(2) Nella seduta del 4 marzo 1934. 

(3) Granpori R. e Granpori L., Risultati di ricerche microbiologiche e biochimiche 
sul Lago di Caprolace (Agro Pontino) ai fini della Bonifica integrale. «La ricerca scien- 
tifica ecc.», anno IV, Vol. II, n. 10, novembre 1933. 

(4) Frorint Mazzanti E., Microficee delle acque minerali di Terracina. « Atti Acc. Pon- 
tificia, Nuovi Lincei», anno XVI, aprile 1863 e anno XX, 7 aprile 1867. 

(5) Lanza, Le diatomee del Lago di Cotronia « Atti Acc. Pont. N. Lincei», anno LV, 


sessione VII, giugno 1902. 
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tuna che la creazione del Parco nazionale e della pineta di Sabaudia, e i] 
non esaurimento dei laghi costieri, salvi allo studio della faunistica almeno 
una parte di quel patrimonio. 
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(I numeri arabi indicano le profondita in metri, i numeri romani indicano le sta;tont). 


Le notizie preliminari che qui riportiamo, mentre sono in corso r- 
cerche anche sugli altri laghi, riguardano lo stagno di Paola, sito lungo la 
costa Tirrena, a Nord-Ovest di Capo Circeo, innanzi alla nascente citta di 
Sabaudia. 

Detto lago presenta caratteristiche proprie per la sua grande estensione 
in lunghezza e specialmente per le sue anfrattuosita, nonché una caratteri- 
stica piuttosto rara tra gli stagni costieri, quella di una profondita relativa- 
mente notevole. 

Negli scandagli eseguiti dal dott. Morandini, di questo R. Laboratorio, 
non & stata riscontrata ancora una profondita superiore a m. 10,2, ma gli in- 
gegneri del Consorzio di Piscinara, ne indicano qualcuna maggiore, 

La sua unica comunicazione col mare, posta all’estremo verso Capo 
Circeo, non assicura al lago un forte ricambio, anche a causa della scarsa 
marea del Tirreno, e non garantisce una sufficiente circolazione ed ossige- 
nazione delle acque. 

Si deve solo agli scarsi apporti di acqua dolce, in confronto a quelli 
ricevuti dal vicino lago di Fogliano, mediante il fosso di Mastropietro, se 
il lago di Sabaudia & alquanto piu elevato in salsedine di quello di Fogliano 
(A Fogliano in alcuni prelevamenti eseguiti nel 1933 si & riscontrato come 


tenore massimo in cloro g. 6,46°/oo come verra riferito in un lavoro in 
corso). 
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Lo studio metodico del lago di Sabaudia ¢ stato iniziato sistematicamente, 
con rilevamenti periodici (aprile, agosto, novembre, gennaio, febbraio) dei 
caratteri fisici, chimici e biologici delle sue acque. Per quanto riguarda la 
parte fisica e chimica sono state finora eseguite misure della temperatura 
delle acque in superficie e profondita “) (termometro a rovesciamento), deter- 
minazione del pH col metodo colorimetrico (indicatore -naftolftaleina), 
dell’ossigeno disciolto (secondo Winkler), del tenore in cloro (secondo 
Mohr, e con soluzione N/s5 di nitrato d’argento, poiché la bassa salinita 
rispetto al mare non consigliava il metodo di Knudsen). 

Dal punto di vista biologico, secondo il metodo ormai in uso in questo 
R. Laboratorio, si & condotta una triplice serie di ricerche, sul plancton, sul 
benthos vegetale e animale, mediante raccolta delle piante di fondo, e setac- 
ciamento dei materiali detritici del fondo stesso, ricavandone dati per lo 
studio delle relative associazioni. 


Laco pi Sapaupia (Paola). 
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Temperatura oH Ossigeno 


ait Cloro ° 
acqua disciolto °/o, loo 


Super- \Profon-| Super- |Profon- 
ficie | dita | ficie | dita 


Super- |Profon- Super Proto 


dita | 


ficie dita | ficie | cm.3 cm.3 gr. gr, 
) STAZIONE I f 
Sinleve maassimo kc co | 20% 17 26%6"| 7.92 | 7-91 |). O79 Si 61933.,1°7-447 8.005 
Valore minimo. ... . 82.971 8°90] 7.15 || 7-05 || 61-198 1.064 | 6.088 | 6.911 
SraZIONE II 
Valore massimo . . . - | 26%3 | 26°61 8— | 8.— | 6.682] 0.904) 7.744 [11-15 
Valore minimo. ... .- 9°.4 | 10°.7 | 7.35 | 6.95 5-476 fo) 5-92 | 7.186 
SrazioneE Ill 
Miloreemnssumio si a+ 2, a08 | 20°-2" 2200-5) OS 7-52 6.16 | 5.694| 7-484| 8.526 
Valore minimo. ... . .- TOs 10°. 7.4 7.05 | 4.255 | 2.046] 5.92 | 6.05 
SrazIONE IV 
Valore massimo ... - ASO || DG! Gas 7-4 6.124 | 4.85 | 7-447] 9-925 
Valore minimo. . .. - 9°.9 | 10°.5 | 7-4 7.— | 4.402] 0 5-790] 5.832 
STAZIONE V 
Valore massimo ... - 262.1 | 26°.9 | 7.8 7.75 | 6.845| 5.862] 7.335 | 8.377 
Valore minimo. ... . Og ye) yee! 7.— | 1.697 e) 5-790] 5.832 


(1) Con la indicazione generica « profondita » intendiamo, per ogni stazione, lo strato 
di acqua che si trova pochi centimetri al di sopra del fondo; i valori dati sono relativi 


ai prelevamenti effettuati finora. 


Il lago di Sabaudia, secondo le categorie gid stabilite da Brunelli in altra 
Memoria “) & di tipo mesoalino. Infatti, solo eccezionalmente, in aprile, nella 
stazione II, il tenore in cloro ha superato di poco il 10°/.. Soltanto dopo 
’esame che, a cominciare da gennaio, verra effettuato regolarmente ogni 
mese e per tutto l’anno delle condizioni di temperatura e salinita delle acque, 
ci sara possibile trarre qualche deduzione sulla loro circolazione nel lago; 
per ora ci limitiamo a mettere in evidenza la scarsa ossigenazione che si 
verifica talvolta, specialmente sul fondo, accompagnata da notevole svolgi- 
mento di idrogeno solforato °); tale condizione potrebbe probabilmente venire 
accentuata qualora la citta di Sabaudia dovesse gettare nel Jago i suoi rifiuti, che 
diminuirebbero, utilizzandolo nella nitrificazione della loro sostanza organica, 
Possigeno gia scarso delle acque lagunari - a scapito delle condizioni igieniche. 

Lo studio biologico da noi compiuto mostra chiaramente che la vita 
vegetale e animale degli stagni mesoalini é quasi in totalita (a differenza 
degli oligoalini) di origine marina, per intrusione di forme eurialine ed 
euriterme. 

E molto interessante notare che, come per l’ambiente lagunare, le specie 
sono relativamente poche, pur essendo, per alcune, grande il numero degli 
individui. Ci limiteremo ora ad alcuni dati essenziali proponendoci un piu 
particolareggiato studio delle facies stagionali. E riassumiamo in uno specchio 
distinto per categorie sistematiche, le principali specie, sia vegetali che ani- 
mali, viventi nel lago di Sabaudia. 


DINOFLAGELLATA — Exuviaella compressa Ostenfeld, Dinophysis acuminata Clap. 
Lachm., Glenodinium trocoideum Stein, Goniaulax sp., Diplopsalis lenti- 
cula Bergh. 

ContuGaTAE — Closterium setaceum Ehr. 

BACILLARIACEAE - Rhoicosphaenia curvata (K) Griin, Achnanthes brevipes* Ag., 
Cocconeis molesta* K., C. placentula Ehr., C. scutellum Ehr., Mastogloia 
Peragalli Cl., Diplonejs sp., Navicula sp., Cymbella sp., Pleurosigma elon- 
gatum™ Sm., Amphora coffeaformis Agardh., Campylodiscus Echeneis Ehr., 
Surirella striatula Turpin, Pseudonitzschia sicula Castr., Nitzschia sigmoidea 
Sm., Rhopalodia sp., Synedra fulgens (Kitz) Sm., S. Gaillonii Ehr., S. af- 
fims* K., Licmophora dalmatica* K., Amphitetras antediluviana* Ehr., 
Coscinodiscus sp., Melosira Borreri* Grev., M. sulcata Ehr., Leptocylindrus 
danicus Cleve, Chaetoceros curvisetum Cleve., Ch. decepiens Cleve., Ch. 
Wighamii Bright. 


CHLOROPHYCEAE — Chaetomorpha crassa* Ag., C. linum* Kg. 
RuopopHyceaE — Polysiphonia sanguinea* Ag., Gigartina* sp. 
PHAEOPHYCEAE — Ectocarpus siliculosus* Dillw. 


(1) BruNELLI G., Ricerche sugli stagni litoranei. «Rend. Acc. Lincei», vol. XVI, 
fasc. III, febbraio 1933. 
(2) Verra determinato quantitativamente, come i composti dell’azoto, fosforo, silice ecc. 
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CYANOPHYCEAE — Gomphosphaeria aponina Kiitz, Pleurocapsa fuliginosa * 
Hanck, P. amethystea* Kold., Rivularia polyotis* Ag., Spirulina subsalsa 
Oerst., S. subtilissima Kiitz., Oscillatoria limosa Ag., O. margaritifera 
Kiitz., O. tenuis Ag., Lyngbya aestuarii Liebm. 


PHANEROGAMAE (Monocotyledoneae) — Potamogeton pectinatus L. 

PorirFera — Euspongilla lacustris L. 

ANNELIDA — Nereis diversicolor °* Miler. 

Rotatorta — Keratella quadrata Miller, Notholca sp., Colurella uncinata * 
Miiller., Notops sp., Synchaeta littoralis Rousselet, S. sp. 

CorepopaA — Acartia latisetosa Kriczaguin, Popella guernei Richard, Nitocra 
spinipes * Boeck. 

Crrripepia. =— Balanus sp. 

IsopoDA — Idothea tricuspidata Desm., Sphaeroma hookeri Leach. 

Ampnyeopa — Gammarus pulex * L., Leptoicherus pilosus °* Zaddach., Co- 
rophium volutator ° Pall. 

Decapopa — Palaemonetes varians Leach. 

INSECTA — Larve di chironomidi® e di libellule. 

Motiusca — Rissoa Sabaudiae Coen, n. sp., Bittium reticulatum* B., D., D. 


var. paludosa, Hydrobia* sp., Mylilus galloprovincialis * Locard, Cera- 
stoderma Lamarkii ° Reeve (var. lacunaris e var. flabellata), C. reclidens ° 
Coen, Loripes lacteus L. var. squamosa, Syndesmia ovata Philippi. 


IncerTar SEDIS — Radiosperma textum Meunier. 
N. B. — II presente elenco non deve essere considerato come defini- 


tivo, poiché altre specie potranno venire riscontrate ¢ determinate nei rilievi 
mensili che effettueremo “). 


Le specie segnate con asterisco (“) sono specialmente caratteristiche 
delle associazioni dei fondi a Potamogeton, e quelle segnate con cerchietto (e) 
dei fanghi. 

Le principali associazioni infatti sono: quelle dei planctobi, quelle ben- 
toniche delle praterie di Potamogeton che occupano parte del fondo, fino al 
canale centrale, quelle del fango nero e sabbioso; rimandiamo alla nota de- 
finitiva per quanto riguarda i] fragmiteto ¢ la vegetazione coronale. 

E notevole che la facies dominante mostra una ricchezza di Cianoficee, 
dovuta evidentemente alla scarsa ossigenazione delle acque, specialmente in 
profondita. 


(1) Ringraziamo il prof. Forti per la classificazione di alcune alghe, il prof. Fage per 
la classificazione degli anfipodi, la prof.ssa Torelli per quella dello Sphaeroma, e Ving. Coen 
per i molluschi. 
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Notevole per le Diatomee planctoniche é la ricchezza di Chaetoceros in 
corrispondenza ai bracci morti, e dovuta alla relativa tranquillita e stagna- 
zione delle acque; essi costituiscono una vera fioritura rilevabile ad occhio 
nudo, per il colore giallastro delle acque, in alcune stagioni e in alcune 
zone, e sono di solito accompagnati dalla Exuviaella, anche essa con notevole 
numero di individui. 

Detta fioritura costituisce un plancton monotono simile alla cosi detta 
«limonata » di Chetoceros del golfo di Trieste, descritta da Steuer, e a quella 
descritta nel golfo di Napoli e nel Fusaro da Carazzi ©), 

La facies del lago di Sabaudia ¢ tipicamente mesoalobia, ed ¢ importan- 
tissimo notare, per bella ed evidente convergenza biologica, il gran numero 
di specie vegetali in comune coll’Ostsee, mare a bassa salinita. 

Dal punto di vista del plancton animale ¢ importante mettere in evi- 
denza che anche le forme prevalenti di Copepodi sono da annoverarsi tra 
le specie dominanti in acque salmastre. Cosi per es. nelle valli della Mesola, 
Brighenti riscontra la Acarlia clausi Gsb. affine alla A. latisetosa Kriczaguin, 
trovata da nol. 

Il lago di Sabaudia é ricco di pesce, specialmente di forme lagunari come 
cefali, anguille, spigole, orate ecc., che risalgono dal mare per pascolare sul 
fondo lagunare dove, nelle praterie di Potamogeton, esistono associazioni di 
forme animali, tra le quali, per ricordare soltanto quelle che hanno maggiore 
interesse nella alimentazione dei pesci, predominano rispettivamente, mitili, 
amfipodi (Gammarus), isopodi (Sphaeroma), decapodi (Palaemonetes), anel- 
lidi ecc., mentre sui fondi fangosi i molluschi (Cerastoderma, Syndesmia ecc.) 
e gli anellidi prevalgono. 


L’importanza di tale lago per la pesca @ stata sempre notevole sin da 
antichissimo tempo, come risulta dalla tradizione, e come mostra la cosi 
detta peschiera di Lucullo, miracolosamente sopravissuta alle vicende del 
tempo. 

« Sotto questo nome - riferisce, il Lugli ®) - completamente arbitrario 
(La denominazione nasce da un passo di Varrone, De re rust., 111, 17, 8, 
in cui egli loda le piscine impiantate da varie famiglie romane, tra cui la 
Lucullia, sulle rive del mare e dei laghi), passa una grande vasca a cielo 
aperto, usata ancora oggi come vivaio di pesci, molto interessante per il 
suo tipo costruttivo. Si compone di due cerchi concentrici, raccordati fra 
loro con 4 banchine disposte a croce di S. Andrea. La parte superiore é 
moderna, raffazzonata con materiale antico, ma la inferiore che rimane nor- 
malmente sott’acqua, ¢ costruita in bellissimi mattoni triangolari gialli, di 


(1) D. Carazzi, Ricerche sul plancton del lago Fusaro. « Bollett. Notizie Agrarie », 
n. 30. Roma, 1900. 

(2) G. Luci, Forma Italiae. Regio I. Latium et Campania, vol. 1: « Ager Pomptinus », 
p. Il: « Circeii». «Unione Accademica Nazionale»: Roma, Danesi, 1928. 


saan. oY) en ae 
et’ domizianea, con piano di bipedali, e alla profondita di m. 0,60 forma 
da ambo i lati una risega di eguale misura e con eguale rivestimento. 

«La banchina che entra dentro la vasca é moderna e vuota al disotto. 
Cosi pure sono di restauro moderno i due bacini trapezoidali aggiunti alla 
circonferenza esterna, per deposito delle uova di pesci(¢). Il doppio livello 
delle banchine serviva per regolare l’uso dei vari scompartimenti, in caso 
di alta e bassa marea ». 

In seguito all’importanza riscontrata di detta peschiera, per iniziativa 
di questo R. Laboratorio, il Ministero per |’ Agricoltura fece dichiarare zona 
archeologica tale localita, la quale, dal punto di vista tecnico, sul quale il 
Lugli giustamente sorvola, sara illustrata dopo lo svuotamento in corso per 
parte del Ministero per l’Agricoltura e con lautorevole intervento della R.So- 
praintendenza alle Antichita di Roma e del Consorzio di Piscinara. 

Sin d’ora si deve osservare che il numero dei bacini della peschiera 
suddetta, doveva essere corrispondente, a un dipresso, alle diverse qualita 
di pesce prevalenti nel lago, e che il giuoco della marea doveva servire pro- 
babilmente alla parziale alimentazione della vasca, cui giungevano forse anche 
gli apporti di un corso d’acqua dolce che poteva provvedere alla ossigena- 
zione delle acque. 

Devesi a tal proposito rilevare che, per le sue modeste dimensioni, la 
piscina non poteva servire - come suppone il Lugli - a una razionale col- 
tura dei pesci, ma solo alla loro stabulazione per averli pronti dopo la pesca, 
in deposito vivaio. 

Sari interessante, come ci proponiamo, studiare le differenze tra le pe- 
schiere Etrusche di cui da relativamente ampia notizia il Del Rosso, e quelle 
dei Romani. 


Botanica. — Osservazioni embriologiche su « Manihot palmata 
Muell. ». Nota di Marra VeNTUuRA, presentata“? dal Corrisp. E. Ca- 
RANO. 


La struttura dell’ovario delle specie di Manihot si trova dettagliatamente 
descritta in Baillon®: quest’ovario, come giustamente osserva |’Autore, é 
sormontato da «trois corps mammelonnés, irréguli¢rement lobés, qu’on a 
appeles stigmates » ; egli invece li considera piuttosto ramificazioni dello stilo, 
la cui superficie interna soltanto é munita di papille. 

Negli ovuli la nucella emette una specie di linguetta che va ad addos- 
sarsi solidamente all’otturatore. Il prolungamento della nucella a forma di 
becco fuori dei tegumenti é un fatto comune in molte Euforbiacee (ne parla 
Weniger 6, Schweiger“, ecc.). In Manihot palmata pero questo prolunga- 
mento assume proporzioni considerevoli, e Schweiger lo illustra con una 
figura nel lavoro sopra citato. 

L’otturatore in questa pianta é piccolo e non ha le caratteristiche cellule 
periferiche allungate, tubulose, come nella maggior parte delle Euforbiacee. 
L’apice del lungo collo della nucella vi si va ad appoggiare e si salda quasi, 
cosi da far commettere a Baillon l’errore (riconosciuto pero dallo stesso Au- 
tore) di ritenerlo un prolungamento dello stesso otturatore. Nelle altre Eufor- 
biacee descritte questo prolungamento, col crescere dei tegumenti, viene a 
sparire; in Manihot palmata invece rimane esageratamente lungo, al di fuori 
dei tegumenti, fino a stadi molto avanzati di sviluppo. 

Per le mie osservazioni ho usato materiale tolto da esemplari viventi 
nel nostro Orto Botanico. Nella nucella si osserva in stadi giovani dell’ovulo 
la cellula madre delle macrospore frequentemente nello stadio di sinapsi, 
stadio che, appunto perché incontrato con. pit frequenza degli altri, deve 
ritenersi di pit lunga durata. In seguito questa cellula si divide e da la diade 
formata di due cellule sovrapposte, per divisione ulteriore delle quali ha ori- 
gine la tedrade di quattro macrospore in pila: si ha dunque il tipo ordinario 
di sviluppo nella formazione delle macrospore. L’ ultima di queste, ingran- 
dendosi, schiaccia le altre tre, quindi divide il suo nucleo ed ha cos} ori- 
gine lo stadio binucleato del sacco i cui nuclei si portano ai dui poli e tra 


(1) Nella seduta del 4 marzo 1934. 

(2) BaiLton, Recherches sur Porganisation des Euphorbiacées. Paris, 1858. 

(3) Wenicer W., Development of Embryosac and Embryo in « Euphorbia Preslii» and 
« E. splendens», « Bot. Gazett.», vol. LXII, 1917, p. 166. 

(4) Scuweicer J., Beitréige zur Kenntnis der Samenentwickelung der Euphorbiaceen. 
«Flora», 94, 1905, p. 339. 
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di essi si forma, al solito, un grande vacuolo. Per divisione di questi due 
nuclei ha origine lo stadio tetranucleato e poi il sacco completo. Da quanto 
si é detto risulta che la Manihot palmata segue, nella formazione del game- 
tofito femminile, il modo normale di sviluppo, come anche Schiirhoff “) ha 
trovato in Manihot dichotoma. 

A partire da questo stadio in molti ovuli cominciano 1 processi dege- 
nerativi del gametofito. Il citoplasma del sacco embrionale che ha raggiunto 
il completo sviluppo si presenta invaso da granulazioni della cui natura ri- 
feriroO in un lavoro posteriore. 

Le antipodi degenerano tardi, e anche nei sacchi che vanno a male non 
sono invase da granulazioni; rimangono a lungo, in forma di grosse mac- 
chie, disposte generalmente in fila. 

Anche nel lungo collo della nucella e nelle cellule di questa adiacenti 
al sacco cominciano a formarsi delle granulazioni che ho riscontrato essere 
di amido, gid fin da stadi giovanissimi come quelli della formazione delle 
macrospore. Mentre nei primi stadi questi granuli si trovano nell’ interno 
delle cellule e sono piccoli, in stadi molto avanzati, per distruzione delle 
pareti cellulari, nel.collo della nucella si forma un canale riempito di gra- 
nuli di amido piuttosto grossi. Schweiger ha notato questi eranuli di amido 
e li ha interpretati come materiale di riserva per la nutrizione dell’embrione. 

Negli ovuli di Manihot palmata che non degenerano la fecondazione 
sembra avvenga normalmente. Sulla stimma si trova abbondante quantita di 
granelli di polline molto grossi. Molti ne ho visti in via di germinazione, 
© fra le cellule dello stimma si notano qua e la abbondanti frammenti di 
budelli pollinici abbastanza grossi. Anche nel collo della nucella si osservano 
spesso dei tubi pollinici che lo percorrono al centro, in un canale formato 
per dissolvimento delle pareti cellulari. 

L’albume si presenta dapprima in forma nucleare ed é costituito da uno 
strato di citoplasma con molti nuclei, disposto lungo le pareti del sacco. 
In alcuni casi ho trovato Palbume gia costituito e Papparato micropilare di- 
strutto; in altri casi i nuclei dell’albume gia formato erano circondati da 
molti di quei granuli a cui ho sopra accennato. 

Molto piu tardi l’albume diventa cellulare. 

Gli embrioni non presentano nulla di anormale. 

Riassumendo dunque la Manihot palmata segue il tipo ordinario di for- 
mazione delle macrospore. Il gametofito 2 adulto ¢ ottonucleato. Le anti- 
podi rimangono a lungo. L’albume & nucleare. 


(1) P.N., Scutrsorr Zytologische Untersuchungen in der Reihe der Geraniales. « Jb. Wis. 
Bot. », 63, 1924, p- 707: 
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Botanica (Batteriologia agraria). — Studio microbiologico di 
un terreno torboso‘”’. Nota di O. VERona, presentata “ dal Socio 
PY Re PiROr ra. 


Dal punto di vista microbiologico i terreni torbosi, in Italia, sono 
stati molto poco e solo incidentalmente studiati 6) e assai scarsamente, del 
resto, anche all’estero “, 

Per cio, per l’interessamento del R. Laboratorio Crittogamico di 
Pavia, avendo avuto occasione di ricevere un campione di terreno torboso 
del Ferrarese, in parte coltivato a risaia, si ¢ trovato quanto mai opportuno 
di eseguire su di esso alcune ricerche microbiologiche. 

L’aspetto di questo terreno ripete, tipicamente, i caratteri dei suoli 
torbosi: umido, organico, non notevolmente acido (pH 5. 9), privo di 
carbonati. Non presenta cloruri segnalati in molti casi in questi terreni. 

L’esame quantitativo dei germi fu eseguito con il metodo delle colture 
a piatto contando il numero delle colonie sviluppantesi su piastre all’agar- 
fagiuoli dopo ro giorni d’incubazione a 24° C. La ricerca fu estesa anche 
al velo liquido sovrastante il terreno. Si ottenne come media di venti 
determinazioni : 


Germi per gr. I Germi per cc. I 
di terra di liquido 
na a 
compless. ns fs compless. ee 
Batten: etre, aaa 105.000 41.24 149.000 Soh 
Attinomiceti . . 40.100 os 49.500 18.5 
| EIDE OOH Ri itgGIA Balog acm le 108.500 43.01 — 69.000 25.5 
Loialke, 253.600 267.500 


(1) Lavoro eseguito nei Laboratori di Batteriologia e Patologia del R. Istituto Supe- 
riore Agrario di Pisa (Direttore prof. R. Perotti). 

(2) Nella seduta del 4 marzo 1934. 

(3) ANTONISNI, ARNAUDI, NIcoLint, « Reale Ist. Lomb. di Scienze e Lettere », vol. 65, 
1932. 

(4) Arnb, «Centr. f. Bakt.», Il Abt, 1919; BEpaK, « Pedology », vol. 21, 1929; 
BEDFORD, « Scient. Agric. », vol. 9, 1929; DENscu, « Landwirtschaftliche Jahrbicher, 1913; 
Fapricius e FeiLirzen, « Centr. f. Bakt. », II Abt., vol. 14, 1905; Fiscuer, «Centr, f 
Bakt.», II Abt., vol. 54, 1921; Gury, « Landwirtschaftliche Jahrbicher », 1916; Maxrt- 
Now, «Centr. f. Bakt.», II Abt., vol. 89, 1033. 
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Tl che denota rinvenirsi nella terra un numero assai scarso di germi, 
in prevalenza rappresentati da funghi. 

L’ esame qualitativo, a parte considerando le forme specifiche di determi- 
nate funzioni (decomposizione della cellulosa, azotofissazione, nitrificazione 
ecc.), accerto la presenza di una flora micetica piuttosto varia [ Aspergillus 
glaucus (L.) Link., Asp. flavus Link., Penicillium crustaceum (L.) Fr., Pen. 
luteum Zukal, Pen. sp., Fusarium rosewm Link., Fus. sp., Verticilhum sp., 
Sclerotium sp. Tricoderma sp., Mucor sp.| ed una flora batterica piuttosto 
uniforme [Bact. fluorescens lig. (Fl.) L. N., Bact. punctatum (Zimm.) L. N. 
Bact. helvolum (Zimm.) L. N., Bac. subtilis Cohn, Bac. mycoides Bi. Bae, 
ruminalus Meyer et Gotteil]; tra gli attinomiceti, act. albus. K. (W. C.). 
Act. griseus K. (W. C.), Act. roseus K. (W. C.). 

Il potere di ammonizzazione fu saggiato determinando |’ ammoniaca 
svolta da una soluzione di peptone 1.5 °/. innestata con terra in esame e€ 
mantenuta 4 g. a 24°C. Risulto: 


HN; gr. per |. di soluz. putrescibile 
— rr 
al netto di quella 
trovata presente nel mate- 
riale d’innesto 


Terreno divtorbiera .. 20 ss 7.8 '0.86853 0.84300 
Liquido sovrastante il suolo . . . 0.86877 0.85137 
Terreno di giardino . . . . - . 0.91580 0.91572 
Id. in presenza del liquido sovrastante 

ig strato torbosOms, 2 ee O77 392 0.55054 


Cid dimostra che i processi putrefattivi non si svolgono con quella 
intensita pari alla quantita dei materiali putrescibili esistenti, e che vengono 
ostacolati dalla presenza di sostanze tossiche presenti nell’acqua di circo- 
lazione. 

Il potere di nitrificazione fu provato determinando i nitrati formantisi 
nella soluzione di Omelianski innestata con terra e tenuta per 25 g. a 24° , 


Risulto : 
HNO, gr. per 1. di soluz. nitrificabile 


MerrenO distor Dieta, co 62) ge 0.0750 
Werreno-at giardinO 2 ops 6 «iss 0.7362 
Id. in presenza del liquido sovrastante lo 

Strato. 40rDOSO, .& eyes = oS tt. 


L’ esperienza dimostra nel terreno torboso un assai scarso potere nitri- 
ficante anche quando venga messo nelle condizioni pil opportune allo 
svolgimento del processo. Il fatto deve collegarsi alla scarsezza numerica 


delle forme nitrificanti, accertata a mezzo di colture allestite con il noto 
metodo di Winogradsky e alla loro debole funzionalita che viene comple- 
tamente frustrata dalla presenza delle sostanze presenti nel liquido del 
terreno. 

Il processo di denitrificazione, provato con la soluzione di Giltay inne- 
stata con terra, si dimostrO rapido. Furono sufficienti 70-72 ore perché 
i nitrati presenti nella soluzione venissero completamente ridotti. 

Il potere azotofissatore, determinato dosando |’ azoto in colture allestite 
con il liquido di Beijerinck dopo 40 g. d’incubazione a 24° C., dimostro 
essere assal poco elevato: 


Gr. di N presente guadagno 
ee ee 
nel materiale nelle colture (Ne gta per Inidissol) 
@innesto All nioy> fe. 
Teienosdi torpiera’ 2p 4 90:07 445 0.07572 0.00496 
Liquido ad esso sovra- 
Stantes oo ic ae HOOD 3 974 0.04271 0.07 508 
Terreno di giardino . 0.01427 0.09340 0.31632 
Id. con il liquido sovra- 
stante il t. torboso 0.37365 0.37379 0.0005 6 


L’esame diretto delle colture permise di accertare la presenza di scarse 
forme azotofissatrici responsabili dello scarso guadagno registrato. Sulle 
forme aerobiche, tipo Azotobacter, dimostrarono avere la prevalenza forme 
anaerobiche, tipo Clostridium Pasteurianum. L’attivita delle une e delle 
altre € minorata in presenza del liquido di circolazione. 

La produzione di anidride carbonica fu invece considerevole. Una quan- 
tita di terra corrispondente ad un Kg. di sostanza secca produsse : 


dopo.24 iy singer di COy 5.242 4 
» Dees » 168.9 
» 3 g: » LE SoS 


Vi € solo da avvertire che, nel caso del terreno in esame, tentandosi 
in essa la coltivazione del riso, una non trascurabile parte della CO, sfugge 
alla utilizzazione agricola venendo assimilata dai vegetali inferiori a cloro- 
filla che si sviluppano sul velo liquido sovrastante il terreno. 

I processi della degradazione della cellulosa non sono forse cosi attivi 
come la quantita di materiali decomponibili presenti consentirebbe ; ad ogni 
modo essi sono manifesti pur non sapendosi precisare, in mancanza di 
adeguati mezzi di determinazione, quali dei due - aerobico, anaerobico — 
abbia la prevalenza. Del primo fu indice lo sviluppo, su piastre allestite 
con il metodo di Winogradsky, di forme riferibili ai generi Cellvibrio e 


Paneny) fen 


Cellfalcicula ; del secondo, lo sviluppo anch’esso non considerevole, di 
forme allungate e sporigene rinvenibili in carta da filtro sommersa nel- 
Padatto liquido di Omelianski. 

Non si € potuto accertare quale dei due gas, idrogeno e metano, che 
si svolgono durante i processi anaerobi avesse la prevalenza. Prove prelimi- 
nari non farebbero pero escludere, in coesistenza o meno con il metano, 
la presenza di altri idrocarburi. 

Un’ultima ricerca eseguita sul terreno in esame fu quella relativa 
alla capacita riduttiva dei solfati provata innestando con torba recipienti 
pieni di adatto liquido colturale contenente sostanza organica (asparagina, 
lattato ammonico) e solfati (di magnesio o di calcio). Tali colture, in 
condizioni di anaerobiosi furono mantenute per 15 g. a 24° C. Al termine 
di questo tempo fu possibile di avvertire una molto intensa produzione di 
idrogeno solcorato mentre nei liquidi si rinvenne abbondante Microspira 
desulfuricans di Beijerinck ed altri germi forse non ancora segnalati come 
agenti riduttori di solfati e sotto studio. 

Né, meno intensa, fu la idrogenazione dello zolfo, formandosi anche 
idrogeno solforato in recipienti di coltura contenenti brodo di fagiuoli e 
zolfo. 


In definitiva, i suoli in parola si dimostrano profondamente alterati 
nel processo di umo-—deumificazione convenendo di chiamare con tale 
termine, secondo Perotti‘, il complesso inscindibile dei fatti che portano 
alla formazione dell’umo ed alla sua mineralizzazione. 

A rimuovere siffatte circostanze trovano opportuno impiego la calce 
e sopratutto le profonde e ripetute Javorazioni, dirette queste a creare con- 
dizioni di ossibiosi onde ostacolare i processi riduttivi e favorire per contro 
i processi ossidativi per i quali si ottenga, con I’ ossidazione, la demolizione 
delle sostanze tossiche, siano esse dovute all’accumulo dei prodotti reflui 
del metabolismo micetico, siano esse elaborate dalla flora butirrica, comunque 
anaerobica, segnatamente attaccante la cellulosa. Nel caso speciale, la coltura 
del riso che implica per un certo tempo la sommersione del terreno e 
quindi l’esclusione dell’ aria non si dimostra Ja pit adatta; d’altra parte, 
le piante crescenti in tali condizioni e minorate nel loro sviluppo e nella 
loro funzionalita dai prodotti tossici presenti nelle acque e assorbiti, mentre 
facilmente vanno incontro a disturbi fisiologici con decorso clinico vario 
negli effetti, in genere grave, agevolmente vengono attaccate da forme 
anche non parassite che aggravano il quadro morboso portandole a morte. 


(1) R. Perorti, Lezioni di Patologia Vegetale e Batleriologia, vol. IV, p. I, 19. 
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Botanica. — Conlribuzioni alla conoscenxa delle cause dell’ intossica- 
mento del suolo. Nota di.G. LuccHErml, presentata dal Socio P. R. Prrorta. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Botanica. — Ancora sull’ azione biologica dei metalli a distanza. Nota 
di V. Rivera, presentata dal Socio P. R. PrroTtTa. 


Sard pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Fisiologia. — <Azione della efedrina ed adrenalina sul cuore 


isolato di « Bufo vulgaris ». Nota di A. De Acazio “, presen- 
tata ®) dal Corrisp. S. BAGLIONI. 


Usando la tecnica esposta nella precedente Nota (), in vista d’uno studio 
comparativo d’attualita coll’efedrina, si € sperimentata l’azione dell’adrena- 
lina. Si € tornati allo studio di tale sostanza, gia tanto cimentata in numerosi 
lavori, anche perché la sua azione, sempre evidente, servisse di base all’in- 
terpretazione del meccanismo d’azione, di farmaci meno noti. Si € usata per 
tutta la serie di esperienze la comune adrenalina cloroidrata, in diluizione 
all’z : 500000 ed all’! : 250000. 

Le soluzioni naturalmente si sono preparate fresche per ogni esperienza, 
data la facilitt di ossidazione della sostanza in questione. 


1. In condizioni normali di pressione (Pa= 5 ;Pu= 10) non appena 
Vadrenalina con il liquido di perfusione giunge in contatto con il cuore, pro- 
yoca una risposta quasi sempre immediata del miocardio: l’ampiezza delle 
escursioni sistolico—diastoliche atrio-ventricolari aumenta di molto fino a rad- 
doppiarci e triplicarci ’ampiezza primitiva; il ritmo diventa di frequenza 
maggiore. 

Tale quadro si stabilisce quasi sempre di colpo e non gradualmente, 
né muta, se perdura Ja perfusione di soluzione con adrenalina, entro limiti 
di tempo in qualche caso assai lunghi: non appare segno di stanchezza nem- 
meno dopo qualche ora. 

Se perd mediante il lavaggio con soluzione fisiologica normale viene 
allontanata Vadrenalina, subito il cuore cade in uno stato di funzionalita 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Fisiologia Umana di Roma. 

(2) Sono stato coadiuvato nelle ricerche dai laureandi D1 Persto e CITONE, 1931-32. 
(3) Nella seduta del 4 marzo 1934. 

(4) Questi «Rendiconti», ser. 6%, fasc. iL, 


Vol. 


Fay) anes 
ridotta e si puO giungere — se V’adrenalina aveva agito troppo a lungo — 
al’arresto del cuore definitivo. 

Questo é quanto si verifica nella maggior parte dei cuori sperimen- 
tando sul cuore all’inizio della circolazione artificiale. 

Nei cuori caduti in estremo ipotono — o perché troppo a lungo é du- 
rato l’atto operatorio; o perche il cuore rimasto qualche attimo senza con- 
trarsi o per la costituzione stessa del cuore —l’azione si stabilisce gradual- 
mente e pil lentamente. 

Nei cuori ortotonici che si adattano facilmente alle nuove condizioni 
della circolazione artificiale, l’azione dell’adrenalina si stabilisce sicuramente, 
ma con minore evidenza. 

Nei cuori inizialmente aritmici — ritmo a gruppi, aritmia completa - 
Padrenalina ristabilisce chiaramente un ritmo fondamentale, provocando anche 
in tal caso aumento di ampiezza delle escursioni sistolico—diastoliche atrio 
ventricolari. 

Nei cuori in cui sistabilisce un ritmo assai lento quando la legatura — 0 
per errore o per attificio di tecnica — comprende il solco seno atriale, anche 
in tal caso l’adrenalina vince la bradicardia instaurando un ritmo quasi nor- 
male, seppure non cosi frequente come quando il cuore & in condizioni 
fisiologiche. 

Se, pur non variando le pressioni si lascia che il cuore si stanchi per 
la stanchezza il ritmo rallenta, mentre l’ampiezza delle escursioni sistolico— 
diastoliche diminuisce gradualmente, la perfusione di adrenalina provoca un 
netto miglioramento della contrattilita cardiaca: il ritmo pero, anche quando 
aumento dell’ampiezza delle escursioni aumenta notevolmente, rimane pil 
lento del normale. 


2. Aumentando la pressione ventricolare (resistenza periferica) fig. I. 


Riess 908 
1) Soluzione fisiologica normale, mentre di § cm. in § cm. SI innalza la pressione 


yentricolare; 2) si perfonde adrenalina. 
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In tutte le esperienze precedenti non si ¢ potuto mettere in evidenza 
che Vazione dell’adrenalina sull’ampiezza delle escursioni e sul ritmo, con 
questo secondo metodo si ¢ posta in evidenza Ja sua azione sul tono del cuore. 

Aumentando gradualmente, le resistenze periferiche (si € innalzata la 
pressione yentricolare fino a 90 cm. H,O) la contrattilita del cuore puo essere 
ridotta a piacere sino all’arresto stesso del cuore. 

Orbene sul cuore in tal maniera arrestato nella sua funzione, l’adre- 
nalina mirabilmente mostra Ja sua azione; non appena perfusa l’adrenalina, 
il cuore riprende a pulsare, e nonostante l’enorme resistenza da vincere, spesso 
lampiezza dell’escursione sistolico—diastoliche atrio ventricolare € maggiore 
che all’inizio dell’esperienza a condizioni normali di pressione. 

Anche in tal caso Pazione perdura sino a che viene perfusa l’adrenalina, 
mentre il cuore immediatamente cade se questa viene allontanata. 

Quando il cuore ha cos} ripreso la sua funzione si possono aumentare 
le resistenze periferiche anche di molto, senza che la funzicnalita cardiaca 


manifestamente ne risenta. 
In modo pit diretto ancora é stato possibile mettere in evidenza l’azione 


sul tono: 

Confrontando direttamente, sul medesimo cuore, il comportamento agli 
innalzamenti delle pressioni ventricolari - resistenze periferiche — mentre suc- 
cessivamente venivano perfuse soluzione fisiologica normale e soluzione con 
adrenalina: nel secondo caso il cuore resiste a pressioni che schiacciano il 
cuore funzionante nelle prime condizioni. Quando viene perfusa adrenalina, 
il cuore si comporta come i cuori costituzionalmente « ipertonici »: non 
diminuendo la sua funzionalita, ma anzi perfino qualche volta csaltandola in 
risposta allo stimolo dell’aumento di pressione. Per rendere pili completo 
lo studio dell’azione di tale ormone, s’é voluto studiare anche in confronto 
con altre sostanze; con sostanze ad azione sinergica e ad azione antagonista. 

Sara svolta pil ampiamente questa parte in una nota che riguarda tali 
farmaci, qui riassumo brevemente. 

L’adrenalina ¢ in grado di ristabilire lattivita sospesa o comunque alte- 
rata dall’azione di altro farmaco; ed il quadro & quasi sempre completo in 
condizioni normali di pressione o sul cuore stancato per aumento delle re- 
sistenze periferiche. 

I farmaci studiati in confronto con Vadrenalina sono: la caffeina; la 
canfora (l’adrenalina fa scomparire ]’aritmia che per azione di questa spesso 
si instaura); l’alcool (di cui vince l’effetto paralizzante per le dosi forti); 
Vetere; la digitale — (infuso di digitale, digipuratum, digitalina Nativelle) - 
non vince, seppur riduce Ja bradicardia che questa provoca; la chinidina 
(questa non ostacola in nessun modo l’azione della adrenalina); Pistamina ; 
Pinsulina; il cardiazol; la stricnina; la strofantina; lefetonina; Vefedrina. 
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Efedrina. 


In tale serie di esperienze non si € voluto affrontare tutto il problema 
terapeutico dell’efedrina, e nemmeno nel campo pit stretto della circolazione. 

Dopo il primo lavoro di Miller (1925) tutti sono stati concordi nel- 
affermare che la somministrazione dell’efedrina - per os e per iniezione — 
determina un innalzamento della pressione sanguigna: lavorando sul cuore iso- 
lato s’é voluto vedere quanta parte di questo effetto ¢ dovuta alla azione sul 
circolo periferico e quanta parte all’azione diretta sul cuore; tanto pit che 
nella precedente ricerca si era nettamente dimostrata l’azione dell’adrenalina ; 
che spesso veniva paragonata con l’efedrina, quasi che questa fosse un suc- 
cedaneo della prima. 

In queste ricerche in un primo tempo si  usata lefedrina in fiale 
messa in commercio da Merck; in un secondo tempo per gli scarsi risultati, 
yenne usata l’efedrina cristallizzata inviata direttamente dalla casa Merck: 
in entrambi le serie i risultati sono stati identici. 

Riporto brevemente — rimandando per pil ampie notizie alla monografia 
completa di Chen e Schmidt (The Williams & Wilkins Company, 1930). - 
i risultati ottenuti sul cuore degli anfibi ®. 


CONCLUSION! : 


Sperimentando in condizioni normali di pressione (Pa = 5; Pu = 10) 
si ¢ osservato: Ja concentrazione di efedrina all’r: 1000 deprime nettamente 
Pattivita cardiaca: il ritmo diventa pil lento e le escursioni si fanno gra- 
dualmente meno ampie finché si giunge all’arresto completo. Tale arresto 
pud essere vinto dal pronto lavaggio con soluzione fisiologica normale e pit 
sicuramente ancora con la perfusione di adrenalina. Simile azione hanno avuto 
anche le concentrazioni di efedrina all’1: 10000 e all’1 : 25000. 

Si & notato perd che non tutti i cuori cadono nello stesso modo per 
le stesse concentrazioni del farmaco: alcuni cuori infatti non risentono sen- 
sibilmente l’azione di tali concentrazioni e presentano una diminuzione molto 
lenta della loro attivith quasi come quando si lasciano stancare nel circolo 


artificiale. 


(1) GrauE provoco per iniezione endovenosa di efedrina depressione ed irregolarita nel 
cuore di rospo; Amarsu e Kugora ottennero lo stesso risultato sui cuori studiati col me- 
todo di ENGELMANN e di SrrauB; CHEN e Meck trovarono che il solfato di efedrina in 
concentrazione all’1: ro0o accelera lievemente il ritmo cardiaco mentre in concentra- 
zione all’1:100 deprime fortemente il cuore. BarLOw @ SOLMANN osservarono depres- 
sione della attivita cardiaca per la concentrazione all’1 : ro000o ed arresto del cuore per 
la concentrazione all’1: 1000; un aumento d’ampiezza dell’escursioni sistolico diastoliche 
per la concentrazione all’1 : 1000090. KREITMAIR noto aumento d’ampiezza nelle escursioni 
cardiache nel rospo per la concentrazione all’1 : 10000. Mrncs e Kokas osservarono de- 
pressione nel cuore di rana per perfusione di efedrina all’1 : 50000. 
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Nella concentrazione all’r : 50000 ed all’r : ro0000 Leffetto depressorio 
& mancato, ma non si € ottenuto che uno scarso e passeggiero aumento 
dell’ampiezza delle escursioni diastolico-sistoliche atrio-ventricolari. 

Le concentrazioni all’1 ; 250000; all’1: 500000 non. hanno dimostrato 
nessuna azione. 

Non é stato possibile ottenere molto di pil sperimentando sul cuore 
stanco per gli aumenti delle pressioni ventricolari: nessuna delle diluizioni 
in studio ha fatto riprendere il cuore depresso dalla stanchezza - mentre 
Vadrenalina perfusa quando l’efedrina si era dimostrata vana, ha sempre pro- 
vocato una ripresa cardiaca netta col quadro qui avanti descritto (fig. 2). 


Big 25s 
1) Sol. fis. normale a Pv normale; 2) si perfonde efedrina; 3) si perfonde adrenalina. 


Un’ultimo confronto tra adrenalina ed efedrina risulta da quanto segue: 
se il cuore si lascia a lungo nel circolo artificiale cade in forte ipotono spe- 
cialmente V’atrio ne risente e le sue pareti si distendono sfiancandosi e ri- 
sultandone una dilatazione dell’orificio atrio ventricolare con insufhicenza 
relativa dell’ostio. Lo stesso fenomeno si verifica se si aumentano le resi- 
stenze periferiche: a mano a mano che viene ostacolato lo scarico ventri- 
colare il liquido tende a ristagnare nel cuore ed a distendere le pareti atriali. 
Orbene in qualunque modo si stabilisca questa insufhicienza dell’ostio atrio- 
ventricolare - rivelata nei tracciati dal fatto che le fasi dell’attivita ventri- 
colare vengono segnate parzialmente nel tracciato atriale — la perfusione di 
adrenalina vince |’ insufficienza restituendo il tono al cuore: nelle stesse con- 
dizioni vana risulta la perfusione di efedrina. 


PERSONALE ACCADEMICO 


Il PresipENTE annuncia la morte del Socio Straniero Henry WasHINGTON 
e il Socio MiLLosevicn ne ricorda brevemente la figura dello Scomparso e 


ae : : ' 
s impegna a farne la commemorazione in una delle prossime sedute. 


PRESENTAZIONE DI LIBRI 


Il Socio Severt presenta Partico'o « Algebraische Transformationen 
und Korrespondenz » per la Encyclop. der math. Wissensch. del Corrispon- 
dente Brerzorart. Ha desiderato di sostituirsi all’autore in questa presenta- 
zione, perché il Berzolari, nella sua grande modesti1, non avrebbe di certo 
detto dell’opera propria quel che ¢ invece doveroso di dire. 

L’articolo costituisce addirittura un volume ed ¢ il terzo di una serie 
di monografie con cui il Berzolari va illustrando lo sviluppo della geometria 
algebrica. E poiché questa branca di matematica é oggi gloria essenzial- 
mente italiana, opera, condotta nel modo magistrale con cui la conduce il 
Berzolari, non pud che tornare vantaggiosa, dal putito di vista nazionale e 
internazionale, al prestigio della scienza italiana. Egli pensa che pochi ma- 
tematici avrebbero potuto e saputo accingersi ad un lavoro di tale mole e 
compicrlo con pari scrupolosita, intelligenza e dottrina. 

La immiensiti delle ricerche bibliografiche, il loro confronto e la messa 
in prospettiva delle diverse teorie e degli apporti pil significativi, sono tali 
elementi che valutati a priori avrebbero sgomentato chiunque. 

Ha creduto suo dovere segnalare tutto cio all’ Accademia per richia- 
mate Lattenzione di tutti i Colleghi, anche non matematici, sulla grande 
benemerenza acquistatasi del Berzolari verso la cultura scientifica nazionale. 

L’Accademico Segretario PARRAVANO, presenta le opere pervenute in 
dono segnalando tra le altre: un volume di Memorie scientifiche del Socio 
De Marcut, pubblicato in occasione del suo 75° compleanno; una pubbli- 
cazione edita dell’Istituto Nazionale di Genetica per la cerealicoltura in Roma, 
sn occasione della celebrazione del Decennale della marcia su Roma, tre 
volumi di Elettrotecnica del Socio Guipo Grassi. 


RELAZIONI DI COMMISSIONI 


Il Socio Mittosevicn legge anche a nome del collega Atorsr la rela- 
zione con la quale si propone la stampa della Memoria del prof. Panichi: 
« Azioni fra gli enti costitutivi dei reticolati cristallini ». L’assemblea approva. 


PRESEN TAZIONE DI PLICHT SUGCGERE ATI 


Il PresipeNTE presenta un plico suggellato inviato dal sig. Giovanni 
Fioravanti, perche sia conservato negli Archivi dell Accademia. 


PRESENTAZIONE DI NOTE E MEMORIE 


Presentano Note per l’inserzione nei « Rendiconti » i Soci: ARMELLINI, 
BARGELLINI, CaraANo, Crocco, Levi-Civira, Prrotra, SEVER. 


OPERE PERVENUTE IN DONO ALL’ACCADEMIA 


presentate nella seduta del 4 marzo 1934 


AGAMENNONE G. — Saremmo sulla via della 
previsione dei terremoti? (Estr. dal « Bol- 
lettino della Societa Sismologica Ita- 
liana». Vol. XIX, fasc. 3-4 (1929-30), 
pp. 36-41). Roma, 1931. 8°. 

ARALDO G,. B. — Quel brano dell’astronomia 
che pil da vicino riguarda il nostro 
pianeta. La Spezia, 1933. 8°, pp. 1-25. 

ARCANGELI ALcesTE. — Nuovi contributi 
alla conoscenza della fauna delle isole 
dell’ Egeo. IL. Isopodi terrestri. (Estr. dul 
«Bollettino del Laboratorio di Zoologia 
generale ed agraria del R. Istituto su- 
periore agrario diPortici». Vol. XXVIII, 
pp- 37-69). Spoleto, 1934. 8° 

Berzotart L. — Algebraische Transforma- 
tionen und Korrespondenzen. (Sonde- 
rabdruck aus «Encyklop. d. math. 
Wissensch.» III, 2, pp. 1781-2218). 
Salo ae Ou. 

BoNACELLI BENEDETTO, — La gallina afri- 
cana. (Estr. dalla « Rassegna Economica 
delle Colonie », n. 9-10, 1933). Roma, 
1934. 8°, pp. 1-16. 

Cisortr C. — Noti fluidi spaziali basati 
sopra moti piani. (Estr. dagli « Atti 
della Pontificia Accademia delle Scienze 
Nuovi Lincei». Anno LXXXVI, pp. 
430-457). Roma, 1933. 4° 

Comitato per la Chimica del Consiglio 
delle ricerche. Le acque minerali d'Italia. 
Quaderno I: Lazio. Roma, 1933. 8° 
pp. I-VILI, 1-238. 

Dre Marcu LuiGI. — Commemorazione del 
Duca degli Abruzzi. (Estr. dagli « Atti 
del Reale Istituto Veneto di Scienze, 
Lettere ed Arti». Tomo XCIII, parte 
prima, pp. 19-35). Venezia, 1933. 8°. 

De Marcu Luicr. — Emisferi fisici, (tavole 
nn. 1-3). Fascicoli di commento all’at- 
lante internazionale del Touring Club 
ital. Milano, 1934. 4°, pp. 1-20. 


De Marcar Luicr. — Memorie scientifiche 
1883-1932, raccolte da colleghi, allievi 
ed ammiratori in occasione del suo 75° 
compleanno. Padova, Casa Editrice Dott. 
A. Milani, 1932. 4°, pp. L-LXXI, 1-854. 

Fermi Ciaupio. — Sardegna. Decadenza, 
risanamento e risorgimento delle na- 
zioni malariche. Vol. I, con elenco dei 
centri abitati della Sardegna. Roma, 
Suola tipografica G. Giardino, 1933. 4°, 
pp. I-!7, I-10, 1-22, 1-808, 1-282. 

FisHER WILLARD J. — Fireballs of 1931, Fe- 
bruary 4.(Reprinted from «Popular Astro- 
nomy » Vol. XLI). S.1. 1933. 8°, pp. 1-4. 


Geruartz H. — Tuberkulosoide (Sonder- 
abdruck aus «Beitrage zur Klinik der 


Tuberkulose und spezifischen Tuberku- 
lose-Forschung », Band. 84, pp. 26-61). 
Berlin, 1933. 8°. 

Grasst Guipo. — Corso di Elettrotecnica. 
Vol. 1, II. Torino, S.T.E.N. Editrice, 1927, 
1930. 8°, pp. I-VIII, 1-448, 1-575. 

Grasst Guipo. — Principii scientifici della 
Elettrotecnica. Sesta Edizione. Torino, 
S. T. E. N. Editrice, 1926. 8°, pp. I-VIII, 
1-338. 

Istituto Nazionale di Genetica per la Ce- 
realicoltura in Roma. Origini, sviluppi 
lavori e risultati. Milano, Stab. Arti 
GraficheyAlheri e acroixs) 1932.56% 
pp. 1-207. 

Mace Gian Antonio. — Albert Abraham 
Michelson. (Estr. dai « Rendiconti del 
R. Istituto Lombardo di Scienze e Let- 
tere». Vol. LXIV, pp. 619-623). Mi- 
lano, 1931. 8°. 

Maccr Gian Antonio. — Appunti sull’esten- 
sione del principio delle velocita virtuali 
alle pressioni di attrito. (Estr. dai « Ren- 
diconti del R. Istituto Lombardo di 
Scienze e Lettere». Serie II, vol. LXI, 
pp. 478-480). Pavia, 1929. 8°. 


Macc Gian Anronio. — Cosmo de Newton 
et novo cosmos. (Estr. da «Schola et 


Vita», 1932, pp. 164-178). Milano, 
1932. 8°. 
Maccr Gian Anrontio. — Di un recentis- 


simo studio del Somigliana intorno al 
geoide. (Estr. dai « Rendiconti della R. 
Accac. Naz. dei Lincei». Vol. V). S. 1. 
LOD7Ors) DP Lae 

Macci GIAN Anronio. — Complemento ad 
un teorema di analisi. (Estr. dai « Ren- 
diconti del R. Istituto Lombardo di 
Scienze e Lettere ». Vol. LXIV). Milano, 
1931. 8°, pp. 1-2. 

Macct Gian Antonio. — Giupeppe Jung. 
Commemorazione letta nell adunanza 
del 14 aprile 1927. (Estr. dai « Rendi- 
conti del R. Istituto Lombardo di Scienze 
e Lettere». Vol. LX, pp. 291-307). 
Milano, 1927. 8”. 

Maccr Gian Anronto. — Il raggio energe- 
tico nelle onde sferiche longitudinali. 
(Estr. dai « Rendiconti del KR. Istituto 
Lombardo di Scienze e Lettere». Vo- 
lume LX). Milano, 1927. 8°, pp. 1-4. 

Maccr Gran ANTONIO. — In quanto tempo 
un pianeta, fermato, cadrebbe nel sole ? 
(Estr. dal « Periodico di Matematica ». 
Serie IV, Vol. VII,n. 5, pp. 329-330): 
Bologna, 1927. 8°. 

Macct GIAN ANTONIO. — La questione della 
superficie d’ onda. (Estr. dai « Rendi- 
conto del Seminario Matematico e Fi- 
sico di Milano». Vol. VII). Milano, 
1933. 8°, pp. I-11. 

Macci Gian Anronio. — Per Luigi Cre- 
mona. (Estr. dai «Rendiconti del Se- 
minario Matematico e Fisico di Milano». 
Vol. V). Milano, 1931. 8°, pp. 1-4. 

Maccr Gian ANTONIO. — Recenti vicende 
della relativita. (Estr. dal « Periodico 
di Matematiche ». Serie 1V, Vol. VI). 
Bologna, 1926. 8”, pp. I-19. 

/Maccr Gian ANTONIO. — Sulla teoria del- 
’elettroforo di Volta. (Estr. dai « Ren- 
diconti del R. Istituto Lombardo di 
Scienze e Lettere». Vol. LXVI, pp. 
1067-1070). Milano, 1933. 8°. 

Macci Gian ANTonIo. — Sullattrito, in 
rapporto colla cinetostatica e colla clas- 
sificazione dei vincoli. (Estr. dai « Ren- 


diconti del Seminario Matematico ¢ 
Fisico di Milano». Vol. V). Milano, 
1931. 8°, pp. 1-8. 

Maccr Gian Antonio. — Sul problema della 
riflessione e rifrazione delle onde elet- 
tro-magnetiche armoniche di forma qual- 
sivoglia ad una superfice piana. (Estr. 
dai «Rendiconti del R. Istituto Lom- 
bardo di Scienze e Lettere ». Vol. LXVI 
pp. 465-469). Milano, 1933. oe 

Macc Gian Antonio. — Sul raggio di 
luce nell’ottica fisica. (Estr. dai « Ren- 
diconti del R. Istituto Lombardo di 
Scienze e Lettere». Vol. LIX). Milano, 
LOQO mos. PP ya 

Mace1 Gran Antonio. — Sul significato, 
nel passato e nell’avvenire, delle equa- 
zioni dinamiche. (Estr. dei « Rendiconti 
del Seminario Matematico e Fisico di 
Milano». Vol. Ill). Milano, 1929. 8°, 
pp. 1-20. 

Matiocu J. R. — Review of the Wasps 
of the subfamily Pseninae of North 
America (Hy menoptera: Aculeata) 
(From the « Proceedings of the United 
States National Museum». Vol. 82). 
Washington, 1933. 8°, pp. 1-60. 

Marsuatt Roy K. and MenzeL DONALD 
H. — Neon Absorption lines in stellar 
Spectra. (Reprinted from the « Proce- 
edings of the National Academy of 
Science ». Vol. XIX, pp. 879-881). S. 1. 


1933. 8°. 
MenzeL Donatp H. and Marsnatt Roy 
K. — Neon Absorption lines in stellar 


Spectra. (Reprinted from the « Proce- 
edings of the National Academy of 
Science». Vol. XIX, pp. 879-881). S. 1. 


1933. 8°. 
MenzeL Donatp H. and Norris Russey 
Henry. — The terrestrial abundance 


of the permanent Gases. (Reprinted from 

the « Proceedings of the National Aca- 

demy ». Vol. XIX, pp. 997-1001). S. 1. 
133m One 

Norris Russe, Henry and MenzEL DONALD 

H. — The terrestrial abundance of 

the permanent Gases. (Reprinted from 

the «Proceedings of the National Aca- 

demy ». Vol. XIX, pp. 997-1001). S. 1. 


1933. 8°. 


Noriunp N. E. — Legons sur les équations 
linéaires aux différences finies. Paris, 
Editeurs Gauthier, Villars et Ci., 1929. 
Soy pps l-V ly 1-152. 

Orr Ernest. — Atomic Collisions and 
Radiation of Meteors. (From the « Acta 
et Commentationes Universitatis Tar- 
tuensis» [Dorpatensis] A. KOS a2): 
Tartu, 1933. 8°, pp. 1-39. 

PAssERINI NAPOLEONE. — Discorso comme- 
morativo di Pier de’ Crescenzi nel 
IV centenario della morte, pronunziato 
a Bologna il 28-12-1921. (Estr. dal vo- 
lume « Pier de’ Crescenzi, Studi e docu- 
menti»). Bologna, 1933. 8°, pp. 1-29. 

PassERINt NaPOLEONE. — Sul probabile signi- 
ficato biologico dei cosiddetti «semi 
duri». (Estr. dal «Bollettino del R. 
Istituto Superiore Agrario di Pisa». 
Vol. IX, pp. 165-187). Pisa, 1933. 8°. 

RAFFAELE Feperico. — Ancora poche parole 
intorno ai cromosomi. (Estr. dalla «Ras- 
segna delle Scienze Biologiche ». Anno 
Ill, pp. 33-40). Roma, 1921. Dive 
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MEMORIE E NOTE DI SOCI 


Matematica. — Sulle soluzioni stazionarie dei sistemi pfaffiani. 
Il. I] caso pit significativo. Nota“? del Socio T. Levi-Crvita. 


Le premesse d’indole generale della Nota I (recante lo stesso titolo 
principale della presente) miravano essenzialmente a rendere possibile l’esten- 
sione ai sistemi pfaffiani delle circostanze favorevoli, che si presentano, sotto 
opportune specificazioni, nella ricerca di soluzioni stazionarie dei sistem ca- 
nonici. Possiamo adesso entrare veramente in materia, appoggiandoci alla 
Nota suddetta, anzi seguitando addirittura la numerazione progressiva dei pa- 
ragrafi e delle formule. 


4. — Alcuni richiami circa i sistemi pfaffiant. Col Morera e col Birkhoff © 
si sogliono chiamare pfaffiani quei sistemi di equazioni differenziali ordinarie, 
che provengono dai canonici per un cambiamento qualsiasi di variabili, sosti- 
tuendo cioé a t, pp, qn 2n + I loro combinazioni indipendenti x°, x", +++ ,x?". 

In forma autonoma si pud dire che sono sistemi pfafhani nei suddetti 
argomenti quelli che si desumono da una forma pfaffana 


(10) oO. = >: u;dx' (u; funzioni assegnate delle x) , 
1) 


(1) Presentata nella seduta del 4 marzo 1934. 
(2) P. 369 di questo stesso volume di « Rendiconti ». 
(3) Dynamical systems. New York, 1927 (« American Math. Society Pubblications », 


vol. IV), cap. II. 


RenpiconTi. 1934, Vol. XIX. 24 


imponendo la condizione variazionale 
(11) 3 for = 0 


per ogni linea chiusa s di S, ovvero per ogni arco s fra estremi fissi. 
Introducendo il covariante bilineare della (10) 


2n 


(12) wo = Di vi dxi ore 
oO 
in cui 
Ou; Oui Pak 
(13) D epeg at Gf 05 Ly ct, 2 


la (11) equivale a w’ =o per qualsiasi sistema di incrementi 8x‘, ossia al 
sistema pfafhano 


2n 


(14) > (vj dxi = 0 (i =0,1,--+, 2”) 
oO 
che consta di 2n + 1 equazioni. Tra queste per altro, in causa della emi- 
simmetria delle v; non pit di 2 sono indipendenti. 
I] caso cosi detto ordinario & quello in cui il determinante d’ordine 2n + 1 


A=|lvyll, 


il quale si annulla sempre per l’emisimmetria delle v, ha pero caratteristica 
2n. Tale circostanza si presenta sempre e soltanto allorché wa proviene per 


trasformazione dalla forma canonica ) ps dgx -—H dt. Qualunque siano le 


variabili cui ci si riferisce, si pud affermare, per il fatto che il determi- 
nante A ha caratteristica 27, che i complementi algebrici degli elementi 
vij spettanti a due righe (o a due colonne) parallele sono proporzionali fra 
loro. Anzi, tenendo conto della simmetria delle Vii (Vi = V#, conseguenza 
- della emisimmetria delle v:j), si puO porre addirittura 


(15) Vi = XX, 


dove le X‘ sono ben determinate funzioni delle v, e quindi delle x, non tutte 
nulle. 

E subito visto che alla condizione affinché f (x°, xt +++, x2”) = cost. 
sia integrale della (14) si pud attribuire la forma esplicita 


(16) eee So 


Ox? 


Fra a 


Siano d’altra parte, come al n. 2 


(4) fr =0 CS een?) 


m equazioni indipendenti tra le variabili x, costituenti complessivamente un 
insieme di relazioni invarianti rispetto al sistema pfaffiano (14). Cid equivale 
formalmente al sussistere delle m equazioni 


(17) Xfr =0 (ry =1,2,-+-,m) 


sulla varieta 2 definita dalle (4). 

Introduciamo col Cartan “), le cui fondamentali ricerche hanno conferito 
alla teoria generale delle forme e dei sistemi di Pfaff un alto grado di ele- 
ganza e di agilita, le derivate successive w’,w’’, e in generale 


aw) (hie? owe Gh eto 


che sono tutte forme esterne (0 alternanti), w’ coincidendo col covariante 
bilineare (12). Col corrispondente simbolismo le (16) e (17) si scrivereb- 
bero () 

ac"? >»). df= 0 
identicamente, e 

Qe?) = ai ao Cee re) 
sopra la &. 

Ricordiamo ancora l’estensione, per due generiche funzioni f e g, della 

parentesi di Poisson, subordinata ad un assegnato pfafhano ou. 


Si pone da 
we" —2) .df + dg 
Ge )o Pi @e” . ? 


con che rimane definita una forma bilineare alternata nelle derivate delle 
due funzioni ). Naturalmente, quando w, ha l’espressione canonica 


Di pr dgx — Hdl, 


tale parentesi si riduce alla sua determinazione classica 


" (af a af a 
(fg) = (= oe se) 


In ogni caso, quando la parentesi ¢ zero, si dice che le funzioni sono in 
involuzione. 


(1) Cfr., oltre alle sue Lecons sur les invariants intégraux (Paris, Hermann, 1922), il 
bel volume del Goursat, Lecons sur le probléme de Pfaff (Paris, Hermann, 1922), p. 154. 

(2) Goursar, loc. cit., ppe 161-162 € 34. 

(3) Ibidem, p. 165. 
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Tutto cid premesso, supponiamo che le relazioni invarianti (4) stano in 
involuzione tra loro e coll’integrale f rispetto al sistema pfaffiano (14). Questo 
si traduce in formule scrivendo che si annullano sopra % le loro Mid te 
parentesi, ossia che 
(18) Gr ija=0 (sities Ne Dees Ss 
(19) CMa oe 


Queste ultime m equazioni sono, come la (16), lineari ed omogenee nelle 
derivate parziali dell’integrale f. Per analogia di notazione colla stessa (16), 
potremo anche scrivere I’r°"4 equazione (19) sotto la forma 


2n 
2 
(19’) Mi == oe sk (i=in 2, aoe 
0 Ox? 
dove le X‘ sono, a lor volta, forme lineari nelie derivate delle funzioni f,; 
le quali forme, in base alla definizione delle parentesi, devono considerarsi 
direttamente fornite dai dati della questione. 


5. — Notevole classe di soluzioni stazionarie dei sistemi pjaffiant. 

Per applicare ai sistemi pfaffiani, nelle circostanze specificate al numero 
prec., la regola generale del n. 2, giova aggiungere una restrizione qualita- 
tiva (analoga a quella introdotta nel suddetto n. 2), la quale implica l’indi- 
pendenza delle funzioni f,,f:,+++, fm, ma richiede un complemento. Tale 
restrizione si enuncia comodamente considerando la matrice 


yO { y2un 
De De pe 
A) 9 
Ni of; Of: 
M’ = igee 

OX MeO Ne Ox2n 
9 4 

of, CAD of, 
4 4 See 

ox? rox Ox21 
Sia outa aiede O aie os 


CC ee cr) . 


Mf yf. Ara 
C}in ofin Ofm 3 


ax? ox! Ox2n 


a 2n+ 1 righe e 2m-+ 1 colonne,.che include la M del n. 2, contenendo 
in pit le m righe dei coefficienti X;. Noi supporremo che sia diverso da 


aaa 5 le ies 

zero almeno un prodotto di tipo AB, dove intendiamo con A un determi- 
nante d’ordine m-+ 1 estratto dalle prime m+ 1 righe, conservandone le 
colonne @,a:,+*+,m; e€ con B un determinante d’ordine m estratto dalla 
matrice complementare di A in M’, cioé dalla matrice (funzionale) costituita 
dalle ultime m righe di M’ e dalle 22 + 1 —(m-+ 1) = 2n —™m colonne, 
che escludono gli indici a ,a:,+*-+,@m. Il determinante B é cosi, come al 
n. 2, un qualche determinante funzionale 


B ceed Wf wD ran ie 
ies xBr xB. ae) 8 xB, ? 


gli indici 8 essendo per definizione tutti distinti dagli «. 

Va notato qui pure che, se la caratteristica di M’ é la massima_pos- 
sibile, cloe 2m + 1, certo ¢’ qualche prodotto AB==0; ma quest’ultima 
circostanza puo presentarsi anche senza che la caratteristica suddetta sia pro- 
prio 2m + 1. 

Ora finalmente possiamo riprendere le considerazioni del n. 2, riferen- 
dole al sistema pfaffiano (14), nelle circostanze specificate al numero precedente 
e con la condizione addizionale AB ==0. Tutto si riduce a mostrare che, 
sulla varieta & definita dalle (4), le equazioni di stazionarieta della f sono 
al pit 2(2—m)-+ 1 fra loro indipendenti. 

Introdotte, attraverso la posizione 


mM 


(6) F=ft Lrdrfr, 


le m ausiliarie A,, le condizioni di stazionarieta sono fornite, come al n. 2, 
dall’associazione delle 


(4) ee 
e delle 
oF 
(20) 0 EOS EP PLN 


Le (16) e (19), introducendovi F al posto di f e tenendo conto delle (17), 
(18) e (4), danno 

(21) XF=o 

e 


Cig a= 0 (= aa ut) 


le quali ultime, attesa la definizione degli operatori X,, possono anche essere 
scritte 


(22) .G F=o0. 


pei s/h, Maar 


Complessivamente le (21), (22), in causa di A==0, sono risolubili ri- 
oF oF oF 
Sx? xm? ? AKA? 
genea delle rimanenti derivate. Percid delle equazioni (20) basta prendere 
in cosiderazione quelle, il cui indice 7 & diverso da 00,01,°°*,%m; le ri- 
manenti risultando poi automaticamente soddisfatte. Diremo genericamente j 
gli indici diversi dagli «, e avremo, per definire la varieta di stazionarieta 7, 
oltre alle originarie (4), le 2n + 1 — (m+ 1) = 2n—™m equazioni 


spetto a e le definiscono in funzione lineare ed omo- 


oF 
(23) Cera 


le quali, in causa della (6), involgono anche i moltiplicatori 2. 

Fra esse ve ne ha certo m, quelle corrispondenti agli indici B; , P.,+-* Bans 
che sono risolubili rapporto alle 4, in quanto & diverso da zero il determi- 
nante B dei loro coefficienti. Si possono pertanto eliminare (linearmente) le 
r, dalle (23), e restano cosi 2n — 2m equazioni, esenti dalle 4, fra le sole 
coordinate x. Formandone sistema colle f, = 0, il numero delle equazioni 
sale a 2n —m. Rimane quindi definita, nello spazio S delle 2n + 1x, 
una variett t, avente (almeno) m + 1 dimensioni, Ce Gieds 


6. - Ritorno alla forma canonica. 

La verificazione, test¢ compiuta con riferimento ad un sistema pfaffiano 
generico, vale in particolare per un sistema canonico sotto le ipotesi richia- 
mate al n. 3, purché si possa riconoscere che quelle ipotesi implicano anche 
il non annullarsi di un qualche prodotto di tipo AB. Per accertarlo, fissiamo 
attenzione sulla matrice M’, badando all’aspetto che (colle notazioni abituali 
dei sistemi canonici) essa assume nelle circostanze indicate. Le prime m+ I 
righe, aventi per elementi gli X nello schema del numero prec., si scrivono 
ora (ricordando che si é sempre supposto m< m) 


: =s, oH oa of oH oH 
24, . = 24, he S36 Pn sot Pa 

af, Bfrk 5 Vall hotel e): af af, 
Ot Oo” gn op: site OP in oe 2p, 


oe eee rs eo ee ee wwe ooo rower eee rere eee esr eo e rere rere er et eerses 


} fan fm ae a fm fm re) oe fm 


ot Ox og n Ops Opn Opn 


Ritenuto che il determinante funzionale non nullo delle f, (uno almeno ce 
n’é per la supposta indipendenza di queste funzioni) sia per es. 


assumeremo per A il determinante d’ordine m+ 1 che si ottiene dalla ma- 
trice scritta sopra, prendendone la prima colonna e le m, che vengono dopo 
la (m + 1) es”, Allora & senz’altro 


Nella matrice funzionale delle m funzioni f rispetto a t, py, gu 


of, =, of, of; of Of 
ot Ops Opn x Odn 
of, ix of fe of, of, 
et op; op n Os Od n 
Ofon pie, fin ofan fim ) 
ot Ops Opn Od: dn 


un gruppo di colonne, certo tutte distinte da quelle con cui si ¢ formato 
D & dato dalle m che seguono la prima. Il corrispondente determinante, 
B é ancora D. Percid il prodotto AB = D? & =o, e quindi si applica 
senz’altro la dimostrazione, data in generale per i sistemi pfaffiani. Si ha cosi, 
per i sistemi canonici, sotto le varie ipotesi gia ricordate, una deduzione delle 
soluzioni stazionarie, che evita sia sviluppi di calcolo, sia anche trasforma- 
zioni puramente concettuali, sfruttando le premesse in modo diretto e sintetico. 


Astronomia (Astrofisica). — Allexza della cromosfera nel 1933 
ed andamento del ciclo solare. Nota‘? del Corrisp. G. ABETTI. 


I risultati delle osservazioni eseguite ad Arcetri con Vequatoriale di 
Amici ed a Madrid, durante il 1933, per l’altezza della cromosfera solare, 
misurando l’altezza della riga H, invertita, con la fessura dello spettroscopio 
radiale al bordo sono i seguenti: 


Altezza media della cromosfera nel 1933. 


+ 90° poe + 30°} 0° | — 36°| — 60° | — 90° | — 60° Hes BONO GO TOOT eae 
N E E E 3 B S W W W W W | 
alee es ae a eR Nm. 
Arcetri 
$1.67 | 107.98 | 107.29 | 10.50 | 107.39 | 107.92] 11”.18 | 107.70 | 10.02 | 10.21 | 107.49 | 107.81 10.68 
Madrid 
10 | 9-96 | 9-52) “9.62179 .79 | 10 220110 “56/9 777) sol 24) O27 19 0) leon oom grog 


Le osservazioni di Arcetri si basano su 89 giorni di osservazioni, quelle 
di Madrid su 31 giorni. Le prime danno un aumento generale della cro- 
mostera rispetto all’anno precedente: 


guelle di Madrid: 


Mentre queste differenze annue non sono in accordo fra le due stazioni, 
come gia accadde negli anni precedenti, probabilmente in causa della no- 
tevole diversita nel numero dei giorni di osservazione, invece l’andamento 
dell’altezza della cromosfera con la latitudine € in buon accordo, come si 
vede dalla fig. 1. Essa continua, anche nel 1933, ad essere massima ai poli 
e minima alle basse latitudini. 


(1) Presentata nella seduta del 18 marzo 1934. 


en) So 


Misti soe 
—— ks el 
gel ee ae Pp Se ag | eae 
2 oe 3 RE? Oo) arene 
Neodd Cat Overt uy) 
is sees 
A0h= soted 
i ee 


-— Arcetri 


Madrid 


Fig. 1. - Altezza della cromostera nel 1933. 


L’area totale delle protuberanze dedotta dalle quattro stazioni: Arcetri, 
Catania, Madrid, Zurigo, é rimasta nel 1933 uguale a quella del 1932 e 
prossimamente uguale a quella del 1931. I massimi delle aree delle pro- 
tuberanze sono ancora soltanto due, uno dell’emisfero boreale a 40° ed uno 
in quello australe a 37°. Poiché nel 1932 detti massimi caddero rispettiva- 
mente a 42° e a 47° si @ avuto, dal 1932 al 1933, uno spostamento verso 
equatore di 2° per l’emisfero boreale e di 10° per quello australe. Anche 
questo fatto é tipico del minimo di attivita solare e precede la comparsa 
di due massimi di frequenza in ogni emisfero e lo spostamento verso il 
nord del massimo di alta latitudine. Che il nuovo ciclo sia gia iniziato, 
come si accenno lo scorso anno“), sembra provato ora, anche dalla com- 
parsa, nell’ottobre scorso, di macchie ad alta latitudine nelle quali € stata 
constatata Vinversione della polarita magnetica. 

Per i dettagli di queste osservazioni si confronti il fascicolo 52 delle 
« Pubblicazioni del R. Osservatorio di Arcetri ». 


(1) Questi «Rendiconti», vol. XVII, marzo 1933, p. 338. 
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MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica. — Sw di un’ applicazione del metodo di somma- 
zione di Borel. Nota di U. Brocat, presentata dal Socio S. Pin- 


CHERLE. 


Il bel teorema di Cesaro ©), secondo il quale se sn & la somma dei 
primi m + 1 termini della serie prodotto secondo Cauchy di due serie con- 
vergenti do + di + +++5b0 +51+++ di somme A risp. B é anche 


(1) i REE ieee eee 
TERS nt I 


conduceva nel modo pit naturale all’adozione del limite al secondo membro 
della (1) (coincidente con lim sn, se lim sn esiste), come somma genera- 
lizzata della serie co t+ 6: + +++, (Sn=CotGr+°+:+0n), che puo non 
convergere. Ed il teorema costituisce il fondamento di una teoria della serie 
prodotto di due altre, che il concetto classico di somma non consentiva di 
costruire in modo soddisfacente. 

Non & forse senza interesse notare che un problema di calcolo inte- 
grale, e che i mezzi di questo calcolo non consentono di risolvere, conduce 
in modo altrettanto inmediato al concetto di somma generalizzata di una 
serie secondo Borel. Come é noto, la serie 


(2) bots 


si dice sommabile (B) e di somma (B) o, se l’integrale di Borel, che le 
corrisponde 
oo oe) 
t” 

ei i) 

(3) e z Cn dt 
} 
converge, ed ha il valore o. Se una serie converge, converge il suo inte- 
grale di Borel, e somma della serie e valore dell’integrale coincidono. 
E implicita nell’ipotesi della convergenza di (3) l’altra, che 


0 t” 
(4) eee 7 


n= 0. 


(1) Nella seduta del 18 marzo 1934. 
(2) «Bull. des sciences math. », vol. (2), 14 (1890), p. 114. 


sat alae 
sia lo sviluppo di una funzione intera (la funzione associata della serie (2)). 
Se (4) @ una funzione intera, lo é parimenti 


(A? 65 ='Cn — (1): Cans & (1)a baa ts + (— 1)" 00, A° 05 = 00), € vale 
i] teorema: 
Condizione necessaria e sufficiente perche la serie 


Suen 


iO) 


di raggio di convergenza infinito, sia tale che I’ integrale 


(5) ie Se - dt 


a——0) 


converga, € che la serie di termine generale 


(6) tno + (Tart (2)as toe bam 
sia sommabile (B). La somma (B) di (6) é il valore dell’integrale. 
E infatti 
te ee 
i Say a raf Data 


ry oO 


Il teorema consente di pervenire in una serie di casi alla soluzione del 
problema formulato. 


Sia u==0. Chiamiamo sommabile (Eu) e di somma (E) o la 
serie (6), se la trasformata di Eulero di ordine » o trasformata (Ew) 
della (6), la serie di termine generale 


I n 


converge, ed ha la somma o. 
Se la serie (6) € sommabile (E.) ed ha la somma (E) o, i integrale > 
converge ed ha il valore c. 


yd Q —— 
— 350 
Converge infatti ’integrale di Borel corrispondente alla trasformata (Eu) 


della (6) 


ed ha il valore o. Mae 


nN {” 
Co ul” + (ie 1gP SE ob or ore te By ail! 


*0O oo 
I 


| (Tames See es 
n=O0O 


(i + Teme 
oO 


Z ("0 rm (: ut 4 (Pie +ee}(c0+ Be “ - ¢, at Se 3] dt 


3 Nauaiesey 
5 
Toe © “00 00 
t” t? 
— (ae »S a Ds (ihe — at j 
: t=O n!} 3 n=O Nn: 


© 


Se, ad esempio, ¢ a, =(— 1)" p(n), dove p(x) e un polinomio di 


grado m in x @ anche 
en = BOO) — (7) pCa) + + 1) 0) = (=) 44900) 


Cm +1 = Cn +2 = 7): = 0 


nC OO 


[2 


n=O 


(— 1)" p(w) at = p(0) — Apo) + ++ + (— 1)" A" pO); 
Se a, = (=~ 1)" 


p(o) + (") p(t) +--+ + p()| € invece cp =(— 1)*p(n). 


Converge la trasformata (E,) della serie di termine generale (— 1)” p(n) 


ed é uguale a 


OEE AOE stake +H eal 


92 J gumti 


E questo il valore dell’ integrale 


~S (Lay 


n=O 


po) + (Tne) +++ + pon] Mat, 


oO 


che converge. 
E noto che se una serie € sommabile (E,) ed € v>>u essa & som- 
mabile (Ev) e con ugual somma “), 


(1) Cfr. sul metodo di sommazione generalizzato di Eulero, e la sua bibliografia, la 
mia Nota dei « Rendiconti Acc. Linc. », ser. 6%, fasc. 5, 1934. 


«/ 


oO 


hs 


DeoIa Sg = ar eee be ope 
90 


1" 
(7) lim e—? > oe 


i+ n=0o aa 


esista, ed abbia il valore o. Valgono i teoremi 
}. se (2) converge ed ha la somma a, esiste (7) ed ha il valore o; 


ifse (7) esiste, converse (3) ed ¢ 
: y in 
img > Se at =| >) ba - di; 


Pud dunque scriversi, se (7) esiste (nel qual caso diciamo che la 
serie co +c,+-+-- € sommabile (B,) ed ha come somma (B,) il valore 


div(7)), -¢. valela (6) 


*CO OO in o'e) jn 
> an — dt = lim e~! > i= 
n=0 Le i—>oo w= 0 11 ! 
oO 
3. L’identita 
»CO cO I 1 Wi 
Cm —! “5 i 
tn ay dt = | e ee Nye \ Gyn ae en Eo ge 
2 j 2 Gaye ee Te | aa 


O 


prima dimostrata, permette di affermare che la trasformata (Eu) di una 
serie sommabile (B) ¢€ sommabile (B) e con ugual somma (B). 
Se I, é il termine generale della trasformata (Ew) della (6), ed ¢ 


On =[f,+T,--- +I, 
mentre esiste 
(8) limae =" y Pe ae 
t—»00 N= 0 . 
é dunque anche 


he ss in 7 dt = == lim e- ‘> on ae 


4 n=O 1/—>00 n=O 
(a) 


(1) Cfr. per la dimostrazione del teorema che una serie convergente € sommabile (B) 
e (B,) Potya und Szeco, Aufgaben und Lehrsatze aus der Analists, I, p. 170, del teorema 
che una serie sommabile (B;) é sommabile (B), e che le sue somme (B) e (Bz) coinci- 
dono. G. H. Harpy, « The Quarterly Journal of pure and applied Mathematics », 3), 


(1903), pp. 22-66. 
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Se, ad esempio, € an = (— |p (0) cal a0 + +--+ p(n)|, si ha 


a partire dal valore m di m ed in corrispondenza di u = 1 


= Ap(o) —— aCe ~- APC + (— 1) A™ p(o) Z 


2 2" +1 


E dunque questo il valore di (8), mentre non pare che la dimostra- 
vione di esistenza di (7) e la determinazione del suo valore sarebbero 
altrettanto immediate. 


4. Si vede agevolmente, che 


ou > SS per dese ON (C22 9); 


n=O ( n=O n!} 


e pertanto se 7 =(1-+u)t, ed uno dei due limiti 


inition: SS Sn lim => O11 


t—>0o n=O ! TCO =O 


esiste, che esiste l’altro, e che i loro valori coincidono. 
E poiché é noto parimenti che se la serie co + ¢: + C2 + +++ & somma- 


bile (B;), lo @ la serie O--¢o+G + ==, con ugual somma (B;), se ne 
deduce che l’esistenza di uno dei due limiti 


: tr 
lim e~ SS ee line Se 


i—oo n=0d ! i—>oo n=O n! 


implica quello dell’altro, e che 


lim Ss in = lim Sa” 


t—> co n='0 ! t—>oo n=O 


I procedimenti d’integrazione indicati in 2. ed in 3. hanno dunque 
un’uguale efficacia: nessuno di essi porta allo scopo se la serie (6) € som- 


mabile (B) senza esserlo (B;), e ci permetterebbe pertanto di dimostrare la 
convergenza dell’integrale 


I” cos (#) dt 


che converge, e di determinarne il valore “. 


(1) Cfr. O, PERRON, « Math. Zeitschrift», vol. IV, 1920, p. 160. 


Matematica. — Sulla costruzione di funzioni automorfe mediante 
prodotti infiniti. Nota II di F. Conrorro, presentata “) dal Socio 
F. EnrIQues. 


§ 5.— Se gli sviluppi, che si sono ottenuti al § 4, si associano con le 
rappresentazioni delle funzioni razionali su F, che si sono ricordate al § 3, 
ne derivano degli sviluppi in algoritmo infinito per le funzioni automorfe 
nel piano x. Tuttavia, cosi facendo, per i due primi tipi di rappresentazione, 
si ricade in sviluppi noti. Pit precisamente la rappresentazione mediante inte- 
grali di seconda e prima specie condurrebbe a ritrovare gli sviluppi conte- 
nuti nelle memorie di Poincaré e Klein, mentre quella mediante integrali 
di terza e prima specie si traduce in uno sviluppo in prodotto infinito, che 
é dovuto allo stesso Stahl nella memoria precedentemente citata. 

Non ci consta invece che sia mai stato esplicitamente segnalato lo svi- 
luppo che si ottiene, partendo dalla «forma primitiva » di Klein. E questo 
che ci proponiamo ora di fare, partendo dalla (8) del § 4. 

Otteniamo cosi da prima un prodotto infinito, che ci rappresenta la fun- 
zione primitiva all’interno del cerchio limite. La formula (1’) del § 3 per- 
mette poi di passare ad un prodotto infinito, che rappresenta una qualunque 
funzione automorfa, relativa al gruppo G. 

Ricordando la definizione della funzione primitiva, contenuta nella (1) 


del § 3 e ponendo: 


X%_y + dx Xo + dx, <r + Axx. +00 
1 ie rs Pa; 


2 ee) 
ae — oo 


I Yi Cx) | 


st avi =p I a 


PONG) 


X2 + dx 


la P (x; x.) su F, si trasforma, nel piano z, nella funzione: 


) 
) i) i—u + YO) 


G:%) = lim [pe x (Xs) X' (Xa) 0%: O%nb: ath, ~P 


dx, zy —>0 


>; at 


e si tratta appunto di calcolare questo limite. Percio, nella serie sotto il segno 
d’integrale, estragghiamo i termini provenienti dalla sostituzione identica, 


calcoliamo cioé il limite parziale: 


(1) Nella seduta del 4 marzo 1934. 


— “ae ‘ ie er <i 3s eae y Czy) —y? (Ro) | 
/ ay f= Kx ii Q(t) 
/ oe 
Coe aa | — x'@ 1) & G2) Oks Cea = 
dzydzy—>0 
/ 5 ns . as -|' bag wp? (iz) —p? (Ro) i 
AE DD 
: ever A + zs) (x " Kat dx) Q@) 
= lim [ioe Rr) % (22) des Aka Gee . Bye 
dz, dxy—>0 ( ) ( ) : az, AZ. 


ih po (a) — VC), 


= x'(z1) % Ga) &r — 22) 


Q(t) 
Estragghiamo poi dalla (9) i termini, che sotto il segno d’integrale pro- 
vengono dalla sostituzione 9: (<) € dalla sua inversa e poniamo: 


CRASS Ee: ao) Se _ wk D+ wa (lw 2+ ¥— ‘Cea lta, 
eS |e ee ogee ee at) 
J;= hm Ce 
dzyd%y—>0 
Avremo 
At — <9 
- oo Sa Poe win +ty #(z)I—[yi (in) tw Ca) 
oh ee __ vt ee ee i _— —_ bie Ar NN 
[ -\/2 a1) (2: a) (Ke a3 Vaz OF sf Qv) 
é ! oh A og ar PT ee eS —1 s 
Ge OG, ea) 
Ora e 


(ce am les 4 )) =f (a ae RS ae) 
=e) Goes 


Infatti questa ugualianza esprime che il birapporto della quaterna 
22 %1%' x & lo stesso del birapporto della quaterna 77>‘ %—'%1 2, come deve 
appunto essere, poiche la seconda quaterna si trasforma nella prima mediante 
la sostituzione @;(z). Tenuto conto di cid viene: 


Gaia) = eS ee + w~! Ua) 


a1) b= - CxO) 
G 


Considerando le formule (9), (10), (11), scambiando 2, eZ. rispettiva- 
mente con xe7Z;, otteniamo la espressione finale: 


Bi peie cee, 


(PG Oe 


y wie) +e! Cea = wi) tw CDI y, 


eC ae a 
x Ihe — x) (x — %) she 


§ 6.-— La (12) ci da lo sviluppo in prodotto infinito che avevamo in vista 
per la funzione primitiva P (x z,). Sopra il piano z la funzione P (% z,) e una 
funzione ovunque finita e continua, tranne in certi punti particolari (corri- 
spondenti ai punti all’infinito della F). La (12) mette in tmmediata evidenza 
che la P(x ,%1) si annulla solamente quando x coincida con x, e con uno dei 
trasformati di z,. Il comportamento di P (x, %:) rispetto a sostituzioni del 
gruppo nella (2) certamente non si puo dire evidente; tuttavia quale esso sia 
& ben conosciuto, perché non pud differire dal comportamento della « fun- 
zione primitiva » P(x ,x;) sopra F quando x percorre i cicli di F e daltra 
parte noi abbiamo costruito sul piano < gli equivalenti degli integrali abeliani 
di prima specie. 

Se ora esiste una @(z), funzione automorfa nel piano z, relativa al 
gruppo G, la quale si annulla nei punti 7; 72 ++ Zn € Sia infinita nei punti 
x +++x/, tale funzione ammetterd evidentemente lo sviluppo: (ved. for- 
mola _(1") 


P (x1) P (x2) +++ PK %n) 
i210 ; ; 7 
ACL Ga) Pte Pie 


ed &€ questo lo sviluppo al quale volevamo arrivare. 

I] nostro sviluppo é propriamente Vanalogo dello sviluppo delle funzioni ellii- 
tiche mediante la funzione o(u) di Weierstrass. La funzione P (z, %) ha co- 
mune con la funzione o (u): 

1° il fatto che entrambe sono date mediante un prodotto infinito che 
mette in immediata evidenza come esse si annullino in un punto %; € in tutti 
i trasformati di 2,3 

2° il fatto che entrambe si moltiplicano per un esponenziale quando 
si eseguisca sopra la z una delle sostituzioni del gruppo G. 

Se si costruisce la « funzione primitiva » di Klein sopra una curva alge- 
brica di genere 1, questa si trova in intima relazione con le funzioni o (1) 
e 8(w) delle funzioni ellittiche. Questo fatto mette in evidenza che la (2) é, 
se cosi si pud dire, la pil naturale generalizzazione della o (uw) di Weierstrass, 
per gruppi del nostro tipo. 


RENDICONTI. 1934. Vol. XIX. 25 


Matematica. — Alcune osservazioni sui nuclei di Andreoli e 
di Evans. Nota di G. Bara, presentata“ dal Socio T. Levi- 
CIVITA. 


Nei nn. 4 e 5 della mia Nota di tal titolo, comparsa in questi « Rendi- 
conti», nel maggio del 1933-xI, 1° sem., fasc. 10, € occorsa una svista: 
i limiti dell’integrale ivi trattato, devono essere (— co, co) e non (0,00). 

E evidente che si tratta di pura disattenzione; e, del resto, ad elimi- 
nare ogni dubbio, basta quanto ho detto al n. 6 della mia stessa Nota, in 
cui constato l’analogia con 1 nuclei trattati dal prof. G. Andreoli [pei quali 
Pintervallo di integrazione e, proprio, (— co, co)], riattaccandomi ad essi. 

Tale rettifica, che ritenevo superflua, é divenuta necessaria, in quanto, 
in una recensione del « Zentralblatt», la mia Nota sembrerebbe inficiata 
fondamentalmente. 


Matematica. — Su una classe notevole di equazioni differenziali 
del 2° ordine non lineart, — 11. Comportamento analitico — sviluppi 
risoluiivi. Nota I] di G. LAMpaRIELLO, presentata“ dal Socio 
T. Levi-Civita. 


G5 L equazione (EB) per n= "0 
Ret ji 5, lav( Eh )diventa 


(E,) j=—8it 


e poiché la funzione a secondo membro é regolare per & = 0 ed y qualunque, 
é applicabile il teorema di Cauchy. Dunque, una qualunque soluzione della (E,), 
limitata in un intorno di § =0, é& regolare in quest’intorno. 

Osserviamo che se esiste una soluzione y = y (&) della (E,) tale 
che y(1) = 1, limitata nell’intervallo chiuso (0, 1), il valore che y (&) as- 
sume nel punto € =o é@ in una semplice relazione col valore che la deri- 
vata della soluzione @(#) assume in t =o. 


(1) Nella seduta del 18 marzo 1934. 
(2) Cfr. Nota I, in questo stesso volume di « Rendiconti», pp. 284-290. 
(3) Nella seduta del 4 marzo 1934. 


Infatti, la seconda delle(2) e la (3) sono per'n = 1 


(eS nas ut3 
144 
U— 3) = ade 1 At : 
144 at 
Dungue 
du Aa v— 37 
a t+ 


e poiché il limite di w per to dew’essere 1, si vede che ¢ si comporta 
I I 
COMERUAAS SNS PeCkay)/ —> Or. 
Si ha allora 


of) — Se RAS 
satire SK z FF eee he 


m = 
T44'F yo 44 T44*3¢ 55  &8 


BO) ri 


Ma per la (5) 


y= 38 (1-8), 
quindi 


/2 


ee I 
“= — — lim y = —— |/—y (0). 
144°° eo 2 2 


Ma volgiamo l’attenzione al punto €=1,y=1. 


Il secondo membro di (Ey) si presenta in esso sotto la forma 


Qual’é Ja natura di questo punto singolare? Esistono soluzioni della (E,) » 
regolari ed eguali ad 1 in §=1°? 


§ 6. Studio della singolarita dell’equazione (E,) nel puntoF =1,y=1. 
L’equazione (1) ci ha condotti all’equazione di 1° ordine (E,) che noi 
scriveremo sostituendo al coefficiente numerico 8 un parametro A che sup- 
porremo positivo. 
i Ey? (1) 


dy a ee ky? 
1 — &y 


Ce 


(1) Quest’equazione, per A=1, é integrabile elementarmente. Basta scriverla sotto 
la forma 


G.— Gy) d+ tl — 529) 4y = 0 


e notare che il 1° membro é un differenziale esatto. 
Debbo al prof. Dulac, dell’Universita di Lione, l’osservazione che l’equazione ¢ inte- 


Volendo applicare alla (6) la teoria delle caratteristiche di Poincare per 
stabilire la natura del punto singolare§ = 1,y=1, bastera scrivere l’equa- 
zione nella forma 


dé dy 
2: CA), ares vcr nee Tle ae (yet) ee 


dove sono posti in evidenza i soli termini di prim’ordine in§—1,y—1, 
e risolvere l’equazione di 2° grado 


2—® I 
= =w+2(A—I1)o—3A=0. 
A 2A+ 0 


Le radici di questa sono 


NS Saas fat 


o,| 


reali e di segno contrario. 

Secondo Poincaré, dicesi che il punto singolare § = 1,y = 1 € un colle 
e la teoria di Poincaré-Picard stabilisce che in questo caso esistono due sole 
curve integrali passanti per il punto €6=1,y =1 0 che si avvicinano inde- 


finitamente ad esso “). 
I coefficienti angolari delle tangenti alle due curve integrali sono le ra- 


dici dell’equazione di 2° grado @) 


A+ 2d0' +o’ (2--o@)=0, 


c10e 
@ ae 
=— (Aa) yea 
0), 
erabile elementarmente anche per A= — 1. In tal caso si perviene ad un’equazione di 


Bernoulli quando si assuma la € quale funzione incognita ed z quale variabile indipendente, 
La discussione delle famiglie di curve integrali (algebriche) che sono rispettivamente 
SE ee MAG) 8 , A= 

B3— 387 -+- 2 c(G— ye, A 


I 
are 


> 


in ordine alla ricerca di soluzioni dell’equazione regolari ed eguali ad 1 in § =1 € vera- 
mente interessante. 

(1) Se fosse invece A<_0, per il puntoF=1,y=1 passerebbero infinite curve 
integrali. Trattasi in tal caso di un nodo. 

(2) Si consulti E. Picarp, Traité d’ Analyse, to. Ill, ch. IX, 


§ 7. Forma definitiva della risolvente della (1). 
Conviene scrivere la (6) ponendo 1—x al posto di & 


dy =}, I —(I — x)y? 


(7) She P=(1— x) 9 iO. 


Il problema consiste nella ricerca di un’espressione analitica di una so- 
luzione y = f(x), se esiste, della (7), tale che 


yO)=1 


e che sia limitata nell’intervallo chiuso (0, 1). 

Dal § prec. risulta che dal punto (0,1) del piano cartesiano x,y 
escono due curve integrali. 

Sono queste (o almeno una di esse) rappresentabili almeno in un in- 
torno di x =0 da serie di potenze di x convergenti ? 

Se in (7) si pone 

I 
(8) A omereom: 
I — Xxx 
si trova © che, affinché l’equazione in x ammetta soluzioni regolari in x=0, 
& necessario che il valore iniziale (in x = 0) di z sia radice dell’equazione 
di 2° grado 
y2—2(A + 1)% +A]. 


Risolvendo questa si trova 


saat I—f~V +Ati 
G=N11 eV +ALL. 


Si noti incidentalmente che s = —’ ,o = —o, (cfr. § prec.); inoltre 


I 
o> 2 qualunque sia A>>o ed s cresce da o ad ~~ quando 4 cresce da 0 


ato. 


I 


Si noti ancora che ¢ a 


‘| valore in x =o della derivata della fun- 


: il 
Zone y= == 


yi—x 


della (7). All’equazione 1 —(1 — x)? =0 si perviene passando al limite 


per A> + co nella (7). 


, la quale annulla il numeratore del secondo membro 


(1) Pit ampi sviluppi delle considerazioni fatte qui ed in seguito saranno dati in 
una Memoria sull’argomento che sara inserita nelle pubblicazioni del «Seminario mate- 


matico dell’Universita di Roma ». 


= eae 


Se nella trasformata in x della (7) si pone 7 = € +5 oppurez =O +6 
si ottengono due equazioni alle quali @ applicabile il teorema di esistenza 
ed unicita di Briot e Bouquet. 

Si conclude che la (7) ammette due soluzioni analitiche, regolari ed 
eguali ad 1 in x = 0, rappresentabili dalle serie 


(9) y= t+tsx ta,()x + -:- 
(10) y=I+ox +4,(s)x7 +--> 


i cui coeflicienti si calcolano ricorrentemente e sono positivi “). 
Gli sviluppi tayloriani (9), (10) sono Je determinazioni di una fun- 
zione algebroide a due valori. 
Semplici considerazioni conducono a scartare la serie (10). 
Dimostreremo che la serie (9) ha per somma una funzione f(x ,d) 
(soluzione della (7)) limitata nellintervallo chiuso (0,1) ed ammetie un 
raggio di convergenza maggiore di 1, ferma restando lipotesi che sia } >0). 
Occorre anzitutto osservare, tenendo presente il secondo membro di (7) 
che il sistema di equazioni 


(Cx) T= (ic x) = 0 
(@;) I—(1—x)?y=0 
ammette le soluzioni 


OR. : f= 3.56 : he (2 o 


essendo ¢,¢? le due radici cubiche complesse di 1. 


Tiss Se 
Inoltre se nella (7) si pone  Feaprace eguagliano a zero il numera- 


4 


tore ed il denominatore del secondo membro dell’equazione in y,, si ot- 
tiene in pil la soluzione 1,0 (nelle variabili x, y,). 

Dunque, secondo Painleve, considerando le soluzioni di (7) nel piano 
complesso x, queste possono ammettere come punti singolari fissi soltanto 


a0) ; x =I , x == I-—s ; x = I — &?, 

Il punto x =1 peraltro ¢ singolare fisso per le soluzioni che sono ivi 
infinite. 

I punti 1 —e , 1 —é? sono esterni al cerchio unita di centro lorigine. 


(1) Le formole ricorrenti per il calcolo dei coefficienti saranno date nella Memoria 
del «Seminario». 
(2) Per A=1 Ja fe, ane Slee. 


di questa funzione ha per raggio di convergenza 3/2. 


e lo sviluppo in serie di potenze di x 


Applicando un noto criterio della teoria di Painlevé, poiché il grado 
rispetto ad y del 1° membro di (C,) aumentato di due unita supera il grado 
rispetto ad y del 1° membro di (C,), le soluzioni dell’equazione (7) non 
possono ammettere singolarita polari mobili. 

Per un teorema fondamentale di Painlevé nella teoria analitica delle 
equazioni differenziali del 1° ordine le soluzioni di (7) oltre i punti critici 
fissi possono ammettere come punti singolari soltanto punti algebrici mobili. 

Vogliamo mostrare che la f(x ,A), somma della serie (9) non ha punts 
critict algebrict internamente al cerchio di centro Vorigine e raggio 1 nel piano 
complesso x. 

Infatti, se x = pe® , p<c1 fosse un punto critico di f(x,), poiché 
la (9) @ a coefficienti positivi, anche x = pe dovrebbe essere critico. 

Cio equivale al fatto che la curva integrale y = f(x ,d) abbia a comune 
con la curva (C,) un punto (reale) di ascissa x =p<cI. 

Cio si esclude applicando il seguente teorema dovuto a Peano e 
Perron “. 

E data l’equazione 


dy 
Fe tO): 


in cui ammettiamo che la F(x, y) sia analitica, regolare in un campo IP 
del piano (x,y). 

Se in un intervallo (xo, X) di variabilita della x si possono definire 
due curve appartenenti a I’ rappresentate da due funzioni ;(%) , @ (x) 
tali che in (xo, X) si abbia 


w, (x) =F (*, @: (x)) 
0, (8) = F(x, @ (x), 

la curva integrale uscente da un punto del segmento 
@: (Xo) = ¥ = & (Xo) 


rimane compresa tra le curve v= @; (x) , y =, (x) in tutto l’intervallo 
(i Se 

Questo teorema é applicabile all’equazione (7) ove si assuma per campo [’ 
quello definito dalle limitazioni 


Om oe 


I 
I=y=o, (x) =7——,; 
PES 


(1) O. Perron, Ein neuer Existenzbeweis fiir die Integrale der Differentialgleichungen 
y’ = f(x,9), «Math. Ann.», Bd. 76, p. 471. 


essendo X prossimo ad 1 quanto si vuole e x» un punto dell’intorno di 

=o in cui é accertata per il teorema di Briot e Bouquet la convergenza 
della serie (9) e quindi Vesistenza di una curva integrale che in un intorno 
del punto x=0,y=T1e POumnEese tra la retta y = 1 e la curva y=, (*). 


I 
Basta prendere w, (x) = I € (x) = ign perche le condizioni sopra 
I—x 


dette siano soddisfatte. Si ha infatti 
E Gas. @)) =-A->0 BEY O i ey ea eee 


F (x, o, (x)) = 0 


I 


a(x)=oO , (x) = 2 (1 — x)? 


Si osservi ancora che la curva (C,) é tutta al disotto della curva (C.) 
relativamente all’intervallo (xo, X) di variabilita della x, quindi € dimo- 
strato che la curva y = f(x,A) non puo avere a comune con la curva (C2) 
un punto (reale) di ascissa positiva e minore di 

Si osservi infine che quando 


Ostet, fa Sy <e @, ) 


il secondo membro di (7) & positivo. 

Dungue rimane dimostrata l’esistenza della curva integrale y = f(x, A) 
per o=x<cI; la f(x,A) & crescente quando x cresce da 0 ad 1. 

Dico che il limite di f(x,A) per x1 € fimito. 

Infatti, se cosi non fosse, la curva y = f(x,A) dovrebbe, per le con- 
siderazioni fatte, ammettere l’asintoto x = 1. D/’altra parte per ogni punto 
della retta x = 1 passa una curva integrale rappresentabile da una funzione 
regolare e€ crescente in un intorno di x = 1 (cid segue dal fatto che il teo- 
rema di Cauchy @ applicabile per x = 1, qualunque). 

Dunque se la y =f (x,A) non intersecasse la retta x = 1 ammette- 
rebbe punti comuni di ascissa minore di 1 senza raccordo con altre curve 
integrali (ed anzi con infinite) e cid é assurdo. 

E cosi dimostrata l’affermazione che il raggio di convergenza della 
serie (9) € maggiore di 1. 

Per A=8 , s = 9 —J73, la serie (9) definisce la funzione f (x, 8) 
che risolve il problema. 

Si ha 


¢()=- 4 3s0,8)= 
pou ahany Nhe =) 4 173(9 173) 0 = 173 
~ 8 \3 | wale) Tee a | 


A OO ae 


Inoltre é 
> I 
ee) (a: 5 Oo=x<!l, 


il segno di eguaglianza essendo valido solo in x = 0. 
Tenendo presente che 


x=I1—F=1— 7%, 
Si ha 


dy | ne 
pe ed ons Gu ee 


Una quadratura permette di determinare la legge di dipendenza tra le 
variabili +, 7 e quindi la soluzione 1 = 9 (¢) cercata. 


Matematica. — Ragionamenti enumerativi su tessutt misti. Nota di 
M. Brascuke e E. Bomptant, presentata dal Socio G. CasTELNUOVO. 


Sard pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Sur quelques propriétés des transformations par un couple 
de fonctions de deux variables complexes. Nota di S. BERGMANN, presentata dal 
Socio T. Levi—Crvita. 


Sari pubblicata in un prossimo fascicolo. 
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Meccanica. — Onde di discontinuita collegate a vibraziont 
elastiche superficiali. Nota di R. Eryaupt, presentata® dal Socio 
T. Levi-Crvita. 


Nella Nota) Sulla propagazione di onde elastiche superficial abbiamo 
studiato le vibrazioni superticiali di un corpo elastico -e cioé quelle vibra- 
zioni che si propagano in un piccolo strato superficiale di un corpo senza 
penetrare nell’interno del corpo stesso — nell’ipotesi che siano verificate in 
tutto lo strato le condizioni di sforzo nullo valide alla superficie del corpo. 

Nelle equazioni (11) della Nota citata sono compendiate appunto le 
equazioni differenziali alle quali soddisfano, in queste ipotesi, le componenti 
dello spostamento elastico. 

In questo lavoro ci proponiamo di studiare l’onda di discontinuita col- 
legata alla propagazione delle vibrazioni elastiche superficiali che sono rette 
da queste equazioni. 

L’ «onda di discontinuita » -— é quasi superfluo il ricordarlo — é una 
superficie, sulla quale si annullano lo spostamento elastico e le sue derivate 
prime, e che separa la regione dello spazio in cui si ha un moto vibratorio 
elastico dalla regione in cui lo spostamento elastico é nullo; essa é quindi 
una superficie caratteristica, variabile col tempo, del sistema di equazioni (11), 
ed  altresi una superficie di discontinuita per le derivate seconde dello spo- 
stamento elastico. 

Per uniformarci alle notazioni gia usate nella Nota citata, indicheremo 
con o la superficie che limita il corpo elastico considerato, con « = cost. 
e 8 =cost. le linee di curvatura sulla superficie o, con R, e R, i raggi 
principali di curvatura su o (presi col segno + o — a seconda che i centri 
di curvatura sono interni o esterni a o), con E e G i coefficienti della prima 
forma metrica fondamentale relativa alla superficie o; inoltre se P («,8) & 
un punto delle superficie o e Q & un punto della normale condotta alla su- 


perficie o per il punto P, indicheremo con z la distanza PQ e individueremo 
il punto Q colle coordinate «,®8,~; infine indicheremo con u,v, w le com- 
ponenti dello spostamento elastico secondo le linee «,8,z, con A e w i pa- 
rametri elastici di Lamé e con pe le densita. 

Nelle equazioni (11) della Nota citata non compaiono derivate di u,v, w 
fatte rispetto alla z ; essa puo quindi essere trattata come un semplice pa- 


(1) Nella seduta del 4 marzo 1934. 
(2) Cfr. questi «Rendiconti», ser. 6%, vol. XIX, fasc. 4. 


ee PO Tar 

rametro da cui dipendono i coefficienti delle equazioni. Ne segue che il com- 
portamento del vettore spostamento elastico nei punti di una superficie z = cost. 
e indipendente dal comportamento del vettore spostamento elastico nei punti 
di una superficie parallela: onde, anziché parlare di una « superficie di discon- 
tinuita » collegata alla propagazione delle vibrazioni elastiche nello strato su- 
perficiale, sara pil opportuno parlare di una « linea di discontinuita » colle- 
gata alla propagazione delle vibrazioni elastiche su di una superficie z = cost. 

Per trovare l’equazione di questa linea di discontinuita, trascriviamo le 


equazioni (11) della Nota citata, limitandoci ai termini contenenti le derivate 
seconde, che sole ci interessano: 


ese eae) LO? 3 At 2 te OF 0 


ol? A +2 be ea? AKL 1D Seb, cemoguiee 
bed eb re 
a) ces. 
1 
Ne ae 4pAte) 1 ev 3Apt2y? 1 OU 
ot? A+2u hh, op A+t2un hrh, e208 
I oe 
aii an? 
, o? Ww 
(1) ol? a 


(2) = E(1—-) = G( —i) - 


Le linee caratteristiche dell’equazione (1’), e cioé le linee di disconti- 
nuita delle derivate seconde della componente w dello spostamento elastico, 
sono linee statiche, che non variano col tempo e non rappresentano quindi 
un moto ondoso. Le onde di discontinuita, collegate alla propagazione delle 
vibrazioni elastiche sulla superficie x = cost., coincideranno quindi colle linee 
caratteristiche del sistema (1) e cioé colle linee di discontinuita delle deri- 
vate seconde dello spostamento elastico tangente alla superficie x = cost. (spo- 
stamento elastico tangenziale). 

Il sistema (1) é un sistema di due equazioni differenziali in due fun- 
zioni incognite e tre variabili indipendenti. Sia 


(3) Eo sp i==tcOst, 


una linea caratteristica del sistema (1). Per determinare |’equazione differen- 
ziale alla quale soddisfa la funzione &, poniamo: 


eee haa 
_—4pQ+p rfp, rey (y 
| (3) + wel) Pl ar 


@) om egela) + : me Ela) ~e(3) 


Dalla teoria delle caratteristiche “) si sa allora che la funzione & deve 
soddisfare l’equazione differenziale : 


(5) @11 @22 — @, =O. 


Sostituendo nella (5) le espressioni di @,;,@;2, 2. fornite dalla (4), 
si vede che la funzione & soddisfa ’'una o Valtra delle equazioni differenziali: 


i) p () - =e, j i fe i Be 
6’) se) ee el eel 


Cid posto osserviamo che, se i punti («,8) e («7 + da, + dB) sono 
punti infinitamente vicini della linea (3), si ha, per ogni valore di f: 


ae parte dalla relazione (2) si vede che, nel sistema di coordinate 
a,®8, il quadrato dell’elemento lineare sulle superfici y= cost € dato dal- 
espressione : 


(7’) ds? = ir do? os ly dG, 


Ne segue che h; da e h,d® sono le componenti del vettore che unisce 
il punto (a ,8) col punto (« + da,® + d®); dalla (7) si deduce allora che 
Teves, Aer, Foe 
i OP Tee 
alla linea (3), contenuta nel piano tangente alla superficie x = cost. 
Potremo allora scrivere: 


sono proporzionali ai coseni direttori 1, e mg della normale 
(8) ' Ip aie rec ian os 
= — —— ng =— -- = 

So TR gant p ¢ h, 26 


(1) Ctr. T. Levi-Civira, Carutteristiche dei sistemi differenziali e propagazione ondosa, 
§ 3. Bologna, Zanichelli, 1931. 


ove g é definito dalla relazione 
; 1 /o&\2 ay \2 
(8’) ie +7($ 
: hy \en hr \ eB 


Indichiamo ora con y,, Ja linea di discontinuita al’ istante ¢, con y, 
la linea di discontinuita all’istante t+ dt. Sia P un punto di y; e sia Q 
il punto in cui la normale a y;, in P, incontra y,; siano inoltre «#,B le 


coordinate di P, e « + dx,® + d® le coordinate di Q. Se indichiamo con 


dn il segmento PQ, sara, tenendo conto di (7’): 


(9) h,dx—=+n,dn h,d@=+ ng dn 


ove il segno + 0— dipende dall’orientazione de] segmento PQ. Ora il 
valore che & assume nel punto P all’istante ¢ @ uguale al valore che & as- 
sume nel punto Q all’istante 1 + dt. Sara pertanto 


da cui si trae, tenendo conto di (8) e (9), che la velocita locale di propaga- 
zione dell’onda di discontinuita ¢ data dalla formola 


(10) V ; 


Dalle formule (6), (6’) e (10) si deduce pertanto che sono possibili 
due onde di discontinuita che si propagano rispettivamente colle velocita V, 
e V, definite dalle relazioni: 


“ pik fa tee), 
[ry] eas eS) awe 


Le formule [x ci dicono che le velocita locali di propagazione delle 


due possibili onde di discontinuita non dipendono dal posto, ma dipendono 
esclusivamente dai valori dei parametri di Lame e della densita. 
Di una interessante propriet’ godono le derivate seconde dello spo- 


stamento elastico tangenziale nei punti delle linee di discontinuita; precisa- 


mente si trova che, in tali punti, le derivate seconde dello spostamento 


elastico tangenziale sono perpendicolari alla direzione di propagazione per 
Ponda che si propaga colla velocita V,, mentre sono parallele alla direzione 


di propagazione per l’onda che si propaga colla velocita V.. 


— 398 — 


Per dimostrare questa proprieta, cominciamo col ricordare “) che, se in- 
dichiamo con x; una qualunque delle variabili «, ® e t, valgono - in virtu 
delle condizioni di compatibilita geometrico—cinematiche — le relazioni: 


fa) O? 44 o& 0 62 v 0& 0& 
x; OX~ ” Ox; OXr =” ~—S—sOK OX, ~~ OX; Ox: 


Dimostrare dunque che le derivate seconde dello spostamento elastico 
tangenziale sono perpendicolari alla direzione di propagazione per |’ onda che 
si propaga colla velocita V,, e parallele alla direzione di propagazione per 
Vonda che si propaga colla velocita V,, equivale a dimostrare che il vettore 
A, di componenti A, € Ag & perpendicolare alla direzione di propagazione per 
Yonda che si propaga colla velocita V, e parallelo alla direzione di propa- 
gazione per l’onda che si propaga colla velocita V, 

Indichiamo con w%?, wi), , ay i, nh, ng? ; oe le quantita @::,@12, 
Aa» Ag Ma» 8, ¢ relative all’onda che si propaga colla velocita V:(i = 1, 2). 
Dalle: formule (4), (8), (8)-(10), e (1) <sianicava 


| Ol: gy, \ 4p(a =i ) ne we | Ge os / 
he Or AAS ea 12 
| wl) — g@ De 3 Aw + 2p? ni) n@) 
i XZ A 12) u. B 
@? — gor | 4u A+B) cy + A le ial) | : 
a ( Ache 7 6o B hE 2) 


(sigan dee? n@) nQ) 
12 Oy ea B 
Dalle formule (13) si deduce allora: 
Gas | — n@) ey) ny) ov) = 0 
n@) en?) ny 2) =O. 
D’altra parte dalle condizioni di compatibilita dinamiche si deduce: 


Xa I2 
(15) a oe. 


Dalle relazioni (14) e (15) si ricava finalmente 
A nD + ag ny =0 
(16) r) n@) 
XG) ar n@) ia 


(1) Cfr. Levi-Civira, Caratteristiche dei sistemi differenziali e propagazione ondosa, 
§ 7. Bologna, Zanichelli, 1931 


—_— 


ea ao 

Dalle relazioni (16) si vede che il vettore A é@ perpendicolare alla di- 
rezione di propagazione per l’onda che si propaga colla velocita V,, paral- 
lelo alla direzione di propagazione per l’onda che si propaga colla velocita 
V,. Resta cosi dimostrato il carattere di trasversalita delle onde che si pro- 
pagano colla velocita V,, e il carattere di longitudinalitd delle onde che si 
propagano colla velocita V,. 

Mi & grato esprimere i miei pil vivi ringraziamenti alla Fondazione 
«Dottor Ugo Fano» in Torino, che mi assegnd una borsa di studio per 
anno accademico 1933-1934. 


Meccanica. — Un’ interpetrazione intuitiva del rotore e della 
condizione dirrotazionalita. Nota di F. Tricomi, presentata“? dal 
Socio T. Levi—Civita. 


Il rotore di v, se v s'interpetra come la velocita di un generico punto 
di un sistema continuo in movimento, é suscettibile di una classica inter- 
petrazione cinematica fondata sulla ben nota decomposizione della defor- 
mazione infinitesima di una particella, in una «deformazione pura» e in 


= sue . ae | : . Oe | 
un moto di corpo rigido (di cui 5 rot w risulta il vettore della velocita an- 


golare). Pero, anche a prescindere da qualche dubbio di recente affacciatosi 
sul significato stesso da attribuire all’accennata decomposizione ©), resta il 
fatto che essa richiede considerazioni e calcoli non immediati, cid che, dal 
punto di vista didattico, costituisce un serio inconveniente, specialmente se 
di queste cose si vuol brevemente parlare, come non é male si faccia, in 
un corso di Calcolo. Pertanto, considerato altresi che J’altra, forse piu 
suggestiva, interpetrazione del rotore mediante la sferetta solidificata dello 
Stokes &), da luogo essa pure a calcoli non semplicissimi, mi lusingo che 
possa presentare un qualche modesto interesse didattico la pit semplice ed 
intuitiva interpetrazione che qui suggerisco, di cui ho fatto uso nelle mie 
lezioni all’universita di Torino: 

Supponiamo che, per farci un’idea delle condizioni di movimento ‘di 
un fluido, immergiamo in esso, a scopo esplorativo, dei piccoli anelli cir- 
colari rigidi, tanto sottili da non disturbare in modo alcuno il moto del 
fluido e tanto leggeri da non avere inerzia sensibile, di cui staremo ad os- 


(1) Nella seduta del 18 marzo 1934. 

(2) V., p. es., i recenti, interessanti lavori di D. Bonvicrnt sulla stabilita dell’equi- 
librio elastico. [« Atti Torino», 66 (1931), 186-194; «Rend. Lincei», (6), 16 (19321!) 
607-612 e (6) 17 (1933 !) 69-74]. 

(3) Cfr. P. AppELL, Mécanique rationnelle, to. 3, chap. XXXIII, n. 706, p. 291 
(2e Ed. Paris, Gauthier-Villars, 1909). 


servare il movimento. Per es., se il moto da esplorare fosse quello (su- 
perficiale) dell’acqua in un canale, potremmo far uso di piccole corone cir- 
colari di cartoncino poste a galleggiare sul liquido. Orbene, dico che sotto 
delle ammissibili ipotesi sulle modalita delPaxione del fluido sugli anell esplo- 
ratori, questi risulteranno animali, oltre che da un moto d’ insieme che qui non 
interessa analizzare, da una rotazione intorno al proprio centro ¢ nel proprio 
piano, la cui velocita angolare w ¢ data dalla formula 


(1) o = —M[k X rote], 


dove vw denota, come si é gid accennato, la velocita istantanea di un ge- 
nerico punto del fluido, # un versore normale al piano dell’anello (il cui 
verso & connesso col segno di w) e dove col simbolo M [....] si  in- 
teso denotare il valor medio della quantita entro [ ] nel cerchio racchiuso 
dall anello. 

Ne segue in particolare che il moto sara irrotazionale (rot v = 0) al- 
lora e solo allora che, qualunque sia l’anello, risulta w = 0, cioé quando 
manca la rotazione degli anelli esploratori intorno ai loro centri. 

Le ipotesi cui si € dianzi accennato sono le seguenti: 1) Ammettiamo 
che Peventuale moto di rotazione di un anello sia influenzato soltanto dalle 
componenti tangenziali di v nei suoi vari punti. 2) Considerato che ¢€ in 
generale impossibile che un anello rigido giri in modo che le velocita pe- 
riferiche dei suoi vari punti P coincidano dapertutto con le corrispondenti 
componenti tangenziali di », ammettiamo che gli inevitabili scorrimenti 
fra fluido ed anello avvengano in modo che l’accennata coincidenza abbia 
luogo in media cioé che, detto y V’anello ed r il suo raggio si abbia 


(2) Se ele od ba. 


Dae 
¥ 


La deduzione della (1) dall’ultima formula ¢ quasi’immediata. Invero, 
detto C il cerchietto di cui y @ il contorno, pel teorema di Stokes (nel 
piano) si ha (senza, qui non indispensabili, precisazioni di segn1) 


[exar = [[ ex rot wae 


y ‘O 


donde, sostituendo nella (2), segue 


I I 


Qo = — 3 [| X sore dC = 2M [le X rote]. 


Dee la 


(1) Come il prof. Levi-Civrra mi fa gentilmente osservare, quest’ ipotesi corrisponde, 
dal punto di vista analitico, al prescindere dalla deformazione pura dell’anello fluido. 


Sarebbe ben facile dare una forma pit generale alle precedenti consi- 
derazioni, p. es. lasciar cadere Vipotesi degli anelli circolari, ma non ne 
vale la pena, che i soli possibili pregi di una modesta osservazione come 
quella che forma oggetto della presente breve Nota, sono la semplicita e 
 immediatezza. 


Meccanica. — Azioni dinamiche di una corrente traslocircola- 
toria che investe una lamina bilatera. Nota II di L. Sona, presen- 
tata- dal Corrisp. U_ Cisortr. 


Proseguendo in questa Nota l’argomento trattato in una Nota prece- 
dente @), determino le azioni dinamiche su una lamina bilatera piana a lati 
eguali, quando essa venga investita da una corrente traslocircolatoria di cui 
si conoscano l’intensita e la direzione all’infinito, e la circolazione intorno 
alla lamina. L’espressione che ottengo dimostra che ]a lamina costituisce un 
caso di eccezione per il teorema di Kutta—Joukowsky, in conseguenza del 
fatto che il contorno dell’ostacolo contiene, nel caso trattato, due punti cu- 
spidali salienti negli estremi della lamina. 

Nel caso particolare di una corrente traslatoria parallela alla bisettrice 
della lamina, deduco una formula molto semplice per l’azione dinamica. 
Tale azione risulta parallela alla bisettrice della lamina stessa ed ¢ rivolta 
sempre dalla parte del saliente. La lamina quindi subisce una resistenga di- 
retta quando viene investita dalla parte del rientrante, e una forza di risucchio 
quando viene investita dalla parte del saliente. 

Per il caso di una sola corrente circolatoria deduco pure una semplice 
formula per la risultante delle azioni dinamiche. Tale risultante ha la di- 
rezione della bisettrice ed é rivolta dalla parte del saliente. 

Determino poi anche il momento delle pressioni dinamiche e faccio 
alcune osservazioni sui casi particolari di equilibrio che si presentano con- 
siderando Ja lamina girevole intorno al proprio vertice O. 


3). Azioni dinamiche. Come & ben noto, in un moto piano, Pazione 
dinamica esercitata da un liquido in moto su un ostacolo fisso é data dalla 


formula 
R= —£f\wp- nds, 
2 


(1) Nella seduta del 4 marzo 1934. 
(2) L. Sona, Corrente traslocircolatoria che investe nna lamina -bilatera. Questi «Ren- 


diconti», ser. 6°, vol. XIX, 1934. 
(3) Riprendo il numero degli articoli e delle formule dalla Nota precedente a cui 


rimando pure il lettore per il significato delle notazioni. 


RENDICONTI. 1934. Vol. XIX. 26 


essendo n il vettore unitario diretto secondo la normale interna al con- 
torno c dell’ostacolo, |w| il modulo della velocita del liquido, ds l’elemento 
lineare di c che al solito si contera positivamente nel senso antiorario. 

Passando al piano rappresentativo ¢ del moto, il contorno della lamina 
viene sostituito dalla circonferenza y di raggio unitario e si puo scrivere 
per i punti di detto contorno, 


wOP=v@-wO="®-#(z]; 


in cui w rappresenta la funzione coniugata di w, e C, coniugata di €, coin- 
cide con (-'. Introducendo le notazioni complesse in Inogo di quelle vet- 
toriali, il vettore R viene rappresentato da Rx +17Ry ed il vettore mds da 


d 


alow, 
i= Tay dG s 


indicando con Rx, Ry le componenti di R secondo i due assi. Si ottiene 
cosi: 
eae ue. sees SSH Se 
+f 
Sostituendo in questa alle quantita che figurano sotto il segno di inte- 
grale i valori che risultano ad esse assegnate dalla (6) e dalla (1), (v. nota 


citata), si ottiene dopo qualche semplificazione: 


PURE tripe ne re en 
(8) Rx +7Ry = flv (24a) * Se ( — 3s} 
¥ 


4 7? Tee Cake 


Per il calcolo dell’integrale del secondo membro osservo che Ja fun- 


i. Le a ee ty byl Me 
PL oar , essendo 0o<0 a<¢ 7, non ha poli di primo ordine e che 


(1) Ho trovato pit vantaggioso per il calcolo effettivo, servirmi di questa in luogo della 
nota formula de] Blasius 


Ry + iRy= — $f wade, 


che pure presentando il vantaggio sulla (7) di essere valida qualunque sia la configura- 
zione della y, richiede che questa sia linea di flusso. La (7) richiede invece che y sia 
circolare senza imporre che sia linea di flusso. Ho avuto occasione di approfittare di questo 


vantaggio nello studio dello stesso problema qui considerato, per la lamina mobile come 
spero di render noto fra poco. 


essa € regolare dovunque salvo in uno di punti €=1 e C=—r. Tenuto 
conto di questo e dei poli in €=0,f = e/%, 0 = e—'% della funzione in- 
tegranda, i due ultimi sul contorno, si valutano dapprima i seguenti integrali: 


2a 
|e et Ot econ atv I + efor\1—— om = 
— ee ae = Te 8. cto — i 
\I — C fA I — go Oo 9 
. 
2a 
r+0- a 1 + e-on\! vfs ON 
Oe ae — = Tl [ee eon Co 
eG ae ieee PE 3 


[AYP Boom, 


2a 
os ee = Wes 4 aoa | 

— —}- = — 4Ti Coss,. 

rt S r artes 

In base a questi, dopo una facile decomposizione in frazioni semplici 


della funzione integranda, la (8) diviene 


ae Pines eee ce OP mR (oor Veer 
Rx + 7Ry ipCVe eae (ct 2) ev + Jos a 
Se - [eB cos (6, + a) — e~ ‘8 cos (o: — a)] — 
— V?[e?‘B cos (26; + a) + e—?'B cos (26, — «)] | : 
Il primo termine, — ip VCe‘* rappresenta la spinta secondo il teorema 
dovuta alla presenza delle cuspidi agli 


di Kutta-Joukowsky, l’altra parte 
estreml. 
Dalla (2) si deduce agevolmente, in base alla (4) che 


on r= =S w 
(se =) = hl . 


Sostituendo nella relazione precedente e tenendo conto dei valori, in 


sen 6; 


funzione di «, che risultano per coso; , seno; , cos 26,, sen 20,, in base 
(4) stessa, si ottiene infine separando le due component: 


“416%. 58 ~— "Vs cos*B| + CV sen 


2(1 a 4 — eCV cos 


( TP COS & | 
ise sere 


(9) 
| 


or 2 (: = V senB 


27 


Ry = 28. -Voa(m — x) - sen a > V cos 8 |= 


avendo k il valore dato dalla (4), e cioe 


(4) ist Aree RATE 


4. Casi particolart. 
a) Sia C=0 e B =0 oppure B =z: la corrente ¢ traslatoria ed 
investe la lamina in direzione della sua bisettrice. Si ottiene facilmente 


dalle (9), Ry =o € 


20 
| 


p19 4 
(10) Re = mpl (= — 7 - V2 cosa. 


In questo caso la risuliante ¢ proporzionale al quadrato della velocita della 


— iv T 
corrente ed ¢ rivolta nel verso delle x positive 0 negative secondo che as 


Te Ae . 
oppure % > —-, ioe sempre dalla parte del saliente. 


Il verso della corrente non influisce sul verso dell’azione dinamica. 
Percid quando la corrente investe la lamina dalla parte del rientrante, questa 
oppone una resistenza diretta, mentre se la investe dalla parte del saliente, 


Pree Tt ; 
la lamina & risucchiata dalla corrente stessa. Nel caso « = ae lamina ret- 


- : ; : T : 
tilinea, si ha il noto risultato Ry =o, Rx =0; per a = a Jamina rettan- 


gola, si ha: Rx = ¥2/2 mol V?. 
b) V =o: corrente circolatoria, La seconda delle (9) diventa Ry =0 
e la prima 
we G c0s.a. 
(11) ee 


la risultante agisce secondo la bisettrice della lamina verso il saliente, é propor- 
zionale al quadrato della circolaxione e al coseno della semiapertura della lamina 
e inversamente proporzionale alla lunghexza | dei suoi lati). 


Ore = 


—: corrente traslocircolatoria qualunque con la lamina aperta 


ad angolo piatto. Le (9) diventano 


Re == pC seh bon 3.) d\ge=On 


come é ben noto &), 


(1) Il Ctsorrt nella Nota Azioni dinamiche di correnti circolatorie intorno ad una lastra 
bilatera ecc. (« Rendiconti Acc. Lincei», ser. 6°, vol. XI, p. 122) trova qualitativamente 
oli stessi risultati. La formula data. da questo Autore in luogo della (11), contiene una 
costante k che va sostituita, in base alla trasformazione conformie (3), col valore 2/1. 

(2) U.Cisotti, Una notevole eccezione al teorema Kutta—Joukowsky, « Rendiconti Acc. 
Lincei», ser. 6, vol. V, 1927, pp. 16-21. 
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d) Caso a =0 e «=m. Le formule (9), (10), (11) non valgono 
er & =O e per « =7 perché in questi casi, esclusi dalla trattazione pre- 
, i 


: ie G\eart ae : ‘ : : 5 
cedente, il fattore ( ; “ diventa infinito di primo ordine per € = 1 


LG 
oppure € = —1, e questo fatto modifica tutto il calcolo dei residui. Si pud 
procedere pero direttamente a partire dalla (8). Ponendo in questa « =o 
e in conseguenza o, = 7,k = 4/1, come risulta dalla (2) e (4), si ottiene, 
dopo aver scomposto in frazioni semplici ed aver calcolato 1 residui: 


Ry=O , Ry=—e6CV cose, 


in accordo col fatto ben noto che una lamina semplice investita da una 
corrente traslocircolatoria subisce solo un’azione ad essa normale che ha il 
valore Ry ora scritto. Analogamente per « = 7. 

Questa discontinuita di comportamento per «=0 0 per a=7 € pol 
pienamente giustificata dalla brusca variazione che subiscono le varie singo- 
larita del moto al rinchiudersi della lamina. 


5- Momento risultante. — L’unica componente M, non nulla, del mo- 
mento delle pressioni dinamiche rispetto all’origine O, e quella diretta 
secondo la normale al piano del moto e viene espressa, scegliendo come 
positivo il verso sinistrorso, dalla formula 


ewok 2 


c c 


M=— 2 [\wl(edx+yay) = — Sa [ww Zz, 


in cui & significa « parte reale di». Passando al piano rappresentativo ¢ 
si puo scrivere 


Ma -tafeoa(Eh) AR" 


af 


Sostituendo in questa per le funzioni sotto il segno di integrale 1 valori ad 
esse attribuiti in base alle (6), (3), (1), si ha: 


e278 C2 C2 k2 CkVi eB C 
P ¢ ra ee ie Pe yy 
M = 3858 [["+(2—F —3a) + Fe = (ea) 


(e-)eaamy ey 


(1) La (12) sostituisce la formula ben nota del Blasius 


M=—fafwerd, 


presentando rispetto a questa lo stesso vantaggio segnalato per la (7) quando ¢ venga 
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Scomponendo in frazioni semplici i vari prodotti e tenendo conto, nel cal- 
colo dei residui, che i poli ¢ = e’% e ¢ — e~**% sono sul contorno, mentre 
il polo € = 0 é interno al cammino di integrazione, si ottiene infine, tenuto 
conto della (2), 


(13) M = 32V cosa] (2 ==" — r)2nV sen ® + (1 —*2) ck], 


TT 


avendo k il valore dato dalla (4). 
PeteGi== Oo usiana 


8a(m — «) 


7c 


(14) M ==" 


1] V+ sen 28. 


Il momento dovuto ad una corrente traslatoria é dunque proporzionale 
al quadrato della velocitd della corrente ¢ si annulla quando questa é parallela 
o normale alla bisettrice della lamina. 

Se V=o si ha M0; quindi con wna corrente circolatoria le azioni 
dinamiche hanno il centro nel vertice Oo. 


Tt eat 
Sela — aie lamina rettilinea, la parte del momento che comprende la 


\ 


circolazione é nulla e si ha 
I Ma 
Me= a mol? V2 sen 26, 
come ben si conosce. 


6. Posizioni di equilibrio della lamina girevole intorno al suo vertice. — 
La lamina di apertura fissa 2 viene considerata come mobile intorno al 
suo vertice. Sono posizioni di equilibrio quelle per cui ¢ M=o. Consi- 
dero dapprima il caso della sola corrente traslatoria (C = 0). Dalla (14) 
si ha M=o per 


(15) a= 2 (122), 


qualunque sia ®. Per tali aperture della lamina l’equilibrio ¢ dunque indif- 
ferente. 

Si ha ancora M = 0 per. sen2 == 07> \cioe per la lamina *conela bie 
settrice parallela o normale alla corrente. Se « appartiene all’intervallo de- 


sostituito, mediante rappresentazione conforme, da un contorno circolare. Anche la (12) 
é stata da me adoperata per il problema della lamina mobile in cui la circonferenza che 
rappresenta il contorno non é linea di flusso. 
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terminato dalle due radici (15), l’equilibrio é stabile quando la corrente é 
parallela alla bisettrice ed instabile quando ¢ ad essa normale. Se « é esterno 


a detto intervallo le posizioni si invertono, l’equilibrio ¢ stabile quando la 
corrente é normale alla bisettrice e instabile quando é parallela alla stessa. 


In particolare per « = re (lamina rettilinea) si ritrova il risultato del Ci- 


sotti(), equilibrio stabile per la lamina normale, instabile per la lamina 
parallela alla corrente. 
Per il caso generale ci si limita a notare che vi sono ancora le posi- 


tes : Ses beso ‘TT aes Ry. oO 
zioni di equilibrio 8 = + = ed eventualmente due ulteriori posizioni for- 


nite dall’equazione 


Sa(m—a) 


To? Tt 


rf2nV sen +(x — 22) ck <0. 


In ogni caso perd si hanno una o due posizioni di equilibrio stabile. 


Meccanica. — Sopra una soluzione particolare delle equazion 
del moto di un solido pesante intorno ad un punto fisso. Nota di 
M. Renata Fassri, presentata“ dal Socio T. Levi—Crvita. 


1. Il problema di risolvere le equazioni di Eulero-Poisson, che reg- 
gono il moto di un corpo pesante, girevole intorno a un punto fisso, ha 
una vasta letteratura di cui mi bastera ricordare al momento opportuno 
cid che direttamente si collega alla mia speciale ricerca. Questa si riferisce 
al caso, in cui il baricentro si trovi su uno degli assi principali dell’ ellis- 
soide d’inerzia relativo al punto fisso. 

Gia Nicola Kowalewski %) trattd in generale questo caso, trovando 
una nuova soluzione particolare in cui cinque dei sei argomenti che defi- 
niscono l’atto di movimento sono dati come polinomi di terzo grado inr, 
componente della velocita angolare rispetto all’ asse baricentrale. Le equa- 
zioni di Eulero-Poisson sono allora risolubili con quadrature ellittiche, purche 
sussista una certa relazione tra i momenti principali d’inerzia. Questo 
nell’ ipotesi (la quale viene essenzialmente fatta valere nell’ impostazione 
del calcolo) che qualcuno dei polinomi suddetti sia proprio di grado 3 
(non = 3). Ma si perviene a soluzioni valide in ogni caso, cioe senza 


(1) U. Cisorti, Idromeccanica piana, p. 125. 

(2) Nella seduta del 4 marzo 1934 

(3) Eine neue partikulére Lésung der Differentialgleichungen der Bewegung eines 
schweren starren Kérpers um einen festen Punkt., « Mathematische Annalen», vol. LXV, 


1908, p. 528. 
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alcuna ulteriore restrizione strutturale, se ci si limita ad assumere per p*, 9’, 
dei polinomi di secondo grado in 1? e€ precisamente 


(A) paarta, Pabhe +), 


dove p, q, 7, sono le componenti della velocita angolare w rispetto agli 
assi principali d’inerzia per il punto fisso (Ox contenendo il baricentro, come 
gid si disse), ¢ 41, 2: , J:-, b,’ designano costanti a priori arbitrarie, di 
cui ci riserviamo di disporre per rendere compatibili le (A) con le equa- 
zioni del moto. 

In verita cid non era sfuggito al Kowalewski: egli afferma pero che 
ci si riconduce cosi al caso gid trattato da Stekloff ®. Ora lo Stekloff ha 
provato soltanto che, nelle ipotesi sopra dichiarate, le equazioni di Eulero- 
Poisson ammettono due integrali particolarizzati che, per mezzo dell’inte- 
grale dell’energia, possono ricondursi al tipo (A). Ma non ha esplicitate 
le costanti a;, ai, 5,, bi, né tanto meno costruite e discusse le solu- 
zioni compatibili con le (A). 

In modo del tutto indipendente dai predetti autori, ho determinato i 
coefficienti a;, ai, b:, bi, € ho trovato, col consueto significato delle 
lettere, 


mail trues sea he! ee) ea hese ee 
P =q~alpace’ ~ (€— a) (@— @) i 
(B) 

We Lene 

4d =a~a bese’ CEST CEO 


e in conseguenza 


CEC SAO y, 


Ie Xo Debate , 
1 (B—€)(@ — A) 
to Tea (pak exigent 


I (a — €)(H—C 
= = ~@r2 + 
Ys DESO) (2 BIRO) Na ie. 


Solo i segni superiori portano effettivamente a una nuoya soluzione. 
Con i segni inferiori si ritrova un risultato recentemente segnalato da J. J. 
Corliss @, ma raggiunto attraverso calcoli laboriosi, di cui non si scorge 
(o almeno io non sono riuscita a scorgere) il filo conduttore. E da notare 
che ambedue le soluzioni, cioé sia quella che corrisponde ai segni superiori, 


(1) Nuova soluzione particolare ecc... (russo), « Moskau Phys. Sektion », 10, Lief. 1, 1-3. 
V. anche « Jahrbuch tiber die Fortschritte der Mathematik», 1899, p. 656. 
(2) On the unsymmetric top, « Acta Mathematica», to. 59, 1932, pp. 423-441. 


sia quella che corrisponde invece agli inferiori, posseggono interessanti 
particolarita meccaniche, che lo Stekloff non aveva affatto rilevato. E preci- 
samente che la costante dell’ energia risulta determinata dalle condizioni 
strutturali del sistema, e che il componente verticale del momento delle 
quantita di moto ¢ nullo. 


2. Chiamati 4, 8, ©, i tre momenti principali d’inerzia, P il peso 
e z Punica coordinata non nulla del baricentro rispetto agli assi solidali, 
giovera introdurre alcune notazioni che renderanno le operazioni pit agili. 
Poniamo 


ol B 
(1) OA ee 5) Soe 


(2) AS = 53, 


La costante s ha la dimensione [ft], ed € quindi omogenea a f, q, fr. 
L’integrale dell’energia, dividendo per © e designando con ©,” la costante 
del secondo membro, prende allora la forma — 


(3) = (ap? + 6g? +17) — 37; =}. 


Si faccia inoltre 


(4) =. Cen a ee 3 ee B re 


A = B 
=o ft 2 


e si avverta che riterremo ¢,, é, €;, essenzialmente =-0, al pari dise 

perché supponiamo i tre momenti principali d’inerzia distinti, e¢ il bari- 

centro non situato nel punto fisso: del resto per s=0, ovvero ¢; =O 

si ticadrebbe nei casi completamente integrabili di Eulero, o di Lagrange. 
E utile altresi osservare che 


ee ee Ee, 


(6) é,a+é,B + 6; =O. 


Le equazioni di Eulero-Poisson possono ora scriversi nella forma 


seguente 


ems SF 
pee: Ga es 


(1) | j (II) 


Y= %l—%39> 


: S 
Soi cassia bs Y2=%3P —¥r7, 


| 7 = 65 pg; 1% = 1:9 —Y2P3 


il punto sovrapposto designando derivazione rispetto a ft. 
Vogliamo saggiare se sono compatibili con queste equazioni relazioni 
del tipo (A), che scriveremo 


(7) pP=4,r + a, 5S? ? P=, (fe + 0, s?, 


sostituendo a, s?, b,s? ad a’, b;, con che le costanti, a priori indetermi- 
nate, a,, 6, hanno, al pari di a,, b; dimensioni nulle (puri numeri). 

In quanto sussistono le (7), si possono eliminare p? e q? dall’integrale 
dell’ energia, ottenendo 


(8) Py Sar beast, 
dove 
I 
(9) FS (aa: fo RU at ee 
I Os 
(10) race + BD.) — ag 


Derivando le (7) e tenendo conto delle equazioni di Eulero si ha 


2 


es | em rant ae A > Ph eae a Gr 


Da queste si ricavano per y; e y. le espressioni 


(10) sy, = (ba 65 — 62) B Pr, 


5S? y¥. = — (@; ¢; —é,) agr, 


che debbono pure essere compatibili con le equazioni differenziali di Eulero- 
Poisson. : 

Per esprimere questa compatibilita, dovremo derivare anche le (11), 
tenendo conto delle (1) e (Il), nonché delle relazioni in termini finiti (7) 
inizialmente ammesse e delle (11) stesse. Si ottiene, derivando e badando 


alle (1), CII) 


GE eae Ds CN —e)B)egr— rar tespeat, 


2 (y;P—y:7) = — (are; — ex) aS e4 pr’ a rt fat es bar 


A s*y; € s*¥, si possono sostituire i loro valori forniti dalle CI). 
Allora la prima di queste due equazioni é divisibile per g e la seconda 
per p. Ora importa rilevare che noi possiamo escludere che sia 7 = 0 per 
qualsiasi 7. Infatti cid implicherebbe r = cost, e allora, per |’ ipotesi fonda- 
mentale che sussistano le (7), sarebbero costanti le tre componenti p,q ,7 
€ si tratterebbe quindi di semplici rotazioni uniformi. Prescindendo da 
questo caso, gid esaurientemente studiato dallo Staude ©), possiamo riferirci 
a qualche istante ¢ in cui non sia nullo 7; allora, per la terza delle equa- 
zioni (1) di Eulero, sono necessariamente diversi da zero anche pee One 
Si puo quindi dividere senza riserva per tali fattori ottenendo 


be j +E brea) (ra) ort 9 yy = (bey 4) Ble + eP'), 


a 


—s7y¥, 4 [ = a (a, e; — “|, é,; — €,) Br? = (a, €; — ex) @ | €.7? + €, 97}. 


Se finalmente a s? y; ,p?,q? si sostituiscono i loro valori in funzioni 
di r?, dati dalle (7) e (8), si ottengono due equazioni in 72, che debbono 
ridursi a due identita, perche l’argomento é variabile, anzi potrebbe addi- 
rittura essere sostituito a t quale variabile indipendente, in causa di 7-0. 
Si hanno cosi le quattro relazioni seguenti : 


= =e e GC; Cee >) (ay C305 e;) OC a CCE Cae 2) (a: es + er), 


| : a Cae —«)| (b,e, — = B —c, =a(a,e, —e,) (be, +2,), 
| — Cz = (b,e, — ¢,) Be, a2, 
| 
\ 


—C, = (d1e; — e:) ae; D,. 


(12) 


Dovra poi essere soddisfatto l’ integrale geometrico dei coseni direttori, 
che, in causa delle (11) e (7), assume l’aspetto 


gt (¥: aa Ve a Y,) = (b; és; — oF B? y2 (a; pa, ) a 
= (a; ¢, —¢;)?.@° 7? (b, ? +0, 8?) + (C0? 4-7) 


Poiché anche questo deve ridursi a un’ identita in r?, avremo 


a; (b, €, — e.)? 8? + ; (a. €; — &:)? a? + 6 = 0, 
a, (D: &, — €2)? B? + 0. (ar €; — es)? & + 26, C2 =O, 


(74) Ci: 


(1) LevrCrvira e Amant, Lezioni di Meccanica razionale. Vol. II, parte II, cap. vim, 
pp. 123-130. 


(13) 


Nel corso del nostro calcolo abbiamo introdotto: prima le 4 costanti 
d; ,d2,0;,0,; subito dopo c,,¢, e w,. Da quest’ ultima si puo prescin- 
dere, perche compare soltanto nell’ equazione (10), che serve, si puo dire, 
a definirla. Le altre sei costanti rimangono (per la compatibilita nelle ipotesi 


colle equazioni del moto) yincolate da otto equazioni: la (9), le (12) in 
numero di quattro,.e le (13) e (14) in numero di tre. 

Se si trattasse di equazioni indipendenti, |’ eliminazione delle ausiliarie 
a,b,c, lascerebbe sussistere due relazioni fra costanti puramente strutturali. 
Ma si pud, senza alcun calcolo, rendersi conto della circostanza ches te 
due equazioni (13) sono necessariamente conseguenza delle rimanenti, sicché 
& superfluo di tenerne conto. Cid risulta dal fatto che gia le (9) e (12) 
assicurano la compatibilita delle relazioni (7), (8), (11) colle equazioni diffe- 
renziali di Eulero-Poisson (I) e (II). Percid dalle relazioni suddette deve 
conseguire, come notoriamente consegue dalle equazioni (I), (IJ) 


Yi + 2 + Y, = cost. 


Questo implica che, introducendo per y:, y2, ; i loro valori (7), (11), 
automaticamente sparisca la parte variabile, cioé si annullano {i coefficienti 
di r+ e di r?. Ossia le (13) timangono senz’altro soddisfatté quando lo 
sono le (7), (8). Sicché in definitiva dobbiamo tener conto unicamente di 
queste cinque equazioni e della (14), la quale sta ad esprimere che il valore 
costante di y; + y, + y, & precisamente l’unita. Rimane cosi accertato che 
si hanno complessivamente tante equazioni quante incognite, e si tratta ora- 
mai di procedere alla effettiva determinazione dei sei coeflicienti a,,a,,0;,b, 
6; yer; sn fonzione: did, B.C, Pa: 

Per avere espressioni pil semplici introduco due nuove incognite 


x,y, definite nel modo seguente: 
ak 


(15) €, ty — ey : diem et he 


Sara utile osservare che per la (9) 
(16) ax + By=e,(a,% + b,8)—C@,a+4+ ¢48)= 
== 0, (Gd; @ bY Bae Br Cnc, 


Introduco le due nuove incognite nelle due prime equazioni (12), e 
ottengo le 


(17) ax 4+ 2By +4) £4=]0>3% 2ex0G 4.) bye co 


Moltiplicando queste equazioni per e,; e sostituendo a e,c, il valore 


(ax + By), dato dalla (16), ottengo 


I 


Ra 


Se ee 


2 Gz; xy =e (°, a =a +(20 e; + 3 By =0, 
(18) 
2 Ke; xy +(20. e3 ate =) a (+ =—- és) By = On 


esse sono equazioni bilineari in x e y del tipo 


(18") Liay = Mix +Niy, 


L, xy = M,x + Ney. 


Possiamo supporre x e y diversi da o. Infatti ’ipotesix = 0 0 y=o 
darebbe per le due ultime (12) c, =0, mentre per la (14) c, = +1. 

Eliminiamo allora dalle (18*) una volta il termine lineare x, una 
volta quello in y e dividiamo la prima espressione cosi trovata per y, 


Yaltra per x. Otteniamo 


(Li Mz, —L, M,)x =N, M. —N,.M,, 


(1) ; : 
(PON, = &, Noo (N M,N Ma 


Nel nostro caso é 


Ly = 28551, = 205M. = —(4 + 2)asM,=—(2064+2)a; 


Ni=—(206+3)8 : N. =(6—=)e. 
Ricordando le (4) e (6) si trova che 
Ne Me — NLM, = 3 ober e €,; 


3 


iEp M, — L, M, aa Ge (a an =); 


be Nai giNt = 6e¢(8——). 


Attese le definizioni (1) e (3) di «,8,e:,¢,,¢,, e la supposta asim- 
metria dell’ ellissoide di inerzia, il binomio N,M, —N.M, va _ ritenuto 
essenzialmente diverso da zero. Lo stesso deve percio accadere, in base 
alle (19), per gli altri due binomi (oltrecheé per x e y). La nostra ricerca 


oe ; I I 
richiede pertanto |’esclusione dei particolari walori « == aa B= ossia 


presuppone 
(20) 20 — C20  . 28-— C=20; 


con che appunto anche i due binomi Li M, —L.M, , Li N. — aN. tie 
sultano diversi da zero, e dalle (19) si puo ricavare 


Oe: 30B er ere Bier es b= 2) (=) 
S Gaels 2X OZ ae) 
i) Vive PUR ee 8 ae ee Ce) (Ce) 
«pa (6—<] 2B—I B(28 — ©) 


Trovati x e y si determinano subito a; e 0, dalle (15) ricavando 


o Slee = 
€,4,; =X +e, = 6; grisea si bas 
ee ye oe oe. re ey 
2%—I 2a—I 2a—1 
por 7 He; - 
Oy ie GS ee | ae ee ee 
oe Ae aa: Pe hee Bes, Vee 
26 Saal ser aires ee 
da cui 
Fale. ees Siete C (B— C) 
"""e(2a—1) (A—8)(2a—€C)’ 
21 
oy I—@ © (ce — a) 


"“5GB— G8) G8—5) 
Dopo cio la (9) da 


: perl —2a8 +1 
"2 |(2a@—1)(28—1) 
(ee-h (P=5 1) Oe) ae) 
(2a—1)(28—r) (24—@)(28—e)- 


+= 


Ricordando che per la (14) 
(23) t= ae i 


i valori trovati per x e y ci permettono di dcterminare anche a, e D,. 
Infatti le due ultime equazioni (12) assumono la forma 


a ex eo C5 O82, 6.2 
= S— ae 3 
a Se re = ba 
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quindi 
peyote pie ie (28 =e) 
ey xP e, Ce, ~ (4 — &) (&B — @) (C— A)’ 
4 
eee 2 Oi ©? (24—e) 


Tape.) * (i B)\(e—C) (ea), 


I segni superiori corrispondono a c,= + 1, i segni inferiori a 
C;.= —I. 

Si ottengono cosi le relazioni (B) e (C) gia annunziate nel n. 1, le 
quali definiscono p, q e i coseni direttori y (della verticale rispetto agli 
assi solidali) in funzione dell’argomento (variabile) r. Rimane pertanto 
caratterizzata, se non ancora la legge temporale, almeno la successione 
degli atti di moto; quindi cid che si pud chiamare la traiettoria, ossia una 
curva t nello spazio degli atti di moto. 

Queste traiettorie, e con esse le corrispondenti soluzioni, coincidono 
per ¢, = —1I con quelle gia citate, di J. J. Corliss; il divario formale 
é dovuto al fatto che vi si suppone l’asse fisso ¢ verticale verso |’alto, 
e non verso il basso, come é stato considerato qui. Nell’ipotesi (come si 
vede, superflua) che trai momenti d’inerzia passi la relazione C7 = 208, 
le soluzioni erano state in precedenza segnalate da P. Field “). 


Chimica. — La struttura cristallina dei composti LaMg,, CeMg, 
e PrMg,®. Nota di A. Rossi e A. JANDELLI, presentata’? dal 
Comisps U-ROLLA: 


ll composto CeMg, € stato individuato da R. Vogel e gli analoghi 
LaMg, e PrMg, da G. Canneri mediante l’analisi termica e micrografica 
dei sistemi La—Mg “, Ce-Mg “), Pr—Mg ©. 

Dai diagrammi di stato ottenuti da questi Autori risultano i seguenti 
dati: 1° CeMg, e PrMg, sono composti a massimo definito, LaMg, invece 
si decompone prima di fondere ed ¢ caratterizzato da un massimo nei re- 
Jativi arresti sintettici; 2° la lega di composizione PrMg, puo essere con- 
siderata come l’ultimo termine di una serie completa di cristalli misti che 
ha inizio col composto PrMg anche esso a massimo definito; invece, per 


(1) On the unsymmetrical top, « Acta Mathematica», to. 56, 1931, pp. 355-362. 

(2) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica generale e Chimica fisica della R. Uni- 
versita di Firenze. 

(3) Nella seduta del 18 marzo 1934. 

(4) «La Met. Italiana», p. 810, 1931. 

(5) «Z. Anorg. Chem.», 91, 277, 1915. 

(6) «La Met. Italiana», p. 250, 1933. 
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le leghe analoghe del Lantanio e del Cerio, la solubilita allo stato solido 
viene ad essere limitata al disotto del 60°/, circa in atomi di Magnesio. 

LaMg, CeMg, PrMg“? cristallizzano nel sistema monometrico; gli 
atomi della Terra e quelli del Magnesio sono distribuiti ordinatamente al 
centro e ai vertici dei cubi elementari. Dato il particolare andamento dei 
diagrammi di stato pud essere interessante seguire, nei diversi casi, con 1 
metodi réntgenografici, il collocamento degli atomi di Magnesio che si vanno 
via via aggiungendo nel passaggio dalle leghe al 50 °/. in atomi di Magnesio 
(tipo MeMg), a quelle al 75 °/o (tipo MeMg;). Tale ricerca € ora in corso. 
Nella presente Nota vengono intanto riportati i dati strutturistici riguardanti 
le fasi di tipo MeMg, . 

I composti col Lantanio e col Praseodimio ci sono stati forniti allo 
stato di grande purezza da G. Canneri; quello col Cerio ¢ stato da noi pre- 
parato per fusione a partire dal Magnesio metallico purissimo di Kahlbaum 
e da Cerio metallico puro al 99.4°/o preparato in questo laboratorio da 
L. Mazza. La piccola reagibilita fra i due elementi e la notevole differenza 
fra le loro densit’ rendevano impossibile la preparazione di un prodotto 
omogeneo mediante una sola fusione. Questa doveva essere ripetuta piu 
volte sul blocchetto capovolto fino al raggiungimento di una completa omo- 
geneiti, controllata in seguito mediante l’analisi chimica e Posservazione 
micrografica di porzioni diverse del campione. In ogni caso le composizioni 
centesimali rivelate dall’analisi differivano fra loro e da quella teorica di 
meno dello 0.8°/, di Mg. 

Abbiamo eseguito i fotogrammi delle polveri: a) dei composti. puri; 
b) delle miscele di questi con NaCl; c) delle miscele equimolecolari di 
CeMg, e PrMg,. Queste ultime fornivano risultati identici ai relativi com- 
posti di partenza. Non si poteva notare alcuno sdoppiamento o allargamento 
di righe, nemmeno nelle regioni corrispondenti ai maggiori angoli di diffra- 
zione. Cid significa che CeMg, e PrMg; hanno reticoli di identica grandezza, 
per lo meno relativamente alle nostre condizioni sperimentali. Quest’ultime 
sono descritte a capo della tabella I che riassume i dati relativi ai foto- 
grammi in parola. Le correzioni per i valori di 6 (angolo di diffrazione) 
sono state determinate mediante la misura delle righe del NaCl, nei foto- 
grammi )); la intensita delle righe & stata invece stabilita sui fotogrammi a). 


(1) Questi « Rendiconti», vol. XVIII, p. 156, 1933. 


TABELLA I. 


Diametro della camera 57,3 mm.; raggio della bacchetta 0,5 mm.; distanza: 
bacchetta—centro anticadoto 12 cm.; distanza bacchetta-inizio della fenditura 
65 mm.; fenditura rettangolare 1X 3 mm.; anticadoto di Rame (radiazione K 
An = 1,539 A; 28 = 7,389 A); 4) di posa; tensione 29 KW; intensita 11 MA. 
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Dalla tabella I si deducono i seguenti risultati: 1° 1 composti in esame 
cristallizzano nel sistema cubico; 2° i periodi reticolari sono: a, = 7,478 A 
per LaMg, e a. = 7.37; A per CeMg; e PrMg,. Da questi valori e da 
quelli delle densita dei rispettivi composti si puo calcolare il numero di mo- 
lecole contenute dalle possibili celle elementari, ammesso beninteso, che le 
nostre fasi presentino una struttura ordinata. La tabella If contiene: 1° le 
densit’ sperimentali dei composti in esame (di queste quelle di LaMg, e 
CeMg, sono riportate dalla letteratura‘) e quella di PrMg; & stata da noi 
determinata su blocchetti di 15 gr. circa, con la bilancia idrostatica); 2° 1 


valori di—(m = numero di molecole nella cella elementare, n = ordine 
n3 


di «riflessione »); 3° le densita calcolate. 


TaBeuta II. 


Composto dens. trov. | m|n3 dens. calc. 
LaMg, 3.27 3-9 3.35 
CeMg; 3-32 38 3-43 
PrMgs 3.46 3-9 | 3.52 


In ogni caso queste risultano leggermente pit grandi di quelle speri- 
mentali, cid che puo essere facilmente spiegato ammettendo l’esistenza di 
piccolissimi spazi vuoti intercristallini nei campioni esaminati. In ogni caso 
si ha: 

mM 


eA 


NW? 


da cui derivano le due possibilita@: a) n=1,m=4; 6) n=2 , m= 32. 
La seconda ipotesi ¢ assai improbabile dato che in nessuno dei fotogrammi 
appaiono righe che presuppongano lesistenza di periodi reticolari multipli 
di quelli riportati nella tabella I. Comunque una analisi completa delle varie 
possibilita di struttura derivanti anche dal solo caso a) appare di una certa 
complicazione, nonostante che molte disposizioni possano essere eliminate 
semplicemente per mezzo di considerazioni geometriche, tenendo conto dei 
diametri atomici dei costituenti. Una soluzione del problema & stata ricer- 
cata direttamente tenendo presenti le seguenti condizioni alle quali deve 
soddisfare la struttura dei composti in esame: 


(1) Per la densita di CeMg, vedi W. Brrrz e H. Pisprr, « Z. anorg. Chem.», 134, 
23 (1924); per quella di LaMg;: G. Cannerte A. Rosst, « Gazz. Chim. Ital. », p. 210, 1932. 
(2) R. W. G. Wycxorr, The structure of Crystals, 1924, p. 206. 


1° La disposizione spaziale degli atomi di Magnesio e della Terra deve 
essere tale da prevedere l’estinzione delle righe corrispondenti a piani reti- 
colari con indici misti, come risulta dalla tabella I nella quale compaiono 
indici o tutti pari o tutti dispari. Tenendo conto che tale condizione é quella 
caratteristica per i reticoli cubici omogenei a facce centrate, ¢ stato ricer- 
cato se fosse possibile collocare gli atomi della Terra e del Magnesio secondo 
tale distribuzione, in modo che risultassero contenute 4 molecole da ogni 
cella elementare. A questi requisiti soddisfa il modello della fig. I, corri- 
spondente alle coordinate: 
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Nella figura gli atomi della Terra sono rappresentati dai cerchietti bianchi 

e quelli di Magnesio dai neri. 

2° I] Jato della cella elementare calcolato in base ai diametri atomici 
dei costituenti deve essere di poco superiore (vedi tabella IL) a quello tro- 
yato, in armonia con i resultati sulle strutture delle fasi intermetalliche. Le 
contrazioni atomiche percentuali finora note variano dallo 0 °/. circa (gene- 
ralmente nel caso di costituenti nobili, come in PdCu, CdAu ecc.) fino 
all’8 °/, circa (come nel caso di NaT). 

Le ultime due colonne della tabella I riportano le intensita trovate e 
calcolate per le righe del composto LaMg,. I dati analoghi per CeMg; e 
PrMg, non vengono riferiti perche, a meno di una minore chiarezza dei 
fotogrammi che impedisce la lettura di alcune tra le righe piu deboli, pra- 
ticamente identici. Nel nostro caso, introducendo i valori delle coordinate (A) 
nella formula per il calcolo della intensita “) e riducendo opportunamente si ha: 


1° per indici misti leo 


pari IT~J- A (28) +} (8) {Fra + 3 Fog}? 


dispari L~ J+ A (26) - b (6) {Fra — Fang}? - 
perma) (20) - (8) {Fis — Fu 


Z 


L’accordo qualitativo fra i valori sperimentali e teorici appare assai sod- 
disfacente. La tabella che segue riporta i dati relativi alla contrazione atomica 
percentuale. 


Tasetca Ill. 


Composto is Me T Mo irene "Me) = Ao 
bo] mit=) 3 
LaMg, | 7.48 1.87 1.60 Hi 2.9 
CeMg, 
PrMg, | Hee) 1.82 1.60 7.64 3.5 
| 


(1) Il significato dei simboli é il seguente: J = numero dei piani che contribuiscono 
alla riflessione; A (20) € il fattore dato da A. A. RusTERHOLZ per l’assorbimento della 
sostanza («Z. fiir Physik», 63, 1, 1930); U(@) @ il prodotto del fattore di Lorentz per 
il fattore di polarizzazione; Fla e FMg sono i: fattori atomici calcolati secondo BRaGG e 
West («Z. fir Krist.», 69, 136, 1929). 


Chimica. — La struttura dell’ Olivile e dei suoi derivati©®. Nota 
di B. L. Vanzerti, presentata®) dal Socio N. PARRAVANO. 


Dalla resina di olivo si estrae, com’é noto, una sostanza facilmente 
cristallizzabile, che ha la singolare proprieta di combinarsi con una mole- 
cola d’acqua, o di alcoli primari e secondari ed ha avuto il nome di Olivile. 
La prima volta essa fu estratta da Pelletier (1816), e studiata poi da Sobrero, 
il quale gli attribuiva la composizione C,,H,;sO,. Le analisi successive di 
Koerner e Carnelutti ) diedero una differente composizione, che s’interpreto 
con la formola C,,H,sOc¢, per il derivato idratato (1882). Ripreso lo studio 
da Koerner e Vanzetti nel 1900, con numerose analisi elementari, determina- 
zioni di ossialchili, pesi molecolari ecc., ne usci la nuova formola defini- 
tiva C,.H,,0, per l’olivile anidro e con Vossidazione dei derivati alchilati 
s’incomincio a comprendere qualche cosa della sua natura. Una prima co- 
municazione a questa Accademia fu fatta nel 1903 “ e solo pit tardi si pote 
esprimersi sulla probabile struttura dell’ olivile e dei molti derivati che man 
mano s’erano preparati, Oo ne erano usciti con i processi di ossidazione. La 
Memoria consegnata a questa Accademia nel 1911) raccoglie i dati anali- 
tici e la composizione di non meno di 30 corpi derivati direttamente, o in- 
direttamente, dall’ olivile suddetto, noncheé le considerazioni che ci portavano 
ad ammettere per la molecola dell’olivile la struttura seguente, in cui com- 
paiono due gruppi guaiachilici legati in posizione para, rispetto all’ ossidrile 
fenico, con una catena di sei atomi di carbonio contenente due ossidrili alco- 
lici ed un ponte di ossigeno: 


4) 


ec Cu On) —O=( CHP Ony= cn = 
a2 CHO OCH; G 


La cosa era rimasta a questo punto quando mi trasferii da Milano a 


Padova e la ricerca non pote da parte mia essere ripresa che molto tardi, 
anche per la mancanza di materiale. Non avevo nel frattempo abbandonata 


(1) Lavoro eseguito nel Laboratorio di Chimica organica dell’ Istituto di Chimica ge- 
nerale della R. Universita di Cagliari. 

(2) Nella seduta del 18 marzo 1934. 

(3) «Atti del R. Istituto Lombardo », ser. 2°, vol. XV, fasc. XIX. Seduta del 14 di- 
cembre 1882. 

(4) Questi «Rendiconti», vol. XII, 1° sem., ser. 5°, fasc. 4°, p. 122. (Seduta del 
15 febbraio 1903). 

(5) «Memoria della R. Accad. dei Lincei». Anno CCCVII, 1911. Classe di Scienze 
fis. matem. é natur., ser. 5°, vol. VIII, p. 48 (vedi anche « Gazzetta chim. Ital. », 59, pp. 373- 
378, 1929 e « Sitzungsber. der Akad. der Wiss. in Wien, Monatshefte fir Chemie»; B. sa, 
pp. 163-68, 1929). 


idea di venire ad una conclusione su questo argomento, tanto pil che si 
era formata in me la convinzione che l’olivile dovesse la sua formazione 
ad un processo di condensazione, accompagnata da ossidazione, di due mo- 
lecole di alcool coniferiglico, per cui mi sembrava logico di chiarire un po’ 
piu. Ja struttura dell’ olivile, completandola nel seguente modo: 


HO H H OH 
CH 6== 0 CO GH 
aes: *\ OCH 
eee Gee nek: 


H,COH H,COH 


Rimaneva perO sempre oscura la trasformazione dell’ olivile nel suo iso- 
mero Isoolivile, per semplice azione di acido acetico diluito, tanto piu in- 
teressante, in quanto i tre prodotti di ossidazione dei derivati alchilati, non 
avevano ancora trovato un’ interpretazione. Guidato dall’idea che tale trasfor- 
mazione dovesse essere di un tipo analogo a quelle pinacoliniche, o a quelle 
benziliche e, mancandomi il materiale, rimasto a Milano, feci alcuni tenta- 
tivi di sintesi, i quali mi condussero alla constatazione di una reazione di 
condensazione molto interessante nel campo benzilico e mi indussero a ten- 
tare la preparazione del tetrametossiantrachinone simmetrico. Questo lavoro, 
fatto a Cagliari, in collaborazione col mio Aiuto dott. A. Oliverio ™, ci mise 
in presenza dell’antrachinone cercato, non solo, ma ci diede anche la ven- 
tura di imbatterci in due dei pit: importanti prodotti dell’ossidazione dell’ isoo- 
livile metilato e cioe quelli che avevamo chiamati « acido difficilmente so- 
lubile » e « sostanza neutra ». L’avere cosi ottenute per sintesi questi due 
corpi, che avevano resistito alle precedenti ricerche, mostra che la via bat- 
tuta non era mal scelta. 

Il riconoscimento di questi due corpi fu facilitato dall’aver ripreso siste- 
maticamente lo studio di essi, allorquando potei ottenere dal collega prof. Con- 
tardi, successo nella cattedra di Koerner, la cessione di quel materiale, da 
me preparato e lavorato, che era rimasto nel laboratorio di Milano. Tale 
lavoro sistematico fu da me ripreso nel novembre scorso in collaborazione 
col mio assistente privato dott. P. Dreyfuss. Abbiamo studiato da prima le 
reazioni dell’acido solforico conc., sull’acido difficilmente solubile, imbat- 
tendoci anche questa volta nell’antrachinone suddetto. Questo ci porse il filo 
conduttore all’ interpretazione della costituzione dell’acido in questione, della 
sostanza neutra, che ad esso é strettamente legata, in quanto ne deriva per 
riduzione; e, di conseguenza, alla conoscenza parziale della costituzione dello 
stesso isolivile, da cui i due corpi derivano. Anche la trasposizione dell’olivile 
in isolivile diventava cosi pit. facilmente abbordabile. A cid si aggiunge 
anche una pit facile interpretazione della natura del secondo acido, che ha la 


(1) «Gazz. chim. ital.», 60, p. 620, 1930. 


curiosa proprieta di dare soluzioni colloidali limpide e gelatine trasparenti. 
Fummo cosi in grado di precisare che l’acido da noi precedentemente sinte- 
tizzato: l’acido benzoilbenzoico, ¢ identico all’acido « difficilmente solubile » 
(nel caso del dimetilisoolivile, lac. tetrametossibenzoilbenzoico) e la « sostanza 
neutra » € la rispettiva ftalide, da noi pure ottenuta per sintesi: (6) 


yee 
ee ee 
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La trasformazione dell’olivile in isolivile si pote quindi ricostruire sup- 
ponendo che il processo di ossidazione non influenzi la costituzione della 
molecola dellolivile. Nell’isolivile deve comparire cioé un nuovo legame tra 
un atomo di carbonio (verosimilmente «#) e uno dei due resti guaiachilici, 
che viene cosi legato doppiamente ad essa, secondo una delle interpretazioni 
seguenti : 
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Con la sintesi diretta di tutti gli acidi benzoilici variamente metilati ed 
etilati ed il confronto diretto di essi con quelli che si ottengono per ossi- 
dazione dei vari eteri metilici, etilici, metiletilici ed etilmetilici dell’isoolivile 
e la loro trasformazione nelle corrispondenti ftalidi e negli antrachinoni, ab- 
biamo potuto dimostrare che per l’isoolivile si deve scartare la I ed accet- 
tare la HT. 

Resterebbe cosi ancora da interpretarsi per la molecola dell’ isoolivile 
la struttura della catena interna, alla quale crediamo che si possa, per ora, 
attribuire una successione tetratomica, con due gruppi alcoolici primari ed uno 
secondario, O terziario: 
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La dimostrazione della plausibilita di un simile aggruppamento si avra 
con certezza quando avremo potuto confermare quella che crediamo la co- 
stituzione dell’ acido che da soluzione colloidale e gelatine. Ma le conside- 
razioni che hanno contribuito a farci pensare alle formole di struttura che 
oggi proponiamo, non si possono svolgere in una comunicazione del carat- 
tere di questa, tanto pil che sarebbe opportuno riferirci a numerosi lavori 
di altri sperimentatori valorosi, che si sono trovati alle prese con sostanze 
analoghe (Spaeth, Schroeter e a.), le quali ci hanno fornito indirettamente 
termini di paragone importanti. Ci riserbiamo pertanto di presentare in questa, 
o in altra sede, tutto il materiale sperimentale, che si riferisce a queste ri- 
cere: 


Biologia. — Un aspergillacea ad ascospore stellate. Nota di 
M>'Curzh ‘presentata-” “daly Comisp, le Perret. 


Nella maggior parte delle forme ascofore finora conosciute delle asper- 
gillacee, le ascospore sono lenticolari e divise in due parti simmetriche a 
guisa delle valve di una regolare conchiglia, che nella germinazione si distac- 
cano, distanziandosi con l’emissione del tubo germinativo. 

La linea di sutura delle due valve @ spesso contrassegnata da un solco 
pil. o meno ampio corrispondente al piano equatoriale dell’ascospora; tale solco 
€ compreso fra due fascie o creste parallele, che costituiscono nel loro in- 
sieme un duplice anello regolare il cui spessore € sempre inferiore al raggio 
dell’ascospora osservata di fronte. 

Da tutte le ascospore finora conosciute delle aspergillacee, si differen- 
ziano quelle di una nuova specie che recentemente ho avuto in esame dal 
Prof. L. Petri, la quale e stata isolata dalla sanza in fermentazione dal 
Dott. M. Valleggi della R. Stazione di Olivicoltura ed Oleificio di Pescara, 
insieme a Penicillium glaucum Link, a Geotrichum lactis (Fres) e ad altre 
specie fungine e batteriche. 

Le ascospore della nuova specie sono di un bel colore rosso vivo 
ed in luogo delle usuali fascie ad anello limitanti il solco equatoriale, pre- 
sentano una doppia corona di sporgenze spiniformi, in modo che, osserva- 
te di fronte, appaiono distintamente stellate (fig. 7). Hanno il diametro di 
3-3.5 w e lo spessore di 2.5 w; con le appendici valvali misurano 7-9.5 
di diametro, dato che la lunghezza di queste oscilla frequentemente fra 2-3 p. 

Le appendici delle ascospore terminano a punta acuta, ma non sono tutte 
eguali e regolarmente distribuite; il loro numero varia per lo pili fra 5 e 10, 
qualche volta arriva anche a 12-14 (fig. 7). Nelle ascospore germinate sono 
meno appariscenti, perche afHlosciate e ridotte a sottilissime squamette aghi- 
formi (fig. 8). 


(1) Nella seduta del 18 marzo 1934. 


== 


Simili appendici si osservano anche negli aschi, i quali mostrano al- 
Vesterno varie sporgenze come se la loro parete fosse sollevata dall’interno 
da tanti corrispondenti rilievi acuminati (fig. 6). Gli aschi sono poi globosi, 
evanescenti, prima ialini e poi subito purpurei con la maturazione delle asco- 
spore; misurano 7.5-10 uw di diametro e contengono usualmente 8 spore; 
di rado ne hanno un numero inferiore. 

Sono portati da ife ascogene ialine e ramificate nell’interno d’una cavita 
periteciale chiusa, globosa e spesso sferica, di 180-380 w di diametro; la 
quale ¢ limitata da un peridio di color giallo aureo, dello spessore di 7-12 p, 
costituito da un intreccio di ife gracili intimamente collegate. 

Le ife che costituiscono il peridio dei corpi fruttiferi e le altre pros- 
sime del feltro micelico di contorno, terminano con le caratteristiche cellule 
globose descritte dalla gran parte degli autori sotto la denominazione di cel- 
lule « Hiuille », del diametro di 14-25 yu, le quali sono provviste di una grossa 
guaina molto rifrangente, dello spessore di 5-8 w. Il lume cellulare é estre- 
mamente ridotto, quasi completamente ostruito (fig. 4). Questa guaina é 
stata considerata come un semplice ispessimento della parete “); a me sembra 
che debba trattarsi del deposito di una sostanza di riserva, non dissimile da 
quello constatato dal Petri‘) nelle cellule peridiali dello Scleroderma ambi- 
guum Petri, e che percio pit che clamidospore, come le considera Dangeard ), 
debbono essere dei cellarioli  o cellule di riserva. Distaccate infatti dalle 
ife e poste a germinare in condizioni adatte, le cellule « Hiille » di questo 
fungo emettono nuovo micelio dal foro di attacco all’ifa o ilo: il proto- 
plasma interno si riveste di una sottile membrana, mentre fra’ essa ela 
guaina rifrangente si forma un liquido derivato dallo scioglimento deg)i strati 
interni di questa (fig. 5). Man mano che il micelio si accresce la guaina si 
consuma fino a che non rimane che la parete afflosciata tinta lievemente 
di rosso-violaceo (fig. 5 5). 

Tale colorazione compare usualmente con Vinizio della consumazione 
del deposito, e quindi con la dente'latura della superficie interna di esso 
(superficie di corrosione) (fig. 5 a). Attorno ai periteci maturi si trovano 
anche alcune di queste cellule vuote, per evidente riassorbimento della so- 
stanza depositata a causa di un ulteriore sviluppo dell’ifa portatrice. E da 
supporre per questo che tali cellule debbono probabilmente servire ad ali- 
mentare, in caso di bisogno, le ife del peridio, forse per una pit lunga 
resistenza e protezione dei corpi fruttiferi. 

(1) C. Tom and M. B. Caurcu, The Aspergillus. Baltimore, 1926, p. 21. 

(2) L. Perri, Osservazioni sopra lo « Scleroderma ambiouum Petri » e le sue affinita 
sistematiche. « Memorie R. Acc. Naz. Lincei», Cl. Sc. Fis. Mat. Nat., ser. 6°, vol. Ill, p. 78 


fig. 7-8, 1928. 

(3) P. A. Dancearn, L’origine du Périthéce chez les ascomycetes, « Le Botaniste», X, 
pp. 1-385, 1907. on 

(4) M.Curz1, Ricerche morfologiche e sperimentalt su un micromicete termofilo, « Boll. 
R. Staz. Pat. Veg. Roma», X, N. S., pp. 327-328, 1930. 
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Questi speciali cellarioli rivestono i periteci e talora formano come nel- 
Vagar—carota e nell’agar-patata glucosato, un cuscinetto fra i periteci e il 
substrato dello spessore di qualche millimetro. 

La sporificazione conidica ¢ abbondantissima in alcuni terreni di coltura 
come sul pane, ove si, producono dense colonie di colore variante dal verde 
giallo al verde scuro, negli infusi agarizzati di carota e di patata essa é rela- 
tivamente scarsa e inferiore a quella ascofora. I conidiofori sono eretti, con- 
tinui o con qualche setto, e forniti di parete pili spessa delle ife ordinarie. 
Tale parete @ colorata in fulvo o ferrugineo; la colorazione aumenta d’in- 
tensita dalla base all’apice e cosi pure il diametro che in basso é di circa 
3 u ein alto di 5.5-7.5 w; generalmente hanno una lunghezza di 130-330 pu 
e un diametro medio di 4-5.5 w; terminano con una espansione piriforme 
di 10-12 w di diametro, la quale porta superiormente pseudobasidi e fialidi 
ialini (fig. 1) con catenine conidiche riunite in colonna di 35-70 w di spes- 
sore e di 100-230 di lunghezza. I pseudobasidi misurano 4-6 = 2.5-3 p 
e ciascuno di esso porta 2-3 fialidi di 5-7 w di lunghezza. I conidi sono 
sferici, colorati in verde, appena echinulati, e hanno 22.4 p di diametro 


(ig.w2). 


Fig. 1 — Aspergillus stellatus “1, <p. 

1. Conidioforo. - 2. Conidi. - 3. Conidi in germinazione. - 4. Cellule « Hille» - 5. Cel- 
jule « Hille » in germinazione (a) e dopo la germinazione (b). - 6. Aschi -- 7. Asco- 
spore. - 8. Ascospore in germinazione. X g80 (Cam. luc. Abbe-Apathy, Zeiss 
oc. 4, obb. EB). 


Secondo il vecchio criterio tassonomico seguito dal Saccardo ™, tale 
fungo dovrebbe rientrare nel genere Ewrotiwm Link, al quale sono e debbono 
indubitatamente essere riportate le forme ascofore dell’ Aspergillus glaucus e 
delle altre specie afhni, come |’Ewrotium Belfanti (Carb.) n. c. (= Aspergillus 
Belfanti Carb.), le quali hanno i periteci superficiali, con la parete costituita 
di un solo strato di cellule tabulari come vennero descritte da De Bary ©) 
fin dal 1854. Attualmente perd un tale riferimento non sarebbe esatto poiche 
i periteci della nuova specie sono del tutto diversi da quelli tipici di Eurotium ; 
essi sono afhini a quelli dell’ Aspergillus nidulans (Eid.) Wint. e dell’ Asper- 
gillus pseudo—nidulans Vuill. (= Aspergillus fumigatus Grijns, Eurotium fumi- 
gatus Sacc. et Trott.), che debbono riferirsi a un genere indipendente al quale 
dovrebbero essere riportate attualmente secondo me circa una diecina di specie. 

Nel 1922 il Langeron %) istitui il genere Diplostephanus con la forma 
perfetta dell’ Aspergillus (Sterigmatocystis) nidulans, che chiamo Diplostephanus 
nidulans (Eid.) Lang. Questo Autore pero non ha tenuto conto dei caratteri 
morfologici della riproduzione ascofora, ma si & preoccupato soltanto di dare 
alla forma perfetta degli Sterigmatocystis Cramer un nome diverso da quello 
ben noto degli Aspergillus Link, che secondo lui dovrebbero tenersi distinti. 

Gli studi ulteriori hanno peraltro stabilito che non é utile e possibile 
conservare la distinzione generica fra la forma conidica a semplici fialidi del 
genere di Link e quella a pseudobasidi e fialidi del genere di Cramer, poiché 
esistono specie che presentano in certe condizioni di sviluppo soltanto i fia- 
lidi e in altre questi sono portati da pseudobasidi, e che inoltre nella stessa 
coltura talora si sviluppono i conidiofori con l’uno o con l’altro apparato 
conidifero, che, come riferiscono Thom e Church“), si possono osservare 
entrambi anche nel medesimo conidioforo. 

Lo sviluppo semplice o composto dei fialidi non € un carattere tasso- 
nomico tale da poter servire di distinzione generica nei semplici stadi coni- 
dici, e a maggior ragione non pud costituire quindi il carattere fondamen- 
tale di distinzione generica delle forme ascofore. D’altra parte non tutte le 
fruttificazioni perfette conosciute di Aspergillus del tipo Sterigmatocystis pos- 
sono classificarsi in un unico genere di ascomiceti, cosi |’ Aspergillus pseudo— 
clavatus Puriew. 6), che secondo |’autore ha ascospore ialine ed ovali, non 
pud appartenere allo stesso genere dell’ Aspergillus midulans con ascospore rosse 
e lenticolari, benché entrambi le specie abbiano gli sporofori composti. E 


(1) P. A. Saccarpo, Sylloge Fungorum, I, pp. 24-25, 1882. 

(2) A. De Bary, Entwickelung und Zusammenhang von Aspergillus glaucus und Euro- 
tium. « Bot. Ztg.», XII, S. 425, 1854. 

(3) M. Lanceron, Utilité de deux nouvelles coupures génériques dans les Perisportaces: 
Diplostephanus n. g. et Carpenteles n. g.. «Comp. Rend, Soc. Biol.», p. 343, 1922. 


fo) 
(4) Op. cit., pp. 6-8. wi 
(5) K. Purtewrrcn, Aspergillus pseudoclavalus n., « Schrift. Naturforsch. Gesell. Kiev. », 


XVI, 2, p. 309, pl. 12, 1899. 
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infine non tutte le forme ascospore riferibili a lo stesso genere di ascomi- 
ceti, che ha per tipo quella dell’ Aspergillus nidulans, hanno la conidificazione 
su sporofori composti. 

Il nome Diplostephanus non pud, per quanto ho esposto, riferirsi a nessun 
gruppo ben definito di specie. Esso inoltre, anche per la sua etimologia rica- 
vata da un carattere morfologico incostante della sporificazione vegetativa, 
non dovrebbe essere accettato. 

Negli attuali quadri generici dei plectascali non esiste dunque per la 
nuova specie una posizione ben definita. In un lavoro successivo cerchero 
di precisarla; pertanto dO comunicazione della specie sotto la denomina- 
zione, riferita alla forma imperfetta, di Aspergillus stellatus n. sp. 


Biologia. — Sullo sviluppo delle larve anofeline nelle acque 
di fogna. Nota di V. Punronl, presentata “? dal Corrisp. S. Ba- 
GLIONI. 


E nozione corrente che le zanzare anofeline reclamino, pel loro svi- 
luppo larvale, delle acque pure e limpide e che la loro evoluzione sia 
invece inattuabile nelle acque putrescibili, contrariamente a quanto ayviene 
per le culicine. 

L’A. si & pertanto posto il problema se una irrigazione fertilizzante 
delle zone anofeligene, con acque di fogna pure o diluite, possa ostacolare 
lo sviluppo anofeligeno e costituire un utile mezzo di lotta antianofelica. 
Ha percid eseguito ricerche con l’acqua di fogna del collettore di sinistra 
della fognatura romana, che per il suo cospicuo volume potrebbe essere 
preso in seria considerazione per l’irrigazione fertilizzante delle zone boni- 
ficate nell’agro romano. 

Analisi preliminari eseguite su tale acqua lurida (campione costituito 
dalla miscela a parti eguali di prelevamenti effettuati alle ore 22, 5, I1 e 
18 del 25-26 maggio 1933) hanno dimostrato la seguente composizione 
media, riferita ad un litro: 


Sostanze <sospese, essiccate a, 100° 7 he. aes Fy corns 
Perditavallasealeinaziones. eae 2) RI SRO 09RG 
sostanze: disciolte; residuo™ a [00% = a Onan 
Perdita alle<calcinazione =) 1a eo Ler 
Cloro (Metodo di Mohr) . . . 0,068 
Ossidabilita dell’acqua filtrata (Kuebell. C cieriate) 0,030 
Azoto totale dell’acqua bruta ne ane = in a Oe 
Azoto ammoniacalé . . . ta rene cae OL Oi 
Anidridesosiotica: 0% 4 444 panies eee ee OO? 


(1) Nella seduta del 18 marzo 1934. 
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Ma la composizione varia molto nelle diverse ore della giornata come 
lo dimostrano le seguenti cifre desunte dall’analisi di singoli campioni: 


Cloro Ossidabilita Azoto totale 
25/5 ore 18,30 0,113 0,044 = 
2515 ye 22 0,067 0,028 0,020 
26/5 ees 0,043 0,022 0,011 
26/5 me a 0,085 0,033 0,032 
26/5 » 18 0,089 0,040 0,029 


I campioni utilizzati per le ricerche vennero prelevati dal 27 giugno 
al 15 agosto, fra le ore 12 e le ore 20, con contenuto di azoto totale 
variabile fra 0,023 e 0,030. 

Le zanzare utilizzate furono quelle della specie Anopheles maculipennis, 
e tanto della varieta messeae, quanto di quella Jabranchiae. 

Contrariamente alle previsioni é risultato che le larve di anofele, poste 
nell’acqua di fogna pura, vegetano in modo perfetto, nutrendosi delle ab- 
bondanti sospensioni di materiali organici, cosi da compiere la loro com- 
pleta evoluzione in un tempo non molto diverso da quello di controlli 
allevati in acqua con vellutello e lievito di birra emulsionato (17-18 giorni 
in media, nell’agosto). Anche le acque di fogna diluite a meta © al terzo 
con acqua di fonte, e senza nessuna aggiunta di materiali nutritivi, permisero 
la completa evoluzione delle larve rispettivamente in circa 19 € 21 giorni; 
invece con acque di fogna diluite al quinto con acqua di fonte, alcune larve 
non arrivarono a maturita e quelle che dettero luogo alla formazione di 
insetti perfetti impiegarono un tempo medio di oltre 22 giorni: 


Tempo medio 


Re: : Numero delle Numero delle : : 
Composizione dell’acqua (1) : di evoluzione 
larve immesse zanzare nate (giorni) 
co) 
Acqua di fogna pura. . . . . 9 9 17a 


Acqua di fogna p. I + 


Acqua di fonte p. I 


Acqua di fogna p. I+ 


Acqua di fonte p. 2 


Acqua di fogna p. 1+ 
2 7 22,3 


i 9 5 209 
| 
| 


Acqua di fonte p. 4 


Acqua di fonte pura... . . 9 c= ae 


(1) Nessuna aggiunta yvenne fatta alle acque, che furono ricambiate giornalmente; la ricerca ebbe luogo 
dall’ x al 26 agosto. 


ree 


Queste ricerche furono eseguite con la varieta lJabranchiae e ricam- 
biando giornalmente le acque con le quali venne eseguito l’esperimento. 

Numerose altre ricerche dimostrano che l’aggiunta di acque di fogna 
ad un mezzo composto di acqua di fonte pil vellutello ed emulsione di 
lievito di birra, gia per sé stesso sufficiente ad assicurare lo sviluppo di 
una certa percentuale di larve anofeline, facilita lo sviluppo larvale, cos} 
da permettere una pil’ rapida evoluzione ed una maggior percentuale di sfar- 
fallamenti di insetti perfetti. 

Per la varieta messeae (zanzare provenienti da Mortara - Prov. di 
Pavia — gentilmente favorite dal prof. Missiroli) la pit idonea proporzione 
di acqua di fogna risulto quella di un terzo (acqua di fogna p. I, acqua 
di fonte p. 2, pit vellutello ed emulsione di lievito di birra), mentre meno 
favorevoli risultarono le concentrazioni maggiori 0 minori. 


Percentuale delle | Numero medio dei 


Composizione del mezzo (1) larve giunte allo giorni impiegati 
stato di insetto per Pevoluzione 
Evrae, Gli efeiae, (OWE 5 5 os 6 ec 9 5 Oo ©) = 
acquacdintognad Aya ats.) ASP vale dates } 
\ 22,7 20,9 
Acqua di fonte p. 1. : 
Acqua di fogna p.1 + . 
| 36 19,1 
Acqua di fonte p. 2. i 
Acqua di fogna p. 1 + | 
33,3 25. 
Acqua di fonte p. 4. i se 
INGO(EL Oi (OPI, We} By 6 eB on 
Acqua di fonte p. 9. . | Jee i 
Acqua di fogna p. 1 + | 
fo) 24, 
Acqua di fonte p. 19 | *g 
Acqua di fonte pura. ae 24,7 24,9 


(1) In ogni campione fu aggiunto vellutello e lievito di birra; le acque furono ricambiate a giorni alterni; 
Ja ricerca ebbe luogo fra il 28 giugno ed il 27 luglio; larve immesse in ogni campione, circa 150. 


x 


Per la varieta labranchiae (zanzare provenienti da Ardea — provincia 
di Roma - egualmente favorite dal prof. Missiroli) la proporzione pit op- 
portuna risulto invece quella di una parte di acqua di fogna pil una parte 


. 


Soy tine 


di acqua di :onte, mentre le concentrazioni maggiori o. minori apparvero 
meno favorevoli: 


Percentuale delle | Numero medio dei 


Composizione del mezzo (1) larve giunte allo | giorni impiegati 
stato di insetto | per I’ evoluzione 
ROY NCATE Git HOT I 5 8 kg 8 41,4 16,1 
mo yexequardiioona: peril. = Se 
8, 14,4 
Acqua di fonte p. 1, . | ra 
3 eAcqua ‘di fostia prose 2 A oe 
’ | go 15 
Acqua di fonte p. 2 
4°) Acqua di fogna putes -.. k 
| 47,1 14,2 
Acqua di fonte p. 4 
GO) ANECLEL Gl OWES TOW g 5 oo See on 6 Tey Gg: 


(1) In ogni campione fu aggiunto vellutello ed emulsione di lievito di birra; le acque furono ricambiate a 


giorni alterni; le ricerca ebbe luogo fra il 25 luglio ed il 13 agosto; larve immesse in ogni campione, circa 70. 


Risultati non molto diversi si ottennero in una serie parallela, nella 
quale ai diversi campioni di acqua venne aggiunto soltanto vellutello e non 
Pemulsione di lievito di birra; infatti nei cinque campioni, di composizione 
identica a quelli di cui sopra, si ebbe rispettivamente uno sviluppo percen- 
itiale wdi31,2: +64,3 65,75 55.7; I1,45.ed un. numero!.medioid: «piorni 
inipiegati. per lo sviluppo. di 17,9; 15,53 15,75..16,1 5: 17. 

Risulta pertanto, dall’insieme di queste ricerche, che, contrariamente 
alle nozioni correnti, le larve anofeline possono crescere molto bene in 
acque di fogna della composizione suddetta, le cui sospensioni organiche 
costituiscono per le larve stesse un buon nutrimento. 

Che tali acque di fogna, pure o diluite a meta, al terzo ed anche al 
quinto con acqua di fogna, consentono, senza altra aggiunta di materiali, 
una completa evoluzione larvale; 

Che le acque di fogna aggiunte ad un mezzo composto di acqua, 
vellutello ed emulsione di lievito di birra (gid per se stesso idoneo a con- 
sentire lo sviluppo di una certa percentuale di Jarve) aumentano la rapidita 
della evoluzione e la proporzione delle larve che giungono a maturita. 
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Che la proporzione pil idonea dell’acqua di togna aggiunta al sud- 
detto mezzo risulta essere del terzo per la varieta messeae e della meta 
per la varieta labranchiae ; 

Che un’irrigazione fertilizzante con acque di fogna, pure o diluite, 
nelle zone anofeligene potrebbe presumibilmente determinare un aumento 
dello sviluppo degli anofelidi; e che lo stesso fatto potrebbe accadere per 
immissione di fognature in corsi d’acqua, canali di bonifica ecc. 


Botanica (Fisiologia vegetale). — Ancora sulla azione biolo- 
gica dei metalli a distanza, Nota di V. Rivera, presentata ‘? dal 
SOCIOmE sR LIROUTTAS 


CENNO RIASSUNTIVO DEI RISULTATI FINO AD OGGI OTTENUTI. 


Sopra un’azione biologica a distanza dei metalli, messa in evidenza per 
la prima volta da chi scrive nel 1930 con una Nota %) presentata a questa 
R. Accademia e successivamente con altre pubblicazioni“, continuano le 
conferme. 

Nadson e Stern, che non conoscevano i miei precedenti lavori, pub- 
blicarono nel 1932) alcune Note per illustrare Vazione biologica a di- 
stanza dei metalli sopra lo sviluppo di colonie bacteriche; oggi riportano ©) 
esperimenti condotti sopra Sinapis in sviluppo, concludendo parimenti per 
una netta azione dei metalli a distanza, riconoscendo peraltro in questa 
Nota esplicitamente la priorita a chi scrive della scoperta biologica sopra- 
ricordata. 

L’importanza che puo avere, per i problemi di biologia, il fatto della 
influenza a distanza dei metalli sopra Ja rapidita della moltiplicazione cellu- 
lare, mi ha indotto a slargare le prove, portando la ricerca anche nel 
campo dei vegetali inferiori. 

Dalle prove condotte, da me e dai miei assistenti, dott. Corneli e 


(1) Nella seduta del 4 marzo 1934 XII. 

(2) Lavoro eseguito nel Laboratorio di Patologia vegetale del R. Istituto superiore 
Agrario di Perugia. 

(3) Radiazione ed accrescimento dei vegetali ( piante in sviluppo sotto schermo di piombo), 
« Rendic. R. Accad. Naz. dei Lincei», vol. XJ, ser. VI, 1° sem., fasc. 7. Roma, 1930. 

(4) V. «Rendic. R. Accad. Naz. Lincei», vol. XIII, ser. VI, 1° sem., fasc. 8, Roma, 1931; 
« Rivista di Biologia», vol. XIII, fasc. I-III, 1931; « Atti Pontificia Accademia delle Scienze 
Nuovi Lincei», anno LXXXVI, 19 marzo 19333 ivi 23 aprile 1933; « Radiobiologia», Ve- 
nezia, vol. I, fasc. II, 21 luglio 1932; «Deux. Congr. internat. de Pathol. Comparée ». 
Paris, Corbeil Crété, 1932, p. 1250. 

(5) Napson G, A. e Stern C. A., «Comptes Rendus», 194, 1932, p. 1597; ID. 
194, 1932, p. 2229; Ip., «Zentralbl. fir Bakteriol.», II Abt. 1933, Bd. 88. 

(6) Napson G. A. e Srern C. A., «Comptes Rend.», 3, 1934, p. 283. 
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dott. Sempio, (su cui sara prossimamente riferito a questa Accademia), ri- 
sulta quanto schematicamente qui sotto riportiamo: 


I. Il metodo sperimentale ha la pit grande importanza, essendo gli ef- 
fetti biologici rilevabili solo attraverso determinate modalita della ricerca, 
come ad esempio: 

a) La superficie del metallo deve essere accuratamente forbita : quando 
sulla faccia interna degli schermi metallici o sulla lamina che serve per le 
prove si vengano a depositare composti del metallo stesso (ossidi o carbo- 
nati) od anche un velo di vapor d’acqua (che molto sovente disturba prove 
di quest’ordine) l’azione biologica non é pit evidente; 

b) Gli effetti biologici sono inversamente proporzionali alla distanza: 
talora dall’effetto depressivo, indotto da una distanza minima, si pud passare 
alleffetto eccitativo aumentando la distanza del metallo dal vegetale in sviluppo: 
esiste allora una distanza intermedia alla quale corrisponde un effetto O; 

c) Gli effetti biologici sono proporzionali alla superficie del metallo ; 

d) Essi sono pit intensi per i metalli a pid alto peso atomico ; 

e) Essi sono massimi in scatole ermeticamente chiuse, minimi in sca- 
tole scoperchiate o in tubi; la chiusura ermetica della scatola ha tale impor- 
tanza, che, operando con capsule Petri chiuse con parafhna o non chiuse 
(esperienza Corneli con Penicillium) contenenti piastre di Pb., si otten- 
gono rispettivamente effetti depressivi evidentissimi nel primo caso e lieve 
eccitazione allo sviluppo nel secondo, al paragone dei controlli in capsule 
aperte o chiuse, ma senza piastre di Pb.; 

f) La scatola chiusa puo essere anche non metallica (per esempio 
di eternit) perché, quando una qualunque delle pareti di essa sia fatta di 
metallo, possono rilevarsi effetti biologici apprezzabili; 

g) Chiudendo ermeticamente i recipienti o lutando le aperture con 
paraffiina si determinano, come si & detto, effetti biologici pil spiccati o 
si mettono in evidenza effetti biologici che con recipienti non chiusi non ap- 
parirebbero (esperienze di Corneli su Penicillium ed Esperienze di Sempio 
con Thielavia in cameretta di goccia pendente). Tentando invece la chiu- 
sura delle scatole metalliche mediante uno strato d’acqua, gli effetti biolo- 
gici, che prima si rilevavano, diventano molto ridotti o nulli, probabilmente 
a causa del sottile velo d’acqua che si dispone sulle pareti metalliche interne ; 

h) Ricoprendo con carta sottile o con paraffina la superficie dei me- 
talli talora l’effetto biologico sembra annullato (ad es. per alcune prove 
fungine), talora invece leffetto biologico si attenua; in qualche caso invece 
si osserva che spalmando con paraffina in sottilissimo strato la superficie 
interna degli schermi metallici in un primo momento l’effetto biologico si 
esalta, ma, crescendo le piante, il risultato si inverte, come ¢ meglio spie- 
gato pil avanti a IL e) (germogli in sviluppo di piante superiori allevate 
sotto piccoli schermi di rame); 
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i) L’effetto biologic é rivelato dalla media dell’accrescimento in lun- 
ghezza dei germogli di piante superiori, oppure dall’anticipo o dal ritardo 
di fruttificazione di una coltura fungina, oppure dalla germinazione di conidi 
fungini e dall’allungamento del tubicino promicelico che ne segue : in alcune 
prove condotte con Thielavia (Sempio) o Penicillium (Corneli) si ha, per 
la durata di qualche giorno, inibizione alla germinazione del totale dei conidi, 
sotto influenza di piccoli cerchietti o di dischi di piombo, posti a distanza 
di qualche millimetro o di qualche centimetro dalla goccia pendente o dal 
substrato alimentare, mentre gli altri metalli ed i controlli senza metalli 
permettono una germinazione in altissima percentuale dei conidi delle due 
specie di funghi parassiti: questo procedimento sperimentale pone in straor- 
dinaria evidenza V’azione biologica a distanza del Pb.; 

1) Non solo i metalli in sé e per sé, ma anche la loro presenza in 
seno al vetro & capace di determinare effetti biologici a distanza: in tal modo 
lesperimento si perfeziona, perché, sperimentando con piantine in sviluppo 
sotto vetro, che contenga un’alta percentuale di Pb. (il vetro in esperi- 
mento conteneva circa il 44°/, di Pb.; il resto era costituito da SiO, 
(45 °/o) e da CaO, K,O ecc.), al confronto di paralleli allevamenti sotto 
vetro senza Pb, (questo vetro era costituito prevalentemente di SiO, (40 °/o 
circa, oltre CaO, K.O ecc.) il lieve effetto biologico che si rileva € con- 
statabile non piu solo sopra piantine eziolate, come era nel caso di alleva- 
menti fatti in cassette oscure,; ma sopra piantine e germogli verdi. 

In queste prove, di cui sar’ dato ampio conto in un lavoro a parte 
si aveva la massima cura che i recipienti di vetro, costruiti appositamente 
di differente spessore, avessero praticamente assorbimento equivalente. 


Il. La sensibilita degli organismi vegetali ¢ differente da specie a specie, 
ed, in seno alla specie, varia con Veta della colonia o del tessuto ed & re- 
lativa alla dose; infatti: 

a) Gli effetti eccitativi, che si ottengono sullo sviluppo dei germogli 
sotto schermi di Pb., riguardano il periodo successivo alla germinazione, es- 
sendo il momento della germinazione per solito negativamente influenzato 
dai metalli, particolarmente dal Pb. La sensibilita per il Pb. @ massima 
all’inizio della germinazione, che viene talora impedita o ritardata, ma subito 
dopo i tessuti compariscono meno sensibili ricevendo dalla vicinanza del me- 
tallo, in genere, una eccitazione; una depressione: ad esempio per Vicia, 
Hordeum ed Ervum & constatabile, per P inizio della germinazione ed i primi 
momenti di accrescimento della radichetta alla distanza di qualche mm. dal Pb.; 

b) Indirettamente leffetto depressivo che ha il Pb. sopra il momento 
della germinaztone ¢ constatabile dal maggior divario tra i massimi ed i minimi 
di accrescimento nelle popolazioni cresciute sotto Pb., di quello che si osservi 
nelle popolazioni cresciute sotto altri metalli o altre materie e dalla alta per- 
centuale di semi o di conidi non germinati sotto Pb.; 
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c) Anche quando Veffetto depressivo del Pb. appaia evidentissimo, 
esso € in genere temporaneo, non solo, ma successivamente le germinazioni 
sotto piombo tendono a recuperare lo scapito, accelerandosi, subito dopo 
la prima fase di sviluppo, il ritmo di accrescimento, fino ad equiparare e, 
sorpassare quello raggiunto dai controlli o dalle popolazioni schermate con 
metalli pit leggieri; 

d) Il ritardo nella germinazione puo colpire tutta la popolazione, 
ma é talora pit accentuato su alcuni individui della popolazione: la diffe- 
rente radiosensibilita individuale ci da ragione della rarefazione che si os- 
serva nelle piastre di allevamento del Bact. prodigiosum (osservate da 
Nadson e Stern): devesi cioé, secondo noi, interpetrare il fenomeno dello 
scarso numero di colonie sviluppatesi sotto piombo, al confronto del nu- 
mero maggiore in sviluppo nei controlli, almeno in alcuni casi, con una 
temporanea inibizione allo sviluppo, indotta in gran numero degli individui 
seminati sopra il substrato (i pil radiosensibili?): alcuni individui cioé si 
sviluppano rapidamente sotto Vinfluenza del piombo (e sono una piccola 
parte), ma gli altri germi non sono perd uccisi: essi, al contrario, solo ri- 
tardano linizio di moltiplicazione, sicché, in definitiva ed in un certo mo- 
mento, lo sviluppo si pareggia e successivamente anzi, per solito, la coltura 
esposta al Pb. supera lo sviluppo dei controlli per vigoria delle singole 
colonie e per l’anticipo della fruttificazione: parimenti negli allevamenti 
di piante superiori per quanto riguarda la vigoria individuale. 

Questi effetti sono paragonabili ad esempio a quelli messi in evidenza 
da me sopra lo sviluppo di colonie bacteriche e di popolazioni di piante 
superiori colpite da dosi fortissime di raggi gamma (ad es. mgr. 400 di 
radio per h. 24 alla dist. di cent. 5,5)“: la cellula non & affatto uccisa, ma 
essa resta per un certo periodo (qualche giorno per i bacteri, poco piu di 
un mese per i tessuti delle piante superiori), incapace di moltiplicarsi, dopo 
di che improvvisamente riprende l’accrescimento, 

e) Sopra piante superiori (Vicia, Ervwm) talora Ja schermatura con 
campanelle cilindriche di rame determina un accrescimento meno accentuato 
degli allevamenti in sviluppo sotto campanella spalmata nella faccia interna 
di un sottilissimo strato di paraffina di quello che si osserva sotto campa- 
nella di rame forbito; valori intermedi assumono gli allevamenti sotto cam- 
panella spalmata da ambo le facce di parafhna in spesso strato. 

Questo fatto, evidente nella prima fase di sviluppo delle piantine, si 
inverte poi, determinandosi invece, nella campanella di rame forbito, un allun- 
gamento medio giornaliero alquanto pil: accentuato che negli altri casi. 

E evidente che la dose, eccessiva per la radiosensibilita dei giovanissimi 
tessuti, diviene invece pressoche optimale quando i tessuti diventano pil adulti, 

(1) Ved. V. Rivera, Sulla radiosensibilita di Vicia Faba, « Rivista di Biologia », v. X., 


fasc. I-II, 1928; Azioni di forti dosi ecc., « Rendic. R. Accad. Naz. Lincei», vol. Will ySenn oz 
1° sem., fasc. 10. Roma, maggio 1928. 


RenpiconTi. 1934, Vol. XIX. 28* 
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agendo la paraffina verosimilmente come moderatrice della eccitazione da 
metallo. 


Il. La interpetrazione di questi fatti appartiene forse pit al fisico che 
al biologo. 

Tuttavia, in linea puramente provvisoria, proponiamo qualche inter- 
petrazione verosimile delle cause fisiche determinanti i fatti biologici oramai 
accertati: 

a) Non ci sembra accettabile l’ipotesi che i fatti biologici possano 
essere determinati da effetti di una tensione di vapore dei metalli; 

b) Non ci sembra ammissibile che essi possano dipendere dalla mode- 
stissima riduzione della radiazione penetrante determinatasi nell’interno delle 
casse metalliche o dei recipienti chiusi ; | 

¢) Non ci pare che essi siano da riportare alla radioattivita dei singoli 
metalli ; 

d) Ammettiamo invece che i fatti biologici siano determinati da feno- 
meni secondari, prodotti dalla radiazione penetrante (che prenderebbero ori- 
gine in processi nucleari, i quali, secondo si € visto, posteriormente di due anni 
alle nostre constatazioni biologiche “?, sono pit frequenti in mezzi di alto 
numero atomico). Questa radiazione secondaria, agendo o direttamente sulle 
cellule in divisione o indirettamente sull’aria della camera di germinazione, 
determinerebbe eccitazione o depressione a seconda della sensibilita dei tes- 
suti della specie vivente e della dose in cui tale radiazione si determini. 

Puod darsi che la ionizzazione dell’aria, determinata dalla radiazione se- 
condaria, sia causa diretta, parziale o unica, dei fatti biologici rilevati, ma 
puo anche darsi che essi dipendano, in tutto o in parte, direttamente dai 
fenomeni secondari suaccennati. 


(1) Rosst (1932), SKOBELZIN (1932), ANDERSON (id.), Rossi (1933), FUNFER (1933), 
SAWYER (1933). 
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Botanica (Patologia vegetale). — Contribuzioni alla conoscenza 
delle cause dell’intossicamento del suolo. Nota di G. Lucuetti, 
presentata dal Socio P. R. Pirotta. 


Allo scopo di chiarire fin dove fosse possibile le cause che portano 
all’intossicamento del suolo per opera dei prodotti reflui del metabolismo 
sia delle piante superiori che della microflora umicola & stata eseguita una 
serie di esperienze su coltivazioni di frumento e di fava in mezzi liquidi. 

Tali esperienze furono condotte allevando ciascuna serie di piante in 
sei cilindri della capacita di un litro, ricoperti di carta nera e sormontati 
da dischi di cartone forato recanti Je piantine, a temperatura conveniente, 
in serra. Nei cilindri era contenuta una soluzione al 2 °/o, di KNO;, 0,50°/oo 
di KZHPOPW ass “Joe di MesOz- 0312/8 di Na Cl-e tracee di cloruro 
ferrico in acqua di conduttura. 

I sei cilindri erano raggruppati in tre serie, nella prima delle quali si 
rinnovava periodicamente la soluzione, nella seconda non la si rinnovava e 
nella terza pur non rinnovandola w si insufflava un litro d’aria al giorno. 

Ogni 7 giorni erano notate in apposito registro le condizioni generali 
e lo sviluppo delle piante rilevato con accurate misurazioni dell’altezza dello 
sviluppo aereo, della lunghezza delle radici, del numero e della lunghezza 
delle foglie ecc. Inoltre furono eseguiti esami qualitativi e quantitativi della 
flora batterica dei liquidi di coltura al principio ed alla fine di ogni colti- 
vazione. 

Sui liquidi provenienti da ciascuna coltivazione venne coltivata una se- 
conda volta la pianta della stessa specie. 

Dalla prima coltivazione di frumento risulto (cid che & ben visibile 
dalla fotografia della fig. 1) che il rinnovamento della soluzione non reca 
sensibile giovamento alle piante mentre invece |’insufflamento d’aria ha un 
effetto nettamente favorevole sullo sviluppo. Nella fig. 1 i due gruppi di 
piante a sinistra son quelli alimentati da soluzione rinnovata, i due centrali, 
da soluzione non rinnovata e quelli di destra da soluzione insufflata daria. 
La differenza tra i primi quattro gruppi e gli altri due ¢ marcatissima nella 
fotografia sebbene manchi il risalto dovuto alla differenza di colore che era 
evidentissima negli originali. 

L’esame tossicologico eseguito sui liquidi alla fine della coltivazione 
(65° giorno) non rivelo in essi presenza di tossine né di agglutinine. 


(1) Lavoro eseguito nei Laboratori di Patologia e Batteriologia del R. Istituto Su- 
periore Agrario di Pisa. 
(2) Nella seduta del 4 marzo 1934. 


Fig. 1. - Frumento I coltivazione al 65° giorno di coltura. (Scala 1:7 circa). 
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Fig. 2, - Fava I coltivazione al 100° giorno di coltura. (Scala 1:8 circa). 
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L’esame batteriologico qualitativo dei liquidi colturali mise in risalto 
la presenza in essi di forme colisimili in tutti i vasi di coltura; perd mentre 
questi avevano la predominanza sugli altri nei cilindri con soluzione insuf- 
flata, in quelli con soluzione rinnovata si notd predominanza di Bac. vul- 
gaius Fl. e Bact. turcosum Zimm. ed in quelli con soluzione non rinnovata 
di Bact. fluorescens liquefaciens Smith. 

La seconda coltivazione di frumento sui liquidi provenienti dalla prima 
ebbe la durata di 90 giorni dal 1° marzo al 30 maggio, e quasi tutte le 
piante giunsero entro tale periodo a completa fioritura, con un ciclo vege- 
tativo paragonabile a quello dei frumenti marzuoli, prestandosi a cid bene 
il frumento Mentana usato in ambedue le esperienze. 

In questa seconda esperienza ottenni circa lo sviluppo delle piante ri- 
sultati analoghi a quelli dell’esperienza precedente, senonché si ebbe un mi- 
glioramento nelle condizioni delle piante coltivate in soluzione rinnovata 
rispetto a quelle coltivate su soluzione non rinnovata. 

L’esame batteriologico quantitativo eseguito sui liquidi sia per i germi 
aerobi che per quelli anaerobi mise in evidenza le seguenti cifre (germi in 
1 cc. di liquido) 


Aerobi Anaerobi 
Soluzione rinnovata 9 xX 108 0.06 X 108 
» non rinnovata 2< 10° 1:66 =x 10° 
» aereata 157X408 G15 >< 10° 


Parallelamente al frumento si coltivo anche fava con le stesse moda- 
lita. Dalla prima coltivazione risulto che sullo sviluppo aereo il rinnova- 
mento della soluzione e Vinsuflamento d’aria ebbero all’incirca lo stesso 
benefico effetto, mentre sullo sviluppo radicale dell’aereazione si ottenne un 
risultato molto piu evidente, come del resto si puo ben rilevare dalla foto- 
grafia della fig. 2. 

In questa coltivazione, come nella seguente fu osservato che le radici 
delle piante coltivate in soluzione rinnovata e di quelle coltivate in soluzione 
non rinnovata si presentavano annerite, parzialmente decorticate, con molti 
apici marcescenti (cid che del resto si verificd anche nelle due coltivazioni 
di frumento). Inoltre le radici delle stesse piante presentavano lunghi spacchi 
longitudinali con apertura dei bordi della ferita. 

L’esame batteriologico quantitativo alla fine della coltura dette i risul- 
tati seguenti (germi in 1 cc. di liquido colturale): 


Aerobi Anaerobi 
Soluzione rinnovata LO. aro O77 x aL? 
» non rinnovata S27 Sa aL Or* 1500 — X Io"! 


» insufHata 2.60 X 107! 0.00451 10U 
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I risultati della seconda coltivazione di fava furono migliori per quel 
che riguarda lo sviluppo delle piante le quali raggiunsero dimensioni molto 
maggiori che nella coltivazione precedente, giacché alcune piante della serie 
insufflata toccarono l’altezza di m. 1.15. La differenza tra gli effetti dei vari 
trattamenti fu anche maggiore che nella coltivazione precedente a netto van- 
taggio dell’aereazione del mezzo. Le piante di fava in ambedue le coltiva- 
zioni, di cui la prima durd 100 giorni e 50 la seconda, giunsero quasi tutte 
alla fioritura. 

L’esame quantitativo della flora batterica alla fine dell’esperienza mise 
in evidenza le cifre seguenti (germi in 1 cc. di liquido colturale): 


Aerobi Anaerobi 
Soluzione rinnovata SMO DGIOu 0.095 > 10** 
» non rinnovata 4.80 X 107? 7150 — X 107 
» insufHata 10.20. 10% 0.015 10" 


Dalle prove di cui ho riferito si possono trarre le seguenti conclusioni: 

I. — Il frumento risente fino dalla prima coltivazione Vinfluenza delle 
varie condizioni sperimentate; pit che altro pero risente favorevolmente del- 
aereazione del mezzo di coltura. 

II. - La fava, pianta pit resistente che non il frumento, risente nella 
prima coltivazione quasi in ugual grado il beneficio della aereazione e del 
ricambio della soluzione, ambedue molto favorevoli allo sviluppo della parte 
aerea. La prima pratica perd ha un effetto marcatissimo sullo sviluppo ra- 
dicale e sulla resistenza delle piante agli attacchi parassitari. Nella ricolti- 
vazione invece, per un fenomeno non facile a spiegare, scompare l’effetto 
del ricambio del mezzo di coltura e rimane invece immutato e favorevole 
quello dell’aereazione del mezzo stesso. Unica spiegazione possibile é forse 
la formazione di piccole quantita di tossine nei vasi della II serie (con so- 
luzione non ricambiata e non aereata): tali minime quantita di tossine, che 
agiscono notoriamente come stimolanti sullo sviluppo delle piante, possono 
aver avuto sulle stesse un effetto maggiore che non il ricambio della solu- 
zione e minore invece della aereazione del mezzo. Cid puod chiarire il fatto 
verificatosi di uno sviluppo decisamente progrediente delle piante della prima 
serie a quelle della terza serie. 

III. — La constatazione fatta del fendersi delle radici di fava in mezzi 
di coltura in cui ¢ da presumere la presenza di tossine ¢ una riprova della 
tesi di Pantanelli “) che detti composti abbiano come effetto l’aumento della 


(1) PantaneLti E., Su Vinguinamento del terreno con sostanze nocive prodotte da funghi 
parassiti delle piante. «Rend. Acc. dei Lincei», V, XXII, ser. 5*, 1° sem., fasc. III, 1913; 
Ip., Ancora su Vinquinamento del terreno con sostanze nocive prodotte da funghi parassiti delle 
piante. Ivi; Ip., Stanchezza del terreno dovuta ad escrezioni delle radici. « Act. IV Conf. Int. 
Fedele hee 1924. 
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permeabilita cellulare nelle radici. Inoltre si ¢ ripetuto nelle esperienze qui 
riportate il fenomeno sia della marcescenza che dell’annerimento e della 
desquamazione delle radici, gid rilevato da Pantanelli stesso. 

IV. — Dal punto di vista batteriologico le cifre esposte sono di per 
se stesse cosi eloquenti da permettere la conclusione che |’aereazione del 
mezzo ed il rinnovo del liquido di coltura aumentano notevolmente il nu- 
mero dei germi aerobi; mentre nelle condizioni opposte il numero di essi 
diminuisce e tendono a prendere il sopravvento le forme anaerobiche. Per 
concretare in cifre tale asserto basta il rilievo del seguente prospetto com- 
parativo preso = 1 lo sviluppo minimo: 


Aerobi nella 


soluzione soluzione soluzione 

rinnovata non rinnovata aereata 
Frumento (II colt.) 4-5 I 9.4 
Fava EAM SxS) I Di: 5 
» ({F» >.) If ait I aT 


Anaerobi nella 


soluzione soluzione soluzione 
rinnovata non rinnovata aereata 


Frumento (II colt.) 4 I12 I 
Fava (Te) 5.2 103.448 I 
» (I » ) 6.3 476.666 I 


in cui é facile constatare che non tanto forti sono le variazioni nel numero 
degli aerobi quanto quelle degli anaerobi. 


Riassumendo, pertanto, tutte le constatazioni fatte concordano nel far 
ritenere che i fenomeni presi in esame assumono i caratteri di un vero in- 
tossicamento, che va riferito al ricambio dei microbi - batteri e funghi — 
ed anche a quello della pianta commensale, 


a a letras $i ‘inoue oe 

ary? hy Mik th hil, “SAAN pol ee 

. ane pitta feaaea 5 abs 
9 Ge 


te u 


AT RHe ee Ca : 
- tg ae 


— 443 — 


PREMI IN CORSO D’ ASSEGNAZIONE 
PRESSO: LA R. ACCADEMIA NAZIONALE DEI-LINGEI 


ELENCHI DEI CONCORRENTI 


PREMIO REALE PER LA FYSIOLOGIA NORMALE E PATOLOGICA 


(Scadenza 31 dicembre 1933 — Premio lire 10.000). 


I. CALLIGARIS GIUSEPPE. — 1. «La neurastenia postencefalica» (st.). — 2. «Il 
sistema motorio extrapiramidale » (st.). — 3. « Le catene lineari del corpo e dello spi- 
rito » (st.). — 4. «Le catene lineari secondarie del corpo e dello spirito » (st.). — 5. « La 
fabbrica dei sentimenti sul corpo dell’uomo » (st.). — 6. «Le meraviglie dell’autosco- 
pia » (st.). 

2. MIGLIAVACCA ANGELO. — 1. « L’ormone idrosolubile cortico-surrenale nei rap- 
porti con la sfera genitale femminile» (st.). — 2. «Irradiazione Roentgen dell’ipo- 
fisl1 e€ riattivazione parziale dell’ovaio sotto l’azione dell’ormone cortico surrenale » 
(st.). — 3. «Ormoni, lipoidi ed apparato genitale femminile » (st.). — 4. «Contributo 
alla patogenesi della sindrome genito-surrenale nella donna » (st.). 

3. RONDONI PIETRO. — 1. «L’influenza della tossina antidifterica sulla innerva- 
zione respiratoria » (st.). — 2. «Sulle variazioni del potere rotatorio del siero » (st.). — 
3. «L’azione della tubercolina sul cuore isolato di cavia » (st.). — 4. « L’anafilassi ali- 
mentare » (st.). — 5. «Alcuni nuovi tentativi di immunoterapia e chemoterapia della 
tubercolosi » (st.). — 6. «Sull’emoclasia digestiva secondo Widal » (st.). — 7. «I fattori 
esterni della costituzione » (st.). — 8. « Influenza di organi e di sostanze bacillari sullo 
sviluppo culturale del bacillo tubercolare » (st.). — 9. « L’azione eccito—proliferatrice 
del pirrolo » (st.). — 10. « L’influenza dello zucchero sulle proliferazioni epiteliali ati- 
piche da catrame » (st.). — 11. «L’irradiazione degli alimenti coi raggi ultravioletti 
e la vitamina antirachitica » (st.). - 12. « L’apparato reticolo—endoteliale » (st.). — 13. 
« Ricerche sperimentali sull’azione chemioterapica di un nuovo preparato d’oro (Oro- 
san) nella tubercolosi» (st.). — 14. «La chemioterapia della tubercolosi » (st.). — 15. 
« La formazione di sostanze attivanti lo sviluppo bacillare nelle culture di bacillo tuber- 
colare » (st.). — 16. « L’antigene eterofilo di Forssman nell’adenocarcinoma del topo » 
(st.). — 17. « Ricerche sull’immunita nel cancro del topo » (st.). — 18. « Vitamine e resi- 
stenza immunitaria con speciale riguardo alla tubercolosi » (st.). — 19. «La patologia 
generale del ricambio proteico » (st.). — 20. « Ricerche immunobiologiche sui tumori » 
(st.). — 21. « Eziologia dei tumori » (st.). — 22. « L’influenza della dieta a base di timo 
sul ratto, con particolare riguardo alla reattivita infiammatoria » (st.). — 23. «Il pro- 
blema biologico dell’artrite deformante » (st.). — 24. «Gli effetti di una dieta iperpro- 
teinica ed iperpurinica (dieta timica) nel ratto » (st.). — 25. «Sulla precipitazione del- 
Vacido urico in reazione alcalina » (st.). — 26. «Le basi chimico-fisiche della tecnica 
istologica » (st.). — 27. «Fattori aspecifici individuali agevolanti la infezione e loro 
meccanismo di azione » (st.). — 28. « L’eliminazione purinica nel ratto » (st.). — 29. «La 
patogenesi dell’uremia » (st.). — 30. «La chimica del cancro » (st.). — 31. «La chimica 
della tubercolosi » (st.). — 32. «La fisiopatologia delle articolazioni » (st.). — 33. « L’acido 
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urico come co—fattore della infiammazione » (st.). — 34. «L’influenza delle acque cloruro- 
sodiche sull’equilibrio acidi—basi espresso dai caratteri urinari» (st.). — 35. «La pro- 
teolisi nei tumori » (st.). — 36. «Le attivita proteolitiche nel contenuto duodenale sotto 
V’influenza delle acque cloruro-sodiche » (st.). — 37. «Studio sull’influenza dei lipoidi 
sui fermenti proteolitici» (st.). - 38. «Infiammazione e modificazioni organismiche » 
(st.). — 39. «Il potere tampone delle acque minerali» (st.). — 40. « L’azione inibente 
della digitonina sullo sviluppo dell’adenocarcinoma del topo » (st.). — 41. « Ricerche 


sulla sierodiagnosi del cancro » (st.). — 42. «Lipoidolisi e tumor » (st.). — 43. «In- 
fluenza della dieta timica sulla crescita neoplastica » (st.). — 44. «Azione delle onde 
magnetiche ultracorte sull’adenocarcinoma trapiantabile del topo » (Stared 5c Ul 


metabolismo proteico della cellula neoplastica » (st.). 


4. VIALE GAETANO. — 1. «La funzione della ghiandola surrenale » (st.). — 2. « Ef- 
fetto della estirpazione di una ghiandola surrenale sull’accrescimento corporeo » (st.). — 
3. «Surrenali e diabete » (st.). — 4. «Nuove ricerche sulla funzione della capsula surre- 
nale » (st.). — 5. «Campi nuovi nella fisiologia delle ghiandole surrenali » (st.). — 6. 
« Rapporti tra linfa e ghiandole surrenali» (st.). — 7. «La funzione vagale nella insuffi- 
cienza surrenale » (st.). — 8. «Colina e ghiandola surrenale» (st.). — 9. «Il mecca- 
nismo della iperglicemia filocarpinica » (st.). — 10. «Sulla dimostrazione chimica del- 
Vadrenalina nel sangue » (st.). — 11. «Il dosaggio chimico dell’adrenalina nel sangue 
e nei liquidi organici» (st., in collab.). - 12. « Adrenalinemia e tono del vago » (st.). — 
13. «Adrenalinemia e adrelinuria» (st.). — 14. «L’importanza della corticale surre- 
nale nel metabolismo degli idrati di carbonio » (st.). — 15. « L’ormone cortico-surrenale 
(cortina) » (st.). — 16. « L’intervento della milza nella coagulabilita del sangue e nella 
regolazione della pressione sanguigna » (st.). — 17. « Azione emodinamica della milza » 
(st.). - 18. «La milza organo regolatore del numero dei corpuscoli rossi e bianchi circo- 
lanti» (st.). — 19. «Nuove vedute sulla fisiologia della milza » (st.). — 20. «Sindrome 
clorotica negli animali senza milza » (st.). — 21. « Osservazioni fisiologiche in un bam- 
bino splenectomizzato » (st.). — 22. «La milza e la coagulazione del sangue » (st.). — 
23. «Irradiazione e coagulazione del sangue. Ufficio della milza e dei surreni » (st.). — 
24. « Aspetti nuovi della fisiologia della milza » (st.). — 25. « Azione del siero di sangue 
sulla peristalsi intestinale » (st.). — 26. « La sostanza vagale » (st.). — 27. « Le sostanze 
vagali fisiologiche » (st.). — 28. «Sostanze vagali ed eserina» (st., in collab.). — 29. 
« Azione anfotropa dell’acetilcolina sulla glicemia e sulla pressione del sangue » (st.). — 
30. «Analisi del riflesso oculo—cardiaco » (st.). — 31. «Il riflesso oculo—cardiaco negli 
animali spancreati » (st., in collab.). — 32. «Sulla funzione delle ghiandole linfatiche », 
Nota I (st.). — 33. «Sulla funzione ecc. » Note H-IV (st.).— 34. «Sulla funzione ecc. », 
Note VI-VIII (st.). — 35. «Sulla linfoganglina e sulla colina » (st.). — 36. «La fisiolo- 
gia del lavoro » (st.). — 37. « I] consumo energetico nel lavoro umano in varie condizioni 
sperimentali» (st.) — 38. «Moderni indirizzi della fisiologia del lavoro » (st.). — 39. « Il 
cloruro sodico nel lavoro muscolare del soldato e dell’operaio » (st.). — 40. « Organiz- 
zazione scientifica e ordinamento fisiologico del lavoro umano » (st.). — 41. « Alimenta- 
zione e lavoro » (st.). — 42. «Contributi alla fisiologia generale del cuore » (st.). — 43. 
« L’elettrocardiogramma nel neonato » (st.). — 44. «Due semplici dispositivi per la 
dimostrazione didattica del polso venoso e della cronassia» (st.). — 45. «Sull’azione 
vasomotoria del bicarbonato e dell’anidride carbonica» (st.) — 46. « Variazioni del 
quoziente respiratorio e dell’acqua espirata in funzione della profondita del respiro » 
(st.). — 47. «Ulteriori osservazioni sulla cosidetta acidosi da aria rarefatta» (st.). — 
48. « La depressione endopleurica e la depressione barometrica, ecc. « (st.). — 49. « Sulle 
azioni riducenti del latte» Nota I (st.). — 50. «Sulle azioni ecc.» Nota III (st.). — 
$1. «Sulle azioni ecc. » Nota IV (st., in collab.). — 52. « L’enzimoreazione negli alienati» 
(st.). — 53. «I colloidi come riserva di alcali nel siero di sangue » (st.). — 54. « Iper 
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glicemia da insulina in animali affetti da avitaminosi » (st.). — 55. « Produzione anae- 
robia di alcool nei muscoli » (st.). — 56. « Lo stato attuale della chimica della contra- 
zione muscolare » (st.). — 57. «La vita anaerobia nelle rane » (st.). — 58. « Sull’origine 
dell’acido ossalico nell’organismo » (st.) — 59. « Ricerche sull’acido ossalico » (st.). — 
60. « L’origine dell’acido ossalico nell’organismo animale » (st., in"collab.). — 61. « Ossa- 
lemia e ossaluria » (st.). — 62. « I] glutatione e le ghiandole endocrine » (st.). — 63. « Sulla 
genesi della leucocitosi digestiva e di quella conseguente al lavoro muscolare » (st.). — 
64. « Reazione leucocitaria e cloremia durante la digestione » (st., in collab.). — 65. 
« La reversione dell’emolisi » (st., in collab.). — 66. « Le sostanze fotodinamiche » (st.). — 
67. «Le onde herziane e le onde cosmiche » (st.). — 68. « I raggi mitogenetici » (st.). — 
69. «Il potere radiante del gesso negli apparecchi chirurgici » (st.). — 70. « Senescenza 
e permeabilita cellulare» (st.). — 71. « Fisiopatologia della vecchiaia » (st.). 


PREMIO MINISTERIALE PER LE SCIENZE MATEMATICHE 


(Scadenza 30 dicembre 1933 - Premio lire 4.000). 


I. AGOSTINELLI CATALDO. — 1. «Sul movimento dei sistemi rigidi in uno spazio 
di z dimensioni » (st.). — 2. «Sulle omografie vettoriali soluzioni di alcune equazioni 
differenziali del 1° ordine » (st.). — 3. «Sul prodotto di due determinanti con elementi 
complessi coniugati » (st.). — 4. «Sulle direzioni concorrenti in una varieta Vn » (st.). — 
5. «Sullo spostamento conforme in una varieta Vn » (st.)—6. «Sulla variazione superfi- 
ciale di un vettore relativa ad un circuito chiuso elementare di una varieta Vx» (st.). — 
7. «Sui sistemi di velocita e le famigle naturali di linee in uno spazio curvo » (st.). — 
8. « Sulle proprieta ortogonali delle famiglie naturali di linee di uno spazio curvo » (st.). 
—g. «Sulla curvatura geodetica delle traiettorie dinamiche » (st.).—10. « Relazioni diffe- 
renziali per ’omografia di Riemann » (st.). — 11. «Sulle omografie vettoriali complesse, 


ecc. » (st.). — 12. «Sopra una interpretazione meccanica del parallelismo di Levi Ci- 
vita» (st.). — 13. «Le condizioni di Saint-Venant per le deformazioni di una varieta 
riemanniana generica» (ms.). — 14. «Sulle deformazioni infinitesime delle superficie 


flessibili ed estendibili di una V3» (ms.). — 15. «Sulle deformazioni infinitesime- delle 
superficie flessibili ed estendibili con applicazione alle superficie di 2° grado» (ms.). 

2. AMATO VINCENZO. — 1. «Sulla distribuzione, secondo la specie, delle sostitu- 
zioni del gruppo totale nei sottogruppi fondamentali» (st.). — 2. «Sulla risoluzione di 
equazioni nel campo delle matrici complesse » (st.). — 3. «Sui circolanti, a matrici, di 
tipo (w) » (st.). — 4. «Sulle definizioni di funzioni di matrici nel corpo complesso » (st.). — 
5. « Sulle equazioni algebriche il cui gruppo di Galois é un sottogruppo fondamentale 
del totale» (ms.). — 6. «Sul gruppo totale di sostituzioni su 7 lettere » (ms.). 

3. BoTTO COsTANTINO. — I. «Un interessante problema di minimo » (st.). — 2. 
«Costruzione grafica delle radici di una equazione di 3° grado» (st.). — 3. «Nuovo 
procedimento numerico per trovare le soluzioni di qualunque equazione di terzo grado » 
(ms.). — 4. «Nota riassuntiva » (ms.). 

4. CHIELLINI ARMANDO. — I. «Intorno alla questione di costruire un quadrato 
circoscritto ad un dato quadrilatero » (st.). — 2. «Sulle superficie armoniche rigate » (st.). 
- 3. «Sopra l’integrazione di particolari equazioni differenziali del: secondo ordine » 
(st.). — 4. «Sopra una classe di equazioni differenziali lineari del secondo ordine » (st.). - 
5. «Sopra la somma di alcune serie » (st.). — 6. « Ricerche di calcolo delle variazioni » 
(ms.). — 7. « Alcune proprieta caratteristiche delle soluzioni delle equazioni lineari auto- 
aggiunte del terzo e quarto ordine» (ms.). — 8. «Una proprieta caratteristica delle 
equazioni autoaggiunte del terzo ordine» (ms.). — 9. «Alcune ricerche di geometria 


= AG 


analitica eseguite col metodo vettoriale » (ms.). — 10. «Geometria pratica » (st.). — II. 
« Algebra » (st.). 

5. DA R10s SANTE LUIGI. — 1. «Sui vortici gobbi indeformabili » (st.). - 2. «An- 
cora sugli anelli vorticosi rotanti» (st.). — 3. « Fili elastici, vortici piani indeformabili 
e filoni fluviali» (ms.).— 4. «Cilindri rotori autorotanti » (st.) — 5. «Conservazione ener- 
getica e risucchio in idroaeronavigazione» (st.). — 6. «Sulla sistemazione dei fiumi» (st.). 


6. GILIBERTO ORAZIO. — 1. «Le aliperboli ed un nuovo metodo geometrico per 
costruire I’nsima parte di un angolo dato » (ms.). 

7. GIUGA GIUSEPPE. — 1. «Nota sulla moltiplicazione e sulla divisione dei polli- 
nomi» (ms). 

8. Lo Vor ANTONINO. — 1. «Sullo scioglimento della torsione superficiale alge- 
brica » (ms.). — 2. « Errata—corrige della memoria ‘‘ ntorno alla costruzione delle matrici 
di Riemann e delle loro moltiplicazioni complesse ’’». (st.). — 3. «Sui sistemi associati di 


cicli lineari ecc. » (st.). — 4. «Sui cicli lineari di una superficie algebrica dotata di tor- 
sione » (st.). — 5. « Intorno alle trasformazioni birazionaii in sé di una varieta abeliana 
ecc. » (st.). — 6. «La continuita e i numeri reali» (st.). —- 7. «Conferenza in occasione 
della incoronazione della Madonna del Balzo » (st.). 

9g. PADOA ALESSANDRO. — I. «Un antico problema insidioso » (st.). — 2. «Le unita 
frazionarie » (st. e ms.). — 3. « L’aritmetica unificata deduttivamente » (ms.). 

10. ToccuH! Luici. — 1. «Sui problemi di analisi indeterminata » (st.). — 2. «So- 
pra alcune conseguenze di un noto teorema» (st.). — 3. «Sul problema delle lamine 
vibranti» (ms.). 


PREMIO MINISTERIALE PER LE SCJENZE FISICHE 


(Scadenza 30 dicembre 1933 - Premio lire 4.000). 


I. BELLIA CONCETTC. — 1. «Sulla pressione di radiazione per rifrazione » (st.). — 
2. « Influenza della pressione sui fenomeni galvano—magnetici » (st.). 
2. BERNINI ARCIERO. — 1. « Teorie moderne e nuove esperienze sulle trombe acu- 


stiche » (st.). — 2. « Ricerche sui microfoni a carbone per differenti pressioni dell’am- 
biente » (st.). — 3. «Sulla possibilita di estensione del campo di analisi della acuita udi- 
tiva per diverse intensita a mezzo dell’elettrofonometro per tutte le frequenze » (st.). — 
4. «Sopra alcune questioni riguardanti l’impiego di artiglieria e mezzi ausiliari nella 
difesa attiva contro aerei » (st.). — 5. «Il principio di Nernst dopo un quarto di secolo 
dalla sua scoperta » (st.). — 6. « Ricerche sulla sensibilita dell’orecchio per le variazioni 
della intensita energetica a mezzo dell’elettrofonometro per tutte le frequenze » (ms.). — 
7. «Esame acumetrico in patologia auricolare a mezzo dell’elettrofonometro Bernini » 
(st.). — 8. «Nozioni di acustica ed applicazioni alla guerra » (st.). 

3. FADDA PASQUALINO. — 1. «Effetto Raman degli ioni SO; — ed SO;_~ e 
dissociazione elettrolitica degli acidi solforico e solforoso» (st.). = 2. «Sull’esistenza 
del sale NAHSO, in soluzione » (st.). — 3. Recensione di Brunetti, L’atomo e le sue 
variazioni (st.). — 4. « Effetto Raman dei vetri d’ottica » (st.). 

4. LUGINBUHL EROS. — 1. « Trattato di fisica » (st.). 


5. PADOA ALESSANDRO. — 1. «I principii della meccanica ricostruiti deduttiva- 
mente» (ms.). 
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PREMIO MINISTERIALE PER LE SC/JENZE CHIMICHE 
(Scadenza 30 dicembre 1933 - Premio lire 4-000), 


I, ANGIOLANI ARGEO. — 1. « Trattato di chimica » (st.). 

2. CAMPISI CARMELO. — 1. «La rancidita dell’olio di oliva » (st.). — 2. «La Malva- 
sia. La pianta, il frutto, il vino » (ms.). 

3. PIERI MARIO. — 1. « Alluminio e sua cromatura elettrolitica » (ms.). 


PREMIO MINISTERIALE PER LE SCJENZE NATURALI 
(Scadenza 30 dicembre 1933 - Premio lire 4.000). 


I. CALESTANI VITTORIO. — 1. «Come si studiano le piante » (st.). — 2. «Le ori- 
gini e la classificazione delle angiosperme » (st.). — 3. « Note sulla disseminazione delle 
piante » (st.). 

2. DALLA FIOR GIUSEPPE. — 1. «Analisi polliniche di torbe e depositi lacustri 
della Venezia Tridentina » (st.). — 2. «Analisi polliniche di torbe e depositi lacustri 
della Venezia Tridentina. Torbe del Renon » (st.). — 3. «Id. Le argille interglaciali alle 
“Fornaci”’ di Civezzano » (st.). — 4. «Id, Depositi torbosi dell’alto Isarco. La tor- 
biera di Stilves » (ms.). 

3. FENOGLIO MASSIMO. — 1. «Studi petrografici sulla zona del Canavese. Gabbri 
anfibolici, Lherzoliti e Serpentine » (st.). — 2 .« Sulla lansfordite delle miniere di Cogne 
in Val d’Aosta » (st.). — 3. «Sulla struttura cristallina della Zaratite » (st.). 

4. MARTELLI VALENTINO. — 1. «Riflettere!» (ms.). — 2. « Polemica sui cristalli » 
(ms.). — 3. « L’enciclopedia italiana di scienze, lettere ed arti» (ms.) — 4. «Il vocabo- 
lario della lingua italiana del prof. Nicola Zingarelli» (ms.). — 5. « Libri di testo » (ms.). 
— 6. « Pedanterie grammaticali » (st.). — 7. « Per la lingua nostra » (ms.). — 8. « L’inse- 
gnamento delle lingue moderne nelle scuole medie » (st.). — 9. « Libri di Stato » (ms.). — 
— Io. « Travestimenti » (st.). — 11. « Esami di Stato » (st.). — 12. «Qui pro quo » (st.). — 
13. «Giacomo Leopardi “ cor sincerum ”’» (st.). — 14. « Divagazioni letterarie. Pro mini- 
mis » (st.). — 15. « Pedanterie cristallografiche » (st.). — 16. « Pedanterie cosmografiche » 
(st.). - 17. « Le piante e gli animali» (ms.). — 18. « Il concetto della specie nelle piante 
e negli animali » (ms.). — 19. « L’origine degli esseri viventi » (ms.). — 20. « Gli alimenti » 
(ms.). — 21. « L’assorbimento » (ms.). — 22. «I cristalli emiedrici » (ms.). — 23. «Le illu- 
sioni della geografia » (st.). - 24. « Pedanterie geografiche » (st.). — 25. « I] corso del sole 
nel cielo » (ms.). — 26. « La sensibilita dell’uomo e degli animali » (ms.). — 27. « La sensi- 
bilita delle piante » (ms.). — 28. «La massa di un corpo » (ms.). — 29. « Dizionario enci- 
clopedico, ortoepico, etimologico, poliglotta » (ms.). — 30. «Gli elementi della chimica 
per le scuole medie » (ms.). 

5. MOLA PASQUALE. — I. « Vermes » (ms.). — 2. « I nostri paesaggi e 1 nostri centri 
pescherecci: Alghero, La costa orientale della Sardegna, Castelsardo, Cagliari, Porto- 
torres, Bosa, Oristano, Terranova Pausania, La Maddalena e il suo arcipelago, Carlo- 
forte, S. Antioco e Calasetta, S. Teresa Gallura, Stintino, Sardegna » (st., ms., tavole). 

6. MorETTI GIULIO. — 1. «Contributo alla conoscenza dei chironomidi italiani » 
(st.). - 2. «Chironomidi italiani. Chzronomus Thumm Kief. » (st.). — 3. « Larve di chiro- 
nomidae raccolte a Murzuk » (st.). — 4. «Nuovo materiale per lo studio dei chirono- 
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midi italiani » (st.). — 5. « Alcune osservazioni sul muscolo plantare gracile dell’uomo » 
(st.). — 6. «Chironomidi italiani: S.G. Prodiamesa » (st.). — 7. «Il valore nutritivo del- 
VHelix pomatia » (ms.). 

7. NANGERONI L. GIUSEPPE. — I. « Osservazioni sulla tettonica delle Alpi Orobie 
Orientali » (st.) — 2. «La morfologia dei Monti di Val Malenco in rapporto alla struttura 
geolitologica » (st.). — 3. « Relazione della campagna glaciologica del 1931 » (st.). -— 4. « Re- 
lazione della campagna glaciologica del 1932 » (st.).- 5. « Note antropogeografiche sulla 
Valle del fiume Dezzo » (st.). 6.— « L’escursione geografica interuniversitaria 1932 » (st.). 
7. «La forma delle Montagne Alpine » (st.). — 8. «La settima escursione geografica 
interuniversitaria » (st.). — 9. «La valle del Braulio — Osservazioni geomorfologiche » 
(st.). — 10. «Carta geognostico-geologica della provincia di Varese con uno studio su 
la geologia, le rocce e le forme del terreno della regione Varesina » (st.).-— 11. « La strut- 
tura geologica del territorio della Provincia di Varese » (st.). — 12. « I] glacialismo attuale 
dell’Alta Valtellina » (st.). — 13. «Il glacialismo attuale delle Alpi Orobie » (st.). — 14. 
«Lo spopolamento montano nella Valle Gran S. Bernardo, Valpelline, Valtournanche, 
Val Gressoney, Val Chiusella » (st.). — 15. « Rilievi geografici sul conflitto Bolivia—Para- 
guay » (st.). — 16. «Considerazioni sulla viticultura nella Val Sugana e nella Mosella 
(Metz) » (st.). - 17. «Lo spopolamento del Trentino Orientale (Val Sugana Perginese, 
Val della Fersina, Pine, Altopiano di Lavarone, Folgaria)» (ms.). — 18. « Proposte 
pratiche per ottenere dai censimenti generali italiani elementi sicuri sulla distribuzione 
della popolazione agglomerata e sparsa» (ms.). — 19. «Relazione sulla campagna 
glaciologica 1933» (ms.). 

8. PIERSANTI CARLO. — 1. «La fauna malacologica della Valle Esina » (st.). — 2. 
«Intorno alla revisione sistematica delle specie italiane del genere Anodonta » (st.). — 
3. «Nota su un caso di conchiglia scalare di ‘‘ Helix pomatia L.”’ rinvenuta a Cadine 
(Trento) ed ipotesi sulla genesi di tale anomalia » (st.). 

g. PozzA FRANCESCO. — 1. « Nozioni sui funghi » (st.). 

10. PROVASI TIZIANO. — 1. «Contributo alla conoscenza del carpostegio nelle 
Labiate » (st.). 

II. SANTARELLI ENRICO. — 1. «Contribuzione alla flora algologica del mare Adria- 
tico » (st.). — 2. «Contribuzione alla flora briologica delle Alpi Apuane » (st.). — 3. « Ri- 
lievi fitogeografici sulla diffusione del Nerium Oleander L. sul litorale del Golfo di Ta- 
ranto » (st.). 

12. ZANONI GIUSEPPINA. — I. « Ricerche sulle correlazioni fisiologiche nelle piante 
superiori » (st.). — 2. « Ancora sui fenomeni di correlazione nelle piante superior » (st.). - 
3. «Sui fenomeni di correlazione sessuale nelle piante superiori » (Nota I e II) (st.). - 
4. «Problemi fisiomorfologici del sacco vitellino degli uccelli studiato con laluce di Wood» 
(st.). — 5. «Ulteriori contributi alle correlazioni dovute agli elementi riproduttivi del 
fiore » (Nota I e II) (ms.). 


PREMIO MINISTERIALE (ISTRUZIONE NAUTICA) 
PER LE SCIENZE FISICHE E CHIMICHE 


(Scadenza 31 dicembre 1933 - Premio lire 5.000). 


r. ALBIN ADRIANO, — I. « Descrizione di un apparecchio per ricerche gravimetriche 
ideato dall’autore» (ms.). — 2. «Comportamento degli isolanti in carta» (st.). - 3. 
« L’alimentazione in corrente alternata dei ricevitori radio » (st.). — 4. «Un faradimetro 
di nuovo modello » (ms.). — 5. « L’elettrotecnica nei suoi principii scientifici e nelle sue 
pratiche applicazioni » (st.). — 6. « Radiotelegrafia » (ms.). — 7. «I disturbi nella rice- 
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zione r. t. e loro eliminazione » (ms.). — 8. «Carica delle batterie di accumulatori con 
gli elementi ad ossido di rame » (ms.). 
2. PARODI ROBERTO. — 1. «La dispersione elettrica delle punte » (st.). — 2. «Una 


esperienza didattica sulla dinamica dei corpi girevoli attorno ad un asse » (st.). — 3. « Fi- 
sica e Conoscenza » (st.). — 4. «Il ‘ fotoperigrafo ”? nuovo apparecchio fotografico pano- 
ramico » (st.). — 5. «Correnti ricavate da un disco elettrizzato ruotante » (st.). — 6. 
« Azione fra quanti di luce ed elettroni di conduzione » (ms.). — 7. « Esperienze sulla 
captazione della elettricita atmosferica » (ms.). 

3. PLATANIA GIOVANNI. — 1. «Il barometro e la navigazione » (st.). — 2. «Con- 
tributo allo studio del clima dei Campi Flegrei » (st.). — 3. « Gli aloni osservati nel 1928 
in Napoli» (st.). — 4. «La trasparenza del mare da alta quota » (st.). — 5. «I lago di 
Averno e gli altri laghi Flegrei » (st.). — 6. «La trasparenza del mare e la visibilita da 
alta quota» (st.). — 7. « Ricerche geofisiche sul lago d’Averno » (st.). — 8. « Alcune 
considerazioni sul bradisisma flegreo » (st.). — 9. «La previsione del tempo e la naviga- 
zione marittima » (st.). — 10. « Trasparenza del mare e visibilita da alta quota » (st.). — 
11. «Osservazioni di aloni in Napoli nel decennio 1922-1931 » (st.). — 12. Voci svolte 
per Enciclopedia Italiana (ms.). — 13. « Radioattivita di alcune sorgenti termali di 
Lacco Ameno (Isola d’ Ischia) ». — 14. «La superficie di visibilita del mare da alta 


quota» (ms.). 


PREMIO DELLA COMPAGNIA DI ASSICURAZIONE DI MILANO 
PER LAVORI DI CALCOLO DELLE PROBABILITA, 
STATISTICA MATEMATICA E SUE APPLICAZIONI 
ALLE SCIENZE FISICHE E NATURALI 


(Scadenza 31 dicembre 1933 — Premio lire 10.000). 


I. DE FINETTI BRUNO. — 1. «Sui passaggi al limite nel calcolo delle probabi- 
lita » (st.). — 2. «Calcolo della differenza media » (st.). — 3. «Sulla proprieta conglo- 
merativa delle probabilita subordinate » (st.). - 4. «A proposito dell’estensione del 
teorema delle probabilita totali alle classi numerabili » (st.). — 5. «Le funzioni caratte- 
ristiche di legge istantanea» (st.). — 6. « Problemi determinati e indeterminati nel 
calcolo delle probabilita » (st.). — 7. « Fondamenti logici del ragionamento probabi- 
listico » (st.). — 8. «Ancora sull’estensione alle classi numerabili del teorema delle 
probabilita totali» (st.). — 9. « Funzione caratteristica di un fenomeno aleatorio » (st.). 
— yo. «Sulla determinazione dei parametri di una curva logistica » (st.). — II. «Sui 
metodi proposti per il calcolo della differenza media » (st.). = 12. « Probabilismo » (st.), 
— 13. «Sul concetto di media » (st.). — 14. «Sul significato soggettivo della probabi- 
lita» (st.). — 15. «Sui fondamenti logici del ragionamento probabilistico » (st.). = 16. 
« Le leggi differenziali e la rinuncia al determinismo » (st.). —17.«Le funziomi caratteri- 
stiche di legge istantanea dotate di valori eccezionali » (st). = 18. « Probabilita fuori 
dagli schemi di urne » (st.). — 19. « Sulla legge di probabilita degli ot » (st.). — 20. 
« A proposito di un caso limite della legge di Makeham » (st.). ‘ 21. « IE, optimum nella 
misura del riscatto » (st.). — 22. «Sull’approssimazione empirica di una legge di pro- 
pabilita » (st.). — 23. «Classi di numeri aleatori equivalenti » (ms.). — 24. «La legge 
dei grandi numeri nel caso dei numeri aleatori equivalenti » (ms.). = 25. « Sulla legge di 
disttibuzione dei valori in una successione di numeri aleatori equivalenti» (ms.). 
26. « Indipendenza stocastica ed equivalenza stocastica » Cee 27. «Sul concetto di 
probabilita » (st.). — 28. «Il “ beneficio operazioni chirurgiche » (ms.). 

2. PADALINO FRANCESCO. — «Delle probabilita plurisimmetriche » (ms.). 


== ASO 


3. TIRELLI MARIO. — 1. « Analisi biometrica dei gruppi sistematici» (st.). - 
2. «Analisi biometrica dei gruppi sistematici. Nota 11, Seriazioni bimodali» (st.). — 
3. «Una base biometrica degli studi sistematici» (st.). — 4. « Basi biometriche degli 
studi sistematici » (st.). — 5. « Applicazione di metodi biometrici alla Sistematica » (st.). 
— 6. «Applicazione di metodi biometrici alla Sistematica» (st., altra redazione). — 
7. «L’influenza dell’ambiente sul meccanismo evolutivo, studiata attraverso le curve 
di frequenza sistematica » (st.), — 8. «La tendenza evolutiva degli organismi studiata 
attraverso le curve di frequenza sistematica » (st.). — 9. «Le combinazioni dei sessi 
nelle covate dei mammiferi pluripari. (La compensazione dei sessi). » (st.). —.10. « L’in- 
dice di dispersione dei sessi nelle covate di mammiferi pluripari e suoi rapporti con la 
mortalita prenatale » (st.). — 11. «L’influenza delle mortalita prenatale sulla compen- 
sazione dei sessi nelle covate dei mammiferi pluripari » (st.). 


PREMIO DELL’ ISTITUZIONE MORELLI DI BERGAMO 
PER IL TRIENNIO 1931-33 


(Scadenza 31 maggio 1933 - Premio lire 10.000). 


1. Brancut Eucenio. — 1. «Elementi per lo studio idrologico del bacino del fiume 
Tenna » (st.). - 2. «Gli elettro magneti, Alcune considerazioni sul calcolo e la costru- 
zione » (st.). - 3. «Comandi elettrici a distanza » (st.). 

2, CossaLi CESARE. — I. «Sulla attivita fagocitaria delle cellule giganti di Bizzoz- 
zero» (st.). — 2. « Sulle piastrine del sangue degli uccelli » (st.). - 3. «Sur les plaquettes du 
sang des oiseaux» (st.). - 4. «Sulla bartonellosi dei ratti smilzati» (st.). — 5. «Su alcuni 
nuovi procedimenti per la siero-diagnosi della tubercolosi » (st.). - 6. « L’ infezione da barto- 
nelle nei ratti bianchi» (st.). - 7. «Risultati a distanza della tonsillectomia, in alcune af- 
fezioni della medicina interna » (st., in collab.). — 8. « Metastasi gastrica ulcerata da neo- 
plasia primitiva del fegato » (st., in collab.). - 9. « Rilievi chimici ed anatomo-patologici 
su alcuni casi di ittero emolitico » (st., in collab.), 

3. Gavazzent Mauro. — 1. cll filtrato glomerulare nello studio delle funzioni renali 
in condizioni patologiche » (st). - 2. « Osservazioni sui leucociti sudanofili » (st). — 3. « Non 
comune reperto di cisti da echinococco del fegato calcificata». - 4. «Su di un caso di 


fistola gastro-colica (diagnosi radiologica) » (st.). - 5. «Alcaptonuria e idrati di car- 
bonio » (st.). - 6. « Ormoni e funzione renale (con riferimenti al diabete insipido) » (st.). - 
7. «Filtrato glomerulare e diuretici» (st.). - 8. «Contributo allo studio della “ grande 


eosinofilia sanguigna ” » (st.). -— 9. « Ricerche sull’ematinemia. I suoi rapporti col ricambio 
emoglobinico ecc.» (st.). - 10. «I leucociti neutrofili con granulazioni tossiche nel tifo addomi- 
minale » (st.). - 11. «Le sindromi neuro-leucemiche (st.). - 12. «Ormone retroipofisario 
e-funzionalita gastrica» (st.). - 13. «Le emazie con sostanza granulo-filamentosa o reti- 
culociti » (st.). - 14. «La lipemia nelle splenomegalie » (st.). - 15. « La funzionalita renale 
col metodo di Rehberg. Considerazioni generali e suo comportamento di fronte a sostanze 
vasomotorie » (st.). — 16. « La funzionalita esocrina del pancreas nelle splenomegalie» (ms.). 
~ 17. «Lo xilosio applicato allo studio delle funzioni renali » (st.). - 18. «Sindromi emor- 
ragiche ed anemiche della nefrite cronica » (ms.). 

4. Patent ANDREA. — 1. «Lingottiere » (ms. e tavv.), - 2. «Impianto per il craking 
del petrolio con processo Dubb» (ms. e tavv.). — 3. «Studi sul solfuro di cadmio » (ms.), 
— 4. «Appunti sull’estrazione di olii dalle sanse mediante solventi e raffinazione degli olii 
stessi » (ms.). — 5. « Applicazione del metodo grafico di determinazione dello spigolo del 
parallelepipedo elementare al fotogramma diDebye dello arseno-wolframato di potassa » (ms.), 
— 6. « Decantazione del carbone decolorante in miscela di olio e trielene» (ms.). — 7. « L’a- 
zione dell’acetone sul sistema colloidale olio-acqua-sapone. Applicazioni tecniche» (ms.), 
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PREMIO BATTISTA GRASS1 
PER LA PARASSITOLOGIA 


(Scadenza 31 dicembre 1933 — Premio lire 6.000 circa). 
I. CORRADETTI AUGUSTO. — 1. «Le reazioni di Henry nell’infezione malarica » 
(st.). — 2. «Condizioni ematiche di una popolazione malarica di zona iperendemica » 


(st.). — 3. «Sulle modificazioni delle larve di Aopheles in relazione col colore dell’am- 
biente » (st.). — 4. «Alcune osservazioni sulla biologia dell’Axopheles maculipennis » 
(st.). — 5. «Ricerche sulla biologia delle diverse razze di Anopheles maculipennis » 
(st.) — 6. « Ricerche sperimentali sui caratteri distintivi dell’A mopheles elutus » (st.). — 
7. «Sul comportamento sessuale dell’Anopheles maculipennis var. labranchiae » (st.). — 
8. «Sulla probabile natura protozoaria del Bacillus krusez, Laveran » (st.). — 9. «Sui 
Nyctertbiidae della Campagna Romana » (st.). — 10. « L’epatoterapia nell’anemia secon- 
daria sperimentale dei ratti albini » (st.). — 11. « Azione dell’estratto glicerico di fegato 
fresco nell’anemia secondaria sperimentale dei ratti albini» (st.). — 12. « Ricerche 
sull’azione delle opoterapie epatica e gastrica nell’anemia secondaria e sperimentale » 
(st.). — 13. «Le opoterapie epatica e gastrica nell’anemia secondaria sperimentale dei 
ratti albini » (st.). — 14. « La formula leucocitaria normale nei vari gruppi d’eta » (st.). — 
15. «La reazione nucleare di Feulgen sulle piastrine » (st.). — 16. «Comportamento 
delle granulazioni specifiche dei globuli bianchi e delle cellule del midollo osseo dopo 
immersione in soluzione normale di acido cloridrico » (st.). — 17. «Comportamento 
delle piastrine e dei megacariociti dopo prolungata immersione in soluzione normale 
d’acido cloridrico » (st.) — 18. «Sul particolare comportamento microchimico di alcune 


cellule spleniche di gatto » (st.). — 19. « Variazioni nella durata della vita larvale di 
Rana esculenta in relazione col colore dell’ambiente » (st.). 
2. LEINATI LUIGI. — 1. «Contributo alla conoscenza delle lesioni anatomiche 


provocate dallo “‘ Eustrongylus gigas ”’ (Dies) » (st.). — 2. « Endoparassitismo da Acari 
(Gamasidi) in una foca del Mediterraneo » (st., in collab.). — 3. «Un caso di distomatosi 
epatica nel cane da Metorchis truncatus (Rud.).» (st.). — 4. «Le lesioni aortiche da 
Spiroptera sanguinolenta (Rud.) nel cane » (st.). 

3. PENSO GIUSEPPE. — 1. «Sul ciclo di sviluppo del ‘‘ Trypanosoma gambiense ” 
negli ospiti vertebrati» (st.). — 2. «I concimi chimici nella profilassi dell’Anchilosto- 
miasi nelle campagne » (st.). — 3. «La cura delle Teniasi» (st.). — 4. «Sull’azione 
emolitica dell’Ascaris lumbricoides » (st.). — 5. «Le cisti del ‘“‘ Trichomonas intesti- 
nalis ”’ (st.). — 6. «L’Entamoeba vesicalis (Penso) » (st.) — 7. «Nouvelles considéra- 
tions sur la biologie des Oxyures » (st.). — 8. « Vegetarismo o creafagia ? (Considera- 
zioni di un parassitologo) » (st.). — 9. «La protezione—difesa del suolo contro l’Anchilo- 
stomiasi» (st.). — 10. «La calciocianamide nella profilassi delle Strongilosi del be- 


stiame » (st.). 


PREMIO CARPI PER LE SCIENZE BIOLOGICHE 
(Scadenza 31 dicembre 1933 — Premio lire 1500). 


1. MANUNTA CARMELA, — « Ricerche biochimiche su due lepidotteri. La tignuola 
degli alveari, Galleria mellonella e il bombice del gelso, Bombyx mori » (ms.). 

2. SAVIANO MARIO. — «Ormone follicolare e coagulazione del sangue» (ms.). 

3. TIRELLI MARIO. — «Nuova applicazione della biometria allo studio della 
omogeneita, della distribuzione e della evoluzione dei gruppi sistematici» (ms.). 
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DELLE SSEDUTE 


DELLA REALE ACCADEMIA NAZIONALE 
DEieLIil@r | 


Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali 


Seduta dell’8 aprile 1934 (Anno XII) 


Presidenza del Socio anziano sen. prof. G. MARCHIAFAVA. 


MEMORIE SE NOE Diesel 


Chimica. — Nuovi metodi per separare Vacqua pesante H,O 
dall'acqua comune H,O. Nota™ del Socio G. Bruni e di M. 
STRADA “. ; 


Nella seduta del 7 gennaio u. s. uno di noi (Bruni) presentava un 
plico suggellato %) contenente una sua Nota preliminare avente il titolo 
sopra riportato. Altro plico suggellato contenente una seconda Nota preli- 
minare fu presentato da noi nella seduta del 4 febbraio u. s.“). Aperti 
questi due plichi nella seduta dell’8 aprile, se ne pubblica in appresso il 
contenuto testuale, con una appendice contenente alcuni commenti e brevi 
notizie su alcune esperienze compiute dopo la presentazione dei due plichi. 


1. Nota del 7 gennaio (G. Bruni). 
Accanto al metodo elettrolitico, il pit largamente usato finora ed il 
pir proficuo, per la separazione delle due specie di acqua, altri metodi furono 
tentati o preconizzati, basati sulle differenze di certe loro proprieta fisiche. 


(1) La presente Nota, presentata nella seduta dell’8 aprile 1934, fu inviata dal Socio 
Bruni insieme con una lettera, di cui fu data comunicazione alla Classe, nella quale pre- 
gava la Presidenza di voler procedere all’apertura dei due plichi suggellati da lui inviati 
all’Accademia e presentati nelle sedute del 7 gennaio e 4 febbraio 1934, ¢ di voler verifi- 
care che i testi dei due plichi corrispondevano esattamente al testo della Nota. Come risulta 
dal verbale della seduta dell’8 aprile: «II Presidente, fatta constatare ai presenti l’integrita 
dei suggelli dei due plichi, procedé all’apertura di essi; quindi i Soci Millosevich e Puc- 
cianti collazionarono i testi dei due plichi col testo della Nota inviata, facendone consta- 
tare ai Colleghi l’assoluta identita ». 

(2) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica Generale del R. Politecnico di Milano. 

(3) Vedi questi « Rendiconti», 19, p. 61. 

(4) Vedi questi «Rendiconti», ry, p. 191. 
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geet by Laer 

Cosi G. N. Lewis e R. E. Cornish («Journ. Am. Chem. Soc.», ys, 2616, 
giugno 1933) annunziarono di avere ottenuto apprezzabili differenze di 
densiti per distillazione frazionata impiegando una colonna di circa 6 m. 
di altezza. Tuttavia, data la piccola differenza dei due punti di ebollizione 
(1°, 42), & prevedibile che tale frazionamento sia eccessivamente scarso e 
lento. A questa conclusione giungono Lewis e Cornish anche dai loro calcoli 
sulle tensioni di vapore e prevedono un esito pi favorevole da distillazioni 
a pressione ridotta che dichiarano di aver iniziato. 

Finora non mi risulta che nulla sia stato pubblicato di nuovo. 

Anche Ja diffusione frazionata del vapor d’acqua € stata proposta, ma 
la differenza fra le radici quadrate dei due pesi molecolari arriva appena 
a 6°/, e non lascia prevedere risultati notevoli. 

Non mi risulta che sia finora stato proposto fra i metodi di fraziona- 
mento quello del congelamento frazionato, che mi pare possa presentare 
prospettive pil. favorevoli. 

Infatti secondo G. N. Lewis e R. T. Macdonald («Journ. Am. Chem. 
Soc.», 55, 3058, luglio 1933) il punto di congelamento dell’acqua pesante 
é + 3°, 8. 

E da presumersi che le due acque diano soluzioni solide in tutti i 
rapporti e che il diagramma di congelamento delle loro miscele binarie 
sia quello rappresentato nella figura (Tipo I di Roozeboom). Cio € pro- 
babile anche per il fatto che ’atomo H? non dovrebbe mostrare nei reti- 
coli cristallini un diametro sensibilmente superiore a quello di H', dato che 
questo & determinato sostanzialmente non dal nucleo ma dall’elettrone 
esterno. Inoltre le dimensioni del reticolato del ghiaccio sono determinate 
dagli atomi d’ossigeno e non da quelli didrogeno. 
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Se il diagramma di congelamento & quello supposto, un’acqua mista 
della composizione a deve per incipiente congelamento separare cristalli della 


ks 2S es 
composizione 6, ossia pi ricchi in H;O. Asportati questi primi cristalli, 
fusi e riportati a congelare in b’, debbono dare cristalli della composizione c, 
ossia piu ricchi ancora in H3O e cosi via. 

La misura di tale separazione, e quindi la velocita possibile del metodo, 
dipende dalla distanza fra le due curve del liquido e del solido, che non 
© prevedibile a@ priori. 

Se il diagramma di congelamento fosse di tipo diverso, p. es. con 
minimo, la separazione sarebbe pit difficile e forse praticamente impossibile, 
ma per le ragioni anzidette ¢ lecito presumere che cio non sia. 

Una difficolta pratica potra nascere dal fatto ben noto che una massa 
d’acqua raffreddata dall’esterno tende a congelare sulle pareti del recipiente 
dando una crosta di ghiaccio, e cid anche quando si agiti. Cid non permet- 
terebbe una separazione apprezzabile perché darebbe un congelamento totale 
o quasi dello strato locale. 

Bisognera quindi provocare la formazione di cristalli numerosi e minuti 
in tutta la massa dell’acqua. Si pud ottenere questo facendo uso di solu- 
zioni acquose di certe sostanze, p. es. urea, che mostrano appunto questo 
comportamento nel congelare. 

Sto iniziando esperienze nel senso suindicato. 

Un altro metodo che si pud pensare possa condurre ad un fraziona- 
mento é quello della combinazione dell’acqua con certi sali anidri per dare 
idrati. 

Preparando una soluzione di un sale capace di dare idrati, satura ad 
alta temperatura, si potra portarla a temperatura pit’ bassa ed asportare i 
primi cristalli di idrato separati; poi portarla a temperatura piu. bassa ancora 
o lasciarla a sé per tempo pil lungo fino a far rapprendere la quasi tota- 
lith e decantare lultima frazione di acqua madre rimasta. Infine, distillati 
i primi cristalli e ’acqua madre, si potra ripetere il processo successiva- 
mente sulle frazioni di testa e di coda. 

Anche in questo senso si stanno iniziando ricerche. 

Naturalmente la eventuale presenza di acqua H'H?O complicherebbe 
i fenomeni, ma probabilmente non impedirebbe il frazionamento. 


Il. Nota del 4 febbraio (G. Bruni e M. Strada). 

Secondo quanto fu annunziato nella prima Nota preliminare presentata 
da uno di noi, furono eseguite esperienze per vedere se si potesse ottenere 
un arricchimento in acqua pesante mediante congelamento di acqua comune. 

Per poter ottenere ghiaccio in cristalli minuti atti a poter essere fa- 
cilmente separati, si fecero congelare soluzioni di cloruro sodico al 6 °/o, 
il cui punto di congelamento é — 3°,5. Il bagno frigorifero veniva tenuto 
Aacifca = tO" 

I cristalli separati venivano rifusi, una porzione di essi veniva distil- 
lata per quattro volte successive in apparecchio di quarzo e se ne determi- 
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nava la densita in confronto ogni volta con acqua comune distillata allo 
stesso modo. Dalla differenza di densita si calcolava il contenuto di H2O; 
tenendo come densita di quest’ultima il valore 1, 1006 dato da Lewis e 
Mac Donald. 

In una prima serie preliminare si parti da 150 litri di acqua su cui 
si eseguirono successivamente quattro congelamenti parziali separando ogni 
volta un decimo della massa presente sotto forma di ghiaccio. I 15 cm} 
risultanti dal quarto congelamento mostrarono un contenuto di 1,6 per 
mille in HO, ossia un arricchimento di 8 volte rispetto al contenuto di 
0,2 per mille generalmente ammesso per l’acqua comune. 

Dopo cio si esegui una serie pill’ in grande partendo da 1500 litri di 
acqua, separando ad ogni operazione circa un quinto della massa presente 
sotto forma di ghiaccio. Si poterono cosi fare sette cristallizzazioni che 
diedero i seguenti risultati : 


Esperienza Peso dacqua Contenuto di HO 
gr. per mille 
O 1.500.000 0,2 
I 310.000 — 
2 62.000 0535 
3 12.000 0,75 
4 2.580 1,0 
5 530 1,45 
6 108 1,8 
7 21 ao] 


Si € cosi arrivati ad un arricchimento di quasi 20 volte. 

Le esperienze vengono proseguite frazionando a questo modo acque 
contenenti circa 2 per mille di HO provenienti da celle elettrolitiche e da 
accumulatori funzionanti da vari anni. 

I particolari sperimentali verranno poi descritti in una successiva comu- 
nicazione. 

Si stanno anche eseguendo prove su acque naturali provenienti da neve 
soggetta per lungo tempo a sgeli e rigeli ripetuti nonché da diverse parti 
di ghiacciai alpini. 

Rispondendo al concetto esposto da uno di noi nella prima Nota preli- 
minare circa la possibilita di effettuare una separazione mediante la forma- 
zione di idrati salini, si iniziano prove su acqua proveniente dalla disidratazione 
di minerali salini idrati, p. es. di carnallite Mg Cl, KCl, 6H,O e di tachi- 
drtesCaCly aM a2 H.Oe 


III. Nuove esperienze e commenti (G. Bruni e M. Strada). 
Una nuova serie di congelamenti frazionati fu eseguita partendo da 
4000 litri di acqua comune ed operando come la prima volta, salvo che 


= 
si raccoglieva ogni volta circa un quarto della massa come ghiaccio, anziché 
un quinto. Si poterono cosi fare nove cristallizzazioni arrivando nell’ultima 
a 24 cm} la cui densita corrisponde a 4,14 per mille di D,O@. 

Ottenemmo poi dalla liberalita della Societa Montecatini, che viva- 
mente ringraziamo, circa 220 litri di soluzione di potassa caustica prove- 
niente da celle dell’impianto elettrolitico di Mas (Belluno) che avevano 
funzionato ininterrottamente per oltre 5 anni. Con ripetute distillazioni e 
purificazioni se ne ottennero 180 litri di acqua la cui densita mostrava un 
contenuto di 1,43 per mille in D,O. Partendo da essi si esegui una nuova 
serie di congelamenti frazionati raccogliendo come ghiaccio ogni volta circa 
un quarto del totale; si arrivo cosi in sette cristallizzazioni a 16 cm3 di 
acqua che conteneva 6,27 per mille di acqua pesante, ossia ne era oltre 30 
volte pil ricca di quella comune. 

Si penso poi di eseguire misure di densita su campioni di neve che 
aveva subito molte e ripetute fusioni parziali e rigeli. Campioni_ prelevati 
da uno strato originariamente di oltre 30 cm. e ridotto dopo 45 giorni di 
sereno pressoché ininterrotto ad una piccola crosta di circa 2 cm. diedero 
densita corrispondente a 0,55 D,O, mentre un campione prelevato da un 
grosso mucchio diede cifre di pochissimo superiori alla normale. II nostro 
amico prof. G. Natta che ringraziamo, ci riferisce che analoghe misure 
eseguite a Pavia dal dott. G. Perroncito gli hanno dato risultati concordanti 
coi nostri. Quando la stagione sia pil. avanzata ci proponiamo di sperimen- 
tare su campioni di ghiaccio e di acque di fusione prelevati da vari punti 
di ghiacciai alpini. 

Di tutte le operazioni e misure su accennate e dei relativi particolari 
sperimentali verra dato ampio conto in pubblicazioni successive. 

La supposizione fatta da uno di noi che H,O e D,O diano soluzioni 
solide in tutti i rapporti con una curva continua di solidificazione é stata 
nel frattempo confermata da La Mer, Eichelberger e Urey ®. I loro risultati 
potrebbero a prima vista parere in una certa contraddizione coi nostri in 
quanto questi Autori riferiscono che le varie miscele si comportano nel 
congelamento «come se fossero. sostanze pure ». Ci riserviamo di chiarire 
le ragioni di questa apparente discrepanza. Notiamo subito che essi ope- 
rarono su una zona di concentrazioni di D,O lontano e di gran lunga piu 
elevata delle nostre ed inoltre che le differenze di punto di congelamento 
corrispondenti ai singoli stadii dei nostri frazionamenti sono sempre minime 
variando da pochi decimillesimi di grado ad un massimo di 0°, 0068. 


(1) Adottiamo per I’ isotopo dell’ idrogeno il simbolo D, Jasciando impregiudicata la 
questione del nome, se deuterio o diplogeno. Il valore 4,14 ¢ dedotto prendendo come den- 
sita del D,O il valore 1,11165 anziché quello 1.1056 usato in IJ. I valori dati in questa 
verrebbero quindi leggermente modificati, ma le differenze sono cosi lievi da non variare 
in nulla il risultato. 

(2) « Journ. Am. Chem. Soc.», 56, p. 248, gennaio 1934. 
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Passando ora al secondo metodo preconizzato nella prima Nota preli- 
minare ed alla sua forma di esecuzione prevista nell’ultimo periodo della 
seconda Nota, accenniamo che abbiamo eseguito misure di densita sull’acqua 
ottenuta per distillazione da idrati salini minerali, specie di quelli ottenuti 
per evaporazione di mari interni cominciando colla carnallite MgCl. KCl. 
6H,O. Si suppone che i cristalli grossi e isolati che si debbono essere 
separati per primi dalle soluzioni sature contengano pill acqua pesante e 
che la massa cristallina rappresasi dopo ne contenga meno, probabilmente 
poco pii che l’acqua normale per il solo effetto della evaporazione. Le 
esperienze hanno confermato questa ipotesi: da grossi cristalli di carnallite 
di Stassfurt e di Beienrode (Hannover) abbiamo avuto acqua contenente: 
2,333 2,983; 4,12 per mille D,O. Da masse cristalline in frammenti delle 
stesse localita risp. 0,27 e 0,29 per mille. 

Stiamo sperimentando su altri sali idrati e su tutte queste esperienze 
riferiremo diffusamente a parte. 


Chimica. — Sui complessi dei metalli della 1° serie di tran- 
sizione con il dipiridile e la fenantrolina“’. Nota® del Corrisp. 
L. Campi e di A. Cacnasso. 


Sono ben noti i complessi dei metalli della 1* serie di transizione, nelle 
forme bivalenti, con |’« , «-dipiridile e l’o-fenantrolina scoperti da F. Blau 
fin dal 1898. Essi presentano comportamento di complessi tipici ad elevata 
stabilita in molteplici casi, evidentemente in dipendenza dalla struttura poli- 
polare della catena azotata 


anN= (=¢=n= 
el 


come ¢ gia stato rilevato da L. Cambi(). Recentemente P. Pfeiffer e Fr. Tap- 
permann “) ne hanno nuovamente illustrato i tipi di coordinazione, il grado 
di idratazione e la struttura possibile degli idrati. 

Interessa premettere a quanto esporremo che il tipo di coordinazione 
non € unico, come del resto si verifica in molteplici serie di complessi dei 
metalli bivalenti. Mentre appare la struttura tri—dipiridilica per Fe?+, illu- 
strata da A. Werner con la separazione degli antipodi ottici, in Mn?+, 
Co?+, Ni?+, Cu?+ si manifesta predominante il tipo di-dipiridilico (caso 


(1) Lavoro eseguito presso I’Istituto di Chimica Industriale della R. Universita di 
Milano. 

(2) Presentata nella seduta del 18 marzo 1934. 

(3) «Gazz. Chimica», 63, 1933, 768. 

(4) «Zeit. anorg. allg. Chem.», 215, 1933, 273. 


crac Pie aes 
Mn2+, Cu?+) od intervengono entrambe le forme di coordinazione (caso 
Commence ): 

Carattere generale é per contro l’elevata stabilita dei sali a metallo bi- 
valente, rispetto a quelli con valenza superiore. Dalle nostre indagini risulta 
che i derivati da Mn?+ e Co?+ resistono ad ossidanti anche energici, e non 
ci é stato possibile riconoscere la formazione di complessi recanti il metallo 
a valenza pit elevata. Dallo stesso Blau venne notata l’alta instabilita delle 
forme Fe3+, gia posta da L. Cambi in relazione col raggio dell’ione me- 
tallico. Il minor raggio degli ioni a valenza superiore appare in generale 
non consentire la formazione del complesso eterociclico metallico pentaato- 
mico, per lo meno in diversi casi in cui intervengono le catene del tipo 
ricordato —N=C—C=N—. Risulta cioé come una rigidita delle catene 


oe | 


alla deformazione o contrazione necessarie per conseguire la struttura ste- 
rica del complesso. 

I dati pia recenti confermano ed illustrano i rapporti fra i raggi ionici 
che discutiamo ©): 


Mn?+ 0,91 A > Teer nO. 3 A remot 0,02 A : 
Nits Oss aay Gre 0,67) 5 (Gol Oa 
Wi 0,94, > Gs Gut 0,94». 


L’intervento del raggio dell’ione, quale determinante la stabilita, porta 
a supporre la persistenza dell’atomo metallico stesso nello stato elettronico 
dell’ione, in seno ai complessi che consideriamo. Si accorda con questa 
deduzione il fatto che, eccettuati quelli derivati da Fe? +, i complessi fe- 
nantrolinici e dipiridilici della 1* serie di transizione presentano suscettibi- 
lita magnetica coincidente, e comunque con valori molto vicini a quella 
dei sali di I° ordine, come era gid stato verificato da L. Cambi per Ni’ * ©), 
e come risulta dalle nuove misure che riportiamo nella tabella e nel dia- 
gramma che seguono “. 

I complessi in questione, nei casi di Mn?+, Co?+, Ni?+, apparten- 
gono cioé a quella classe in cui devono escludersi valenze coordinative con 


(1) «Rend, R. Ist. Lombardo Scienze e Lettere», 66, 1933, 797: 

(2) I dati riguardanti Govt .€o-n, Ni, Cu?+ sono stati favoriti dal prof. A. Fer- 
rari della R. Universita di Milano, che li ha desunti dalle proprie recenti misure roentge- 
nografiche sui nitriti complessi, in base a Co’ * = 0,82 A di Goldschmidt. Aggiungiamo 
che gli stessi nitriti complessi del Ni?+ posseggono la suscettibilita magnetica dei sali 
semplici. 

(3) «Rend. R. Ist. Lombardo», 66, 1933, 1096. 

(4) Le misure vennero eseguite con i metodi da noi gia descritti su sali controllati 
all’analisi, dopo averli mantenuti nel vuoto su acido solforico e potassa fusa per 50 ore. 
Esporremo in seguito il dettaglio delle nostre preparazioni. 


Sostanza Ty = 291 | +74 | ae 
y +100 138 ca ike 
“e(fenant.).]B 7 E 
[FPe(fenant.)3] Br. | 4 +108 529 af — 
x +108 10900 15700 25600 
[Co(fenant.);] Br2-2H20 } X, ° 108 11309 | 16109 26009 
x +106 3370 4970 see 
Ni ant.)3] Br.» 2H,0 
[Ni(fenant.)3] Br.- 2H, } Ya +10 3779 5379 10909 
; ; \ x - 106 13600 20300 42200 
[Mn(fenant.)2] Cl. Ya *108 13861 20561 42461 
x +106 3700 4890 11680 
} . . . on . e O \ 
(Ni(dipiridile)3] Bro+ 3H. ee 4050 5244 12034 


03+ = = 
on — 
Xe 
i) 
otF at 1 
| 
| 
0 50 100 is 200 0 300 
x >> 
1) [Ni(dipiridile),] Br2-3H.O 
2) [Ni(fenantrolina)3] Br.-2H,O 
3) [Co(fenantrolina),] Br,-2H,O 
4) [Mn(fenantrolina),] Cl, 


Pimpegno delle orbite 34, Né pud essere messo in dubbio il carattere di 
spiccata complessita della maggioranza di questi sali: I intera classe possiede 
caratterl omogenei: ad es. le solubilita decrescono nella serie CY’ > Bile 


(1) L. Campr e L. SzGox, « Berichte», 64, 1931, 2541. 
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e gli ioduri posseggono piccole solubilita, come esporremo in seguito, ana- 
logamente a quanto si verifica nei luteosali [Co(NH,)<}X;. I complessi 
[Ni(fenant);]X, non forniscono la reazione con la dimetilgliossima “. 

A questa omogeneita di caratteri fa. eccezione il comportamento dei 
complessi Fe?+ che sono diamagnetici, come & gid noto da misure di altri 
AA. e da noi confermate. | 

L’interesse della nostra ricerca risiede anche in questa divergenza, che 
contraddice Ja teoria di Sidgwick sulle cosidette valenze omeopolari coordi- 
native, e particolarmente la deduzione da essa del completamento succes- 
sivo delle orbite elettroniche del metallo, nella formazione del complesso. 
Evidentemente la teoria non pud estendersi a tutti i complessi, 0 comun- 
que non puo applicarsi al caso che consideriamo. 

Le analogie che abbiamo verificato portano a supporre che nei com- 
plessi ferrosi dipiridilici e analoghi sia presente l’ione Fe?+ in stato dia- 
magnetico (stato gia ammesso da H. Lessheim e collaboratori )) elettro- 
isomero dell’ione paramagnetico, recante cioe il sottogruppo parziale 3,, 
completo. 

Alla discussione si presenta un’ulteriore difhcolta: nel Co?+ non si 
verifica P analoga distribuzione degli elettroni, con il completamento del 
sottogruppo parziale 3,, predetto, poiché Ja suscettibilita magnetica da noi 
determinata non vi corrisponde. Occorre riconoscere che la distribuzione 
stessa € dipendente dalla carica nucleare, dalla valenza dell’ione metallico 
e dalla polarizzazione dei radicali od aggruppamenti coordinati. Anche nei 
casi che discutiamo appare il contegno peculiare del ferro verso le forme 
non sature dell’azoto. 

Le esperienze e le discussioni che comunichiamo investono in pieno 
le teorie sui legami coordinativi su cui torneremo proseguendo nelle nostre 


indagini. 


Chimica. — Struttura del caucciu non stirato studiato cot raggi di eletiront. 
Nota del Socio G. Bruni e G. NATTA. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


(1) L. Campt, «Rend. R. Ist. Lombardo», 66, 1933, 1098. 

(2) H. Lessuzim, J. Meyer e R. Samurt, « Zeit. anorg. allg. Chem.», 165, 1927, 
270. Vedi anche R. SamueL, Moun. J. Kuan, « Zeit. f. Physik», S4, 1930, 90. Questi 
AA. deducono per gli nj elettroni 


| Ty1-222 | 311-322 332 333 
Fe2 + 10 8 - 6 diam. 
Co3 + 10 8 = 6 » 
Co2 + 10 8 6 param. 
8 2 6 » 


Ni2 + 10 
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Fisiologia. — Intorno al contenuto vitaminico di alcuni ce- 
reali africani. 1. Sull’esistenza del complesso B. Nota‘? del Corrisp. 
M. Camis ®. 


Sul contenuto vitaminico dei cereali africani non possediamo, che io 
sappia, alcuna notizia precisa. 

In una tabella pubblicata dal « Medical Research Council » (Londra, 
1932) c’ una indicazione (senza autore) relativa ad una specie di Sorgo 
«Hegari» in cui il fattore A é assente: le altre vitamine non figurano 
ricercate. 

Proseguendo nello studio dei cereali delle nostre colonie, da tempo 
iniziato in questo Istituto, ho voluto anche accertare se ed in quale mi- 
sura essi contengano i fattori accessori dell’alimentazione. 

In queste prime ricerche mi sono limitato a considerare l’esistenza del 
complesso B, senza scendere ad una analisi dei suoi diversi fattori. 

Le osservazioni furono compiute sopra sessanta piccioni divisi in lotti 
e sottoposti a dieta carenzata rispetto alla vitamina B, ossia a riso_bril- 
lato. Le regole da seguire nell’applicazione della dieta sono ben note, e 
sono esposte particolareggiatamente anche dal Peters). E noto come il 
dimagramento del piccione alimentato a riso costituisca un elemento di in- 
certezza nel rilevare |’inizio dei sintomi avitaminotici essendo impossibile 
accertare fino a qual punto vi contribuisca la scarsa alimentazione, e in che 
misura quest’ultima sia causata dall’inappetenza che & gia sintomo di avi- 
taminosi, piuttosto che dalla qualita del cibo poco appetibile e uniforme. 

Ho cercato di girare questa diffcolta imbeccando gli animali, ma si sa 
che anche questo é un rimedio incompleto e non privo di inconvenienti. 

I sintomi della polyneuritis columbarum sono secondo il Mc. Carrison 
(1928): perdita d’appetito, astenia, diarrea e sintomi riferibili al sistema ner- 
voso (opistotono, emprostotono, neurite periferica). Allo scopo pero di poter 
avere un criterio abbastanza uniforme nel giudicare dell’azione curativa del 
cereale esaminato ho considerato in istato avitaminotico solo gli animali 
che presentano sintomi a carico del sistema neuromotore. 

Si tenga presente pero che abbastanza frequentemente si osserva il caso 
di piccioni che muoiono dopo un prolungato periodo di dieta senza avere 
presentato altri sintomi che il dimagramento, vale a dire senza presentare 
sintomi nervosi. 


(1) Presentata nella seduta dell’8 aprile 1934. 

(2) Ricerche eseguite nell’ Istituto di Fisiologia della R. Universita di Parma. 

(3) A. W. Kinnerscey, R. A. Perers and V. READER, Antineuritic yeast concentrates 
III. The curative pigeon test. « Biochem. Journ.», 1928, XXII, 276-291. 


L’azione curativa dei cereali si studio somministrando per imbecca- 
mento 15 gr. al giorno di grani divisi in due o tre dosi, cosi da avere 
un idea abbastanza precisa della minima dose e del minimo tempo sufficienti 
per ottenere una recessione dei sintomi. Riferisco come esempio qualche pro- 
tocollo, a cui fa seguito una tabella ove sono riuniti in modo schematico 
altri risultati. 

Effetti curativi di: 


1. Eragrostis teff. 


Piccione n. 1 — 30 gennaio. Dieta orizanica da giorni 17. Primi sin- 
tomi di polineurite. 

31 gennaio. Sintomi accentuati; opistotono, rotazione del capo, penne 
arruffatissime. 

Ore 12.30. Si imbecca con 4-5 gr. di teff. 

Ore 17. L’opistotono e la rotazione del capo sono diminuiti si som- 
ministra uncora un po’ di teff. Totale 8-10 gr. 

1° febbraio. Quasi scomparsi i fenomeni neuro—motori. Le penne sono 
ancora arruffate, ma i movimenti del capo sono regolari e coordinati; mangia 
da solo 15 gr. di teff. Peso gr. 422 (peso iniziale 510). 

2 febbraio. Non presenta pil. nessun sintomo; solo le penne sono ar- 
ruffate. Cammina bene, ¢ ancora astenico (nel volo). Mangia 25 gr. di teff; 
peso gr. 460. 

6 febbraio. Sta benissimo. Peso gr. 500. 


Piccione n. 2 — 7 febbraio. Chiari sintomi di polineurite con flessione 
contratturale delle zampe. L’animale ¢ da 25 giorni a dieta carenzata. 

Ore 15. Si somministra 11 gr. di teff; peso gr. 430. 

8 febbraio. Le condizioni non sono mutate. Gli si da teff a tre ri- 
prese nella giornata (totale gr. 15). Peso gr. 405. 

9 febbraio. Condizioni molto migliorate. Cammina bene e mangia solo. 
Peso gr. 400. 


2. Pennisetum spicatum. 


Piccione n. 8 — 18 febbraio. Sintomi polineuritici di media gravita dopo 
25 giorni di dieta. Astenia. Difficolta nella deambulazione, nella quale si 
aiuta con le ali, ma che viene ad ogni passo interrotta da cadute. Opisto- 
tono moderato. Peso gr. 210. 

15 gr. di bultuc (imbeccamento). 

19 febbraio. Cessato Popistotono; cammina solo, ma é ancora astenico. 
Non mangia da solo il bultuc, che si da per imbeccamento (I5 gr.). 

20-22 febbraio. L’animale mangia poco e malvolentieri. La debolezza 
generale é continua. Il bultuc gli viene somministrato in quantita di 15 gr. 


al giorno. 


23 febbraio. Mangia spontaneamente 35 gr. di bultuc. Pesa gr. 250. 
I movimenti sono abbastanza energici, ma non perfetti. La deambulazione 
® irregolare perché [arto sinistro si piega spesso sotto il peso del corpo. 

24-26 febbraio. Le condizioni sono presso a poco immutate. Mangia 
25-30 gr. di bultuc al giorno. Peso gr. 250. 

27 febbraio. L’animale appare normale. Si rimette a vitto comune. 


3. Eleusine coracana. 


Piccione n. 18 — 1° luglio. 28 giorni di dieta carenzata. Leggeri sin- 
tomi di beriberi. Perdita p. 37°/.. Bessna gr. 15. 

2° giorno non migliora. 

3° giorno miglioramento lieve. 

4° giorno miglioramento lieve. 

5° giorno guarito. 


4. Sorghum aethiopicum. 


Piccione n. 21 — 16 giugno. Dopo 18 giorni di dieta carenzata ha per- 
duto 25.8°/, di peso da (450 a 335). Presenta sintomi di polineurite grave 
con perdita dell’equilibrio, movimenti di rotolamento, opistotono e rotazione 
del capo. Si somministra per imbeccamento 10-15 gr. di dura. 

17 giugno. Il piccione non presenta piu nessun sintomo. Si regge bene 
in equilibrio, cammina, vola e mangia da solo. Guarigione completa. Pesa 


gr. 340. 


Piccione n. 23 - 29 giugno. Dopo 30 giorni di dieta orizanica pre- 
senta un dimagramento enorme avendo perduto 52.9 °/, del suo peso (da 
510 a 240). Non presenta opistotono, né rotazione del capo. Non si regge 
in piedi e non mangia da solo. Viene imbeccato con gr. 15 ca. di dura. 

30 giugno. Miglioramento evidente; € ancora astenico, ma si regge in 
piedi e cammina. Ancora 15 gr. di dura. 

1° luglio. Continua il miglioramento. 


2 luglio. Perfettamente guarito. 


Piccione n. 24 — 22 giugno. Dopo 23 giorni di dieta orizanica pre- 
senta sintomi gravissimi. Rotazione e retroflessione del capo; astenia grave, 
perdita dell’equilibrio movimenti di rotolamento coatti. Contrattura in fles- 
sione delle zampe. Pesa gr. 250 avendo perduto il 38°/, di peso. 

Alle ore 10 gli si somministra con difficolt’ ro gr. di dura perché non 
deglutisce bene. Ore 18 si imbecca con altri ro gr. di dura. 

23 giugno. La mattina il piccione si presenta perfettamente guarito. 
Tutti i movimenti sono normali e mangia da solo. E ancora leggermente 
astenico. 


24 giugno. Continua in buone condizioni. Ha guadagnato 10 er. di peso 
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MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica. — Suille condizioni di Saint-Venant in una V, 
qualsivoglia. Nota di A. PaLatint, presentata“? dal Socio T. Levi- 
CIviTa. 


Nei fascicoli di dicembre 1933 e gennaio 1934 di questi « Rendiconti » 
il prof. Agostinelli ha pubblicato due Note sulle condizioni di Saint-Venant 
in una varietai V,, qualunque, trattando la questione con i metodi vettoriali. 
L’A. ritiene che l’impiego di altri metodi complichi grandemente le cose 
e crede di giustificare la sua opinione affermando che gia i calcoli da me 
eseguiti nel caso m == 3 (nella Nota Sulle quadriche di deformazione per 
gli spaxi S, @) sono malagevoli ad esser seguiti da chi non abbia 
molta pratica del calcolo assoluto, comparendo nelle formule sommatorie 
sestuple e settuple. A prescindere dal fatto che l’abbondanza degli indici di 
sommatoria non da certo una misura della complessita di un calcolo, non 
pare che per seguire i miei calcoli occorra una grande pratica del calcolo 
assoluto se io li ho eseguiti da studente, dato che il lavoro citato é la mia 
tesi di laurea. L’abbondanza degli indici di sommatoria deriva da cid, che 
io ho fatto uso contemporaneamente, per i tensori in gioco, di componenti 
invarianti e covarianti (o controvarianti). Aggiungo che i calcoli dell’Ago- 
stinelli sono ben pil complicati dei miei comparendovi almeno una dozzina 
di operatori ed altrettante formule che bisogna ricordare e citare. 

Ecco allora come, con rapidita e semplicita, si possa pervenire alle 
condizioni di Saint-Venant in una V, qualungue, facendo uso esclusivamente 
della rappresentazione intrinseca dei tensori. 

Introdotta un’ennupla di riferimento, si indichino con u:(=1,2,-+-,7) 
le componenti invarianti dello spostamento infinitesimo subito dai punti di 
V,» per una deformazione infinitesima. Siano 


Ol; 


Wifk = 25, + Ly Yrik Ur 
k 


le derivate intrinseche delle wu; e si ponga 
(1) Ona = Ui}r + Wk fi » 


(2) 2 Nik = Uify — Uni - 


(1) Nella seduta dell’?8 aprile 1934. 
(2) «Atti del R. Istituto Veneto», to. LXXVI, 1916, p. 125. 


Le &:%, che costituiscono un sistema doppio simmetrico, rappresentano 
i coefficienti della deformazione. (Il coefhiciente di dilatazione cubica é 
© = 2; &:). Le yx, che costituiscono un sistema doppio emisimmetrico, 
hanno in una V, lufficio dei coefhcienti di rotazione in una V,. Queste 7, 
come ogni tensore del tipo (2), soddisfano alle identita 


(3) Nee ale Tae = O'. 

Dalle (1) e (2) si trae 
(4) Lip, = a + Nik 
e le condizioni di Saint-Venant sono quelle che esprimono essere questo 
sistema integrabile per assegnati valori di & e convenienti determinazioni 
di Nik - 


Derivando intrinsecamente la (4) ed eliminando le derivate seconde 
si trae 


Zr Yeh .ri Ur = Ei Jo Ce Esa fh + Nikjh — Nin |r 
ossia, per la (3), 
Yeh ji = Giz |h Tea Sink ar Ly Ykb,ir Ur 5 


in queste formule le y a 4 indici sono, al solito, le componenti invarianti 


del tensore di Riemann. 
Derivando le y:;,; ed eliminando le derivate seconde, si trova 


Ex hj — Sin/ej — Ejjpi + Siniee + Lr (Yes, inj — eb, jrfi) Ur 
+ Lr Yas Uri — Yrh,ri Urj +. Yij 7k Nor — Yi, rh Nev) =0. 


Queste formule sono, sotto forma intrinseca, quelle ottenute dal Ricci fin 


dal 1888. 
Eliminando da queste le w mediante le (4) e usufruendo delle identita 


del Bianchi, si perviene alle 
(5) Ee [nj i ae hea Ein [bi =} Sip hi + xr (Yen. ir Gir Se hate Gir) + 
ae xy Ykb , a [7 Ur ae xy (Yeni Nin == Yeh Nir ai Yai ar Ykr —_ Yj, kr Nor) =O. 


Conviene ora riferirci all’ennupla principale, caratterizzata dalle con- 


dizioni 
Xp Ykn ih = ie) (2 z= k) 5 Xp Yhap kh = Pk > 


dove le g; sono gli invarianti principali. 


Ponendo nelle (5) j = e sommando rispetto all’ indice 4 si perviene 


alle equazioni 
(6) x, (jmp Ti Eins kh es | ay 3 Ey) Iki.) + Pk ae Se Lr Vien Eur mia 
ey (oii Bp: . 1d bes 
+ nr (ei — er) + 2 ) Sik + Ybir (eo: — p:) file, Pv 
Facendo le posizioni 


a; — Lp (Eis jan a Ein sib =. Eyifni = Esha) ote Pi Eis + pe Yin yar 2 9 


dalle (6), per k =7, si ottengono le m equazioni 


20; 
(7) 3, ue +9 = 0, 

Cor 
le quali contengono le sole incognite u,. Supponendo che il determinante 
dei loro coefficienti sia diverso da zero, queste equazioni si possono risol- 
vere rispetto alle w,, ottenute le quali bastera esprimere che 


2 E iz = Uilk + Uk fi» 


per ottenere le richieste condizioni di Saint-Venant. 

I calcoli si possono condurre in modo analogo a quello da me gia in- 
dicato per il caso. n = 3. 

Pongo per brevita 


2p; 

ae = Oir 5 
allora le (7) si scrivono 
(8) D3, Oir Ur + S: == Or, 


Da qui derivando intrinsecamente ed eliminando le derivate delle u, me- 
diante le (4), si ottiene 


de } Oi, /1 ur + Oir (Er: +- Hr) } + Bi) ==) 0) . 
Moltiplicando per oj e€ sommando rispetto a /, viene 


Xi On [Lr { Oiep Ur + oir Eri es ety le 


Queste equazioni, che sono in numero di m(n + 1)/2, sono liberate dalle 
incognite se si imagina di sostituirvi in luogo di w, le espressioni che si 
ottengono per esse risolvendo le (8) e percio sono le condizioni richieste. 

Un caso particolare interessante si ha supponendo che la varieta V,, 
sia ad invarianti eguali: il loro valore comune p é allora costante per un 


noto teorema di Ricci-Bompiani. Dalle (6) si ottengono subito le m(n + 1)/2 
equazioni 


a), (Ei ju aed Esa len Po ary Car [hi + a) at bin ae Xr Yb ir Ebr == 0 


gia liberate dalle incognite e percid sono per le varieta suddette le condi- 
zioni di Saint-Venant. 

In questo caso rientrano le varieta a curvatura costante a un numero 
qualunque di dimensioni, per le quali il problema era gia stato da me ri- 
soluto nella citata Nota del 1916. 


Matematica. — Ragionamenti enumerativi su tessutt muistt. 
Nota di W. Biascuxe ed E. Bompiant, presentata‘ dal Socio 
G. CASTELNUOVO. 


1. Chiamiamo tessuto misto in S,; un insieme di a schiere di super- 
NCle=1: 1, 9, %) = GOSL? 2 = 1, 2,>- <0 € mschiere (a due parametri) di 
CUny OMaF jl i 5) == COS zk 3) Gt) COS fo, 2s es it ne UDP O= 
niamo, che in una regione connessa G dello S, i determinanti funzionali 
SCs) > His te) -=oechediognun paio ease l 
O(X 5%) 3 a(x, 9%)” 


Chiamiamo rango d’un tale tessuto il numero massimo di relazioni 


= I', 2 almeno uno'sia =o. 


WL 


= T(t) + DR Cis ri2) = 0 


ia 


identicamente soddisfatte in G e linearmente indipendenti rispetto alle com- 
binazioni lineari con coefficienti costanti. 

Ogni T; dipende solamente dal corrispondente 1; ed ogni R; dal cor- 
rispondente paio rj: ,17j2. Scopo di questa Nota ¢: Determinazione del rango 
massimo per i tessuti con m= 1 e nei casi pit’ bassi di m. I casi con 
n= 0, m = 3, ed m=O, nm qualunque sono stati considerati altrove “). 

2. Cominciamo dal caso banale m = 2, anche per fissare le notazioni. 
Si cerca il numero massimo p di relazioni del tipo 


(1) TG)+t TG) + Rist) =0) Ba tyes Pf). 


(1) Nella seduta del 18 marzo 1934. 
(2) Cfr. W. BrascuKke, Textilyeometrie...., « Jahresbericht Deutsche Math. Ver. », 


43, 1933, p» 873 Topologische Fragen der Differentialgeometrie, 57 (abbreviato = Ts); 
« Abhandlungen des Math. Seminars Hamburg», £0, 1934. 


RENDICONTI. 1934, Vol. XIX. 30 


Differenziando si ha 


as dT aT, os Ohk* ens 


identicamente in G e in dx, dy, dz 
Assumiamo le derivate che entrano in queste equazioni come coordi- 
nate omogenee di punti T,,T,,R., R. in uno spazio proiettivo S,—;, cioe 


oo = Sake ees == le foite . 
(3) iy =(F , as: : ; | or; ” ‘ sl 


Questa rappresentazione geometrica ¢ adeguata perché se si cambia 1; 
in #:(t:), il punto rappresentativo P; non varia; e cosi se si cambiano r, 
Ed facile Tal? r, (2). Cd fai ofa) 5 COM = iets) 36 mG, la ‘reta Kee 

(r ah 2) 
(0, in caso di coincidenza, il punto R, =R,) non cambia. 

Alle superficie della schiera 4; = cost. corrispondono i punti della curva 
P;(&) di S,—:3>e<cos) alle curve’ ty == coSt.,.7, == cost, Ccorrispondono le 
rette Ri(71,72), Raliste) (0-1 puntt Ri (fr, 7 )a=e). Fes Ogmr mute 
(x,y,z) di G corrisponde una coppia di punti P,, P, ed una retta Rx, R, 
(o un punto R, =R.), legate dalla (2) che riscriviamo indicando i punti 
invece che le coordinate: 


(4) Pi dis Peat, + Redte Rass. Ge 


Se facciamo’p. €S: drs, =" d7, = Om Mad), edi, = OA Noche ec pOse 
bile per l’ipotesi relativa agli jacobiani) risulta P,==P,; e in modo del 
tutto analogo si vede che P; =P, =R,=R.. Sicche lo spazio S,_; é 
ridotto ad un punto, cio¢ p = 1. Non puo esistere quindi pit di una rela- 
zione del tipo voluto (tr). 

Un, esetitpio): ty ge be Vi 2 oe Fon | ee) ee ae a 
zione ft; +f 4+ fr =O. 


3. Passiamo al caso 1 = 3. In luogo della (4) si ha 
(5) Pr(x)dtr + P. (to) dle + Ps (15) dts + Ri (rs, ra) dry +Ri(ri572) dr. = 0. 


Ponendo uguali a zero due qualsiasi differenziali, e supponendo distinti 
i nostri 5 punti, si trova ch’essi stanno sulla stessa retta S:(x,y,z). Vo- 
gliamo provare che é fissa (cioe non dipende da x,y,z). La retta é indi- 
viduata da due punti P;, e perciO non varia quando varia soltanto il terzo 
di questi punti; sicche i punti derivati P;, di coordinate 


p (2 AP aT? d2 TP 
=(—. eal = Seen | 


Ae 


sono tutti su S,. Cioe la retta & indipendente da 1, , f, , t; (cioe anche da 
xy V5K) e.percio-S;_,==S: ,p =-2. 

Esempio:#, =x ,t,=9,t,=%,7: = % +) 42% ,12=X(%) + Y(y) + Z@); 
le due relazioni volute sono le due ultime. Questa configurazione si é gid 
presentata nel « problema delle diagonali » “. 

L’esempio ora dato ¢ il pil generale salvo trasformazioni ovvie; e si 
vede che la nostra forma ridotta dipende da tre funzioni di una variabile 
(sicché non & necessariamente algebrica). 


4. Di maggior interesse ¢ il caso un = 4. Si ha (per n = 4) 


(6) 3 Pi@ae + e RAGE, 73) Gia Cee 1a) Of = OF 


I 6 punti corrispondenti P;,R; R, stanno in un S,(x,y,z): ammettiamo 
che tre qualsiansi di essi siano indipendenti e che quindi lo determinino. 
Bisogna vedere come vari S.(«,47,2%)- 

Indichiamo lo spazio lineare individuato da certi elementi (punti, rette) 
ponendo questi fra parentesi quadre; p. es.: 


(7) Se ee re ee Re ae Pe 

mentre indichiamo la dipendenza lineare nella sorma 

(3) / P= [P,P 3| 57) 0 anche (PP, P, Pio, [S2, Pi) 0. 
Insieme ad (8) risulta dalle (7) 

(9) RRP Pet : (10) Reset Px Parsi: 
Derivando la (8) con df, = dt, =o si ha 

(10) 2 AG 


Ammettiamo l’indipendenza di P; da S,, cioe [See = Om, ist vede 

, Zs , rl AAD ‘3 é x Oe wit 

allora che posto S, =[S.,P;] esso contiene P, e cosi tutti 1 punts Pieacioe 
le tangenti in punti corrispondenti alle 4 curve P; (t:) appartengono allo 


Stesso .S;:- ae . = 
Dimostriamo ch’esso contiene anche i punti derivati di R, edi R, cioe 


o2 Rt A o27 R, =(* Rt a 
(11) Ru =(5->°°] > Rn =(s—goo'] ) R= Or > 


\ 2 


Cid risulta dal derivare le (9) e (10); sicche 


(12) [R jx 5 Sal = O- 


(1) Hows, Tz, 1930; Bot, Tar, 19303 Wiwscue, Tyr, 1932. 


a ee 
Proviamo che questo S, é fisso (cioe non dipende da x,y,z), nel- 
l ipotesi che 4 dei punti Rj, Rw(j,&,! = 1,2) siano linearmente indipen- 
denti. In tal caso si ha p. es. 


(13) 5; =([Ri,R., Riz, Riz] 
quindi p. es. 
(14) P, = [S,] =[R:, Ra, Ru, Rial. 


é ” a, 

Derivando la (14) con dr, =dr,—=0 risulta P; = [5,). Essendo oe 

individuato dai P;,P; esso risulta fisso. Il rango massimo é quindi = 4 e 
risulta = 4 dal seguente esempio: 


fox, h=y t= 2%, S=XFIF GS SKK [ ee KHVTX* 
con le relazioni: 
lineart ty +t, +4,—t=0 , 4b +t,-—r=0 , t +t1;-—r,=0 
quadratica 2r:', = ti + f—F— i. 

5. Nel caso seguente, 7 = 5, si trova che la configurazione di 5 punti 
ed una retta corrispondenti (ad un medesimo punto di G) stanno in un S,; 


e tutta la figura sta in S,. Un esempio di tessuto con 6 relazioni é il se- 
guente: 


tr =X > t= Y > 1, =% ’ A=x+y+Z, 
tpeax tty 3 f= axele 3» byt. 


Oltre le 4 relazioni lineari se ne trovano due quadratiche del tipo voluto 


6. Merita di essere trattato per esteso il caso n = 6 per porre in evi- 
denza il carattere del procedimento e alcune contraddizioni apparenti che si 
presentano anche nei casi successivi. Dalla (6) per m = 6 col solito ragio- 
namento si prova che i punti P;, Rj stanno in S,. Ammettiamo che 5 qual- 
siansi di essi lo determinino ; 


(15) 3) ==1 hs Pah oP 7r|, 
(16) Pe =[P;,---,P,] GT) Re ao ase, 
(18) Rai" |Pee er nal 


Derivando la (16) con di, = dt; =o si ha 
(19) Po=[S,,P:,P2,P5] =[S)] 
il quale poi contiene tutte le tangenti corrispondenti P;,P; ammettendo 


(S,,P:,P;, Pi]}=E0. 


an ee 
Dalle (17) e (18) risulta che le Rj. appartengono allo stesso S,. Sup- 
poniamo che questo possa individuarsi con tre P;, e coni 5 punti R;, Rj: 


(20) re lee eee Ne peat pel eaa hall cee Reyne Wan Ue 


Dalle relazioni 


Pose lSus Rang Resa Realy onsetaar’ 

si ricava, derivando con dr, =dr,=0, P; =[S.], cioe lo S, contiene 
anche i piani osculatori alle curve P;(t:) in punti corrispondenti. Esso quindi, 
essendo gia individuato dalle tangenti in essi, é fisso e contiene tutta la 
figura in esame, p= 8. 

Si puo dare un esempio in cui il rango massimo € = 8 del tutto ana- 
logo al precedente (6 fasci di piani e una stella di rette) con 6 relazioni 
lineari e due quadratiche del tipo voluto. 


7. Se si considerano due schiere di superficie, p. es. 7, = cost. e 
r, = cost. individuanti la congruenza di curve, si hanno, unitamente alle 
6 schiere di superficie t; = cost., 8 schiere di superficie. Ora € noto “) 
che per 8 schiere di superficie il rango massimo € 9. Cid pud sembrare 
in contrasto con il risultato precedente (rango massimo 8) perché le 9 re- 
lazioni valide per 8 schiere di superficie sono proprio del tipo qui richiesto. 
Ma cid non é: perché nel caso di 8 schiere di superficie la R(r:,r2) ri- 
sulta T,(r:)-+ Ts (rz) e percid Ri, =0 in contraddizione con I’ ipotesi 
fatta per poter scrivere la (20). 


8. In una Nota successiva speriamo di poter dare risultati relativi a 
casi pil generali e nuovi caratteri, relativi pure a tessuti misti, e connes- 
sioni con la geometria algebrica. 


(1) BLascHKE, Tyg « Hamburger Abhandlungen », 9, 1933. 


pene i ond 


Matematica. — Sur quelques propriétés des transformatons par 
un couple de fonctions de deux variables complexes. Nota di S, Berc- 
MANN, presentata? dal Socio T. Levi—Crvita. 


§ 1. Les fonctions h(z;,%2) de deux variables complexes Zee Xi + 1X s, 

%,=x;+ix,, régulitres dans un domaine®)%, pour lesquelles [b(zr%2)|?@vsc1 
8 
4 

(dv = II dxx), sont bornées dans leur ensemble en chaque point {#,, /2} 

k=1 
(t; = y: + iy2,te = y; +iy,) de B. La limite supérieure des valeurs de 
|b(t,,t2)|?, qué nous appelons la fonction-noyau (Kernfunktion) 
de B et que nous désignons par xy(tr, fo; t1,%2) = Ka(r, yoo V3» J4), est 
une fonction positive et analytique des quatre variables réelles y; %). 

%g est un invariant intégral, c’est—a—dire on a: 


2 


2 (Xr %2) 

* * 
8(Z1 5 22) 
ol xg» est la fonction—noyau d’un domaine %*, transformé du domaine B 


par une transformation pseudo-conforme “4: x; = x: (1, %2),k = 1,2. 
La forme différentielle, définie positive 


TH * se x¥y) \ ns = 
xy (X75 X23 Xia ha) = xg (Z1 shieey <a) 


> 


xX Xn 

: = ere os et Oe Sy Wes 
ds = »S Zmn Azm aZn > mn = 4 Ae >a 
m,n=1 CKm CXn x? 
(ied) 
& ee ox ‘ ou 07% 
== xy (Xr »425 X19 Xa) ig ee Oye ¥en = 55 9 hmn O74 OF n 
\ Am Chn CAM Xn 


est un invariant des transformations pseudo-conformes. 


(1) Nella seduta del 18 marzo 1934. 

(2) Pour fixer les idées nous supposons que les domaines considérés sont univalents 
et situés a distance finie; les méthodes indiquées peuvent étre appliquées 4 des domaines 
beaucoup plus généraux. 

(3) Voir Ueber Hermitesche unendliche Formen, die zu einem Bereich gehiren..., « Math. 
Zeitschrift », 29, 1929, pp. 640-677 et Ueber die Kernfunktion eines Bereiches..., « Journal f. 
reine u. angewandte Mathematik», 169, 1933, pp. 1-42, ol on trouve les démonstrations 
des résultats exposés au § 1. 

(4) Pour abréger nous appellons transformation pseudo-conforme une transformation 
biunivoque effectuée par un couple de fonctions de deux variables complexes, réguliéres 


en 8. 


ie Wie 

Considérons l'ensemble des domaines engendrés a partir d’un domaine 8 
par toutes les transformations pseudo-conformes; la forme (1-1) définit 
dans cette classe de domaines une varieté riemannienne, que nous appellons 
Vespace primitif (Urraum) de la classe considérée (), 

Les coordonnées cartesiennes de chaque domaine %*, appartenant a la 
classe considérée, sont coordonnées curvilignes dans l’espace primitif. A une 
transformation pseudo—conforme d’un domaine 4 un autre correspond une 
transformation de coordonnées dans l’espace primitif, celui-ci tant une va- 
riété riemannienne, on peut utiliser de cette manitre les résultats de la geo- 
metrie différentielle dans la théorie des représentations pseudo-conformes, 
et spécialement pour borner les mesures (euclidiennes) des images Seca) 
@une figure géométrique 3, placte entitrement en 8. Nous donnerons 
les bornes pour le volume d’une portion @* d’espace, pour aire d'une sur- 
face X*2) et pour la longueur d’une ligne 1*t. Ces bornes dependent de 
certaines quantités invariantes par rapport aux transformations pseudo—con- 
formes, et de quantités dépendant de B* d’une fagon trés simple. 


§ 2. Soient 


G: {z: (ux, °°: Bay Tides see Tyo a ee ne sage (Wr 5%2) 5 Fars Hayes 


Pitz Gs), 72 G2); O ap 1 5 


les fisures envisagées dans B; G*, Y%, (** ses images dans B*. Nous défi- 
> ? ? 

nissons comme volume, aire et longueur de k*™* genre non euclidiennes les 

quantites 


(2-1) V(@) =| dv G) , FQ) at) = nO =[ ds, 


te) 


(1) Pour fixer les id¢es nous désignons par $3 un domaine fixe, tendis que B* désigne 
un domaine quelconque de la classe. Les formules données aux §§ 2 et 3 sont valables 
quand %3* parcourt tous les domaines envisagés de la classe. Les mesures (non euclidiennes) 
obtenues a partir de la métrique (1-1) restent invariantes pour tous les domaines de la 
classe; nous désignons ces quantités par des lettres grasses, et on a p. ¢ V(G) = ViG*), 
F(A?) = FAU*) ete. 


(2) La dimension n(n < 4) d’une variété sera indiqué par un indice en haut. 


uy rrt tsi PI pt ; rl 
(3) Pour abréger nous écrirons au lieu de | | | i ou | | toujours | : 
6000 oo ° 


(4) Remarquons que la métrique (1-1) est dans certains cas lige d’une facon simple 
avec la metrique euclidienne du domaine représentatif. 

Quant a la définition des domaines représentatifs et leurs propriétés voir: Ueber die 
Existenz von Reprdsentantenbereichen..., « Math. Annalen», 102, 1929, pp. 430-446, H. WELKE, 
Ueber die anal. Abbildungen... (Dissert. BEHNKE, Minster), « Math. Annalen», 103, 1930, 
pp. 437-449, et N. ARONSZAJN, Sur les invariants des transformations..., «Comptes Rendus», 


197, 1933, Pp» 1579 et 198, 1934, Pp. 143- 


a 


oll on a pose 


3 39) 2 
du=xdv , df=\x lee *) du; du, , 
(2-2) / (8, —=UsSgA8; = Ids ,ds_,=+-ds 


D = gn 22—| £12. 


Les quantites (2-1) testent in vatiantes par une iran 

sformation pseudo-conforme quelcongue. Dvautre part le vo- 
I 4 

lume euclidien V(G*) des &* est donné par V(G*) = [av (du? =Al'dxZ), 
. ko 5 

F , 


et par conséquent on a: 


wf 


oO 


(2-3) voys|[ {vo} V@) | [ a" VO] 


af 


Xy* 


Soit df* élément (euclidien) d’aire: on voit que <df*, puisqu’on a: 


Xruy tt Mou, Xiu, F Mou, 


X3uy 1X 4uy  X3ug tt 1X guy 


Xiu, Sa IX ou, Xiu, 1X su, 


d(u, ? Uy) Huy rps 1X guy Mug 1X au, 


2 
pape Deen Nhu — 1 BF dx u 1 ku, 
° 2 == 
Da hi, is iT oie =|5 DE es 


carole 


b 


OX: 5 
\ Le a — — - - 
OU ON a POSE! Xin, = 5» »: = > od a eee XouyX1u,—$ X3u, X4u, + 
n en 


+ X yu, Xu, ) et supprimé les astériques. 
Par consequent on a“): 


G4) PODS | Peedi = max fewe(ahs 8521] - F(a). 
: COKE SOR 


Enfin pour borner Ja longueur L({**) d’une courbe {*! on emploie: 


(2-5) A(ldzrl? + |dzel)ss DY gna dm des <<, (Idzt? + |dztl) 


My tT, 


(1) Remarquons qu’on peut donner pour F (7), par une voie analogue a celle 
employée pour limiter L({*!), des bornes supérieures. 


en posant: 


2 


eee 


S51 02 i) = * : ee 
a ee er hye === Pitot Ge gta) oes Lia eee 


Comme ona: 0<= eens <1, on obtient: 
I I S S 
—s eee [ane ee | hea 
| Ay S — D x Ke S 2D = 
2 —— S2 
(2-6) | 
ae I ie ee ae asc ge 
a 25( re) ao ers) 
PERS ae 


Les relations (2-5) et (2-6) entrainent: 


I 


jena. SC) 


(a7) ( (edie 


Pk et 
15 (i) aa = min | X\Ar9 X25 is ? Xz) 
een Per (S (ar Oren me 


ey (ais Je / max Be meri | L; ("). 


{Fe} cyst Cape Scares 


§ 3. Nous allons maintenant donner pour 


WG eee ee S Pie 
Mage Ru Ras eo BG) > CRasieeteee 5i4) 


des bornes, dépendant d’une facon simple du domaine 8*“. Le principe 
employe consiste a considérer deux problémes de variation, a savoir la 


recherche du minimum de Leh dv, ot h est une fonction reguli¢re dans B*, 


assujettie aux conditions: : (a2) — wie lans) lea premiicn.cas.ner: 


lh (Xx 5% 
b(tr,t) =O , (-% | at 
dz, wh = Ik 


dans le deuxiéme cas. 


bei I 
Le minimum est donnée dans le premier cas par ES ie dans le 


deuxieme cas par: ee es eet 
|*% x, Iizh 
%, Xr: | 


(1) Quant aux considération de ce § voir § 4 du second travail indiqué dans la 
note (3) de la page 474 et sa Ime partie (§ 1), qui paraitra également dans « Journal fur 
die reine und ang. Math. ». 


|Ls 


er tA 7 0 ie 


x Cal De A 
D’autre part, si on a: {f;,/2}CR: Co, le minimum correspondant a 9}, 
\ * \ a Le 
est plus grand ou égal a celui correspondant 4 Jt, . On peut calculer ais¢ment 
les valeurs minima envisagées pour des domaines particuliers, p. e. pour 


+ * I 
i: hypersphére: [x7 /?+|z2?<—% on a 
: fe) 


mt? o? EB} I 1?07E5 x I 
1S cdma = ; Are — agree A E=>a7 ty |?>— |t, 2) 
age 


Par consequent on a: 


2 = a) 2 
(3 ») nm Mt @& 5) 23) a Ynils ; i j i. eS Reus m4 (Zr, Xa) 


> 


ou m(z%,x3) et M(zt, x3) signifient la distance minimum et maximum du 
point {z7, 72} de la frontitre de B*. D’une facon analogue on obtient 


I * * mt? rah Pa! 
(5-2) Lm [nh gh <r (MELO 


5 [mi <a ; (M(x? <3)}* 
G 3) 3 [MQ? 3 evi ee Ria ka >AI ery as [m Ga ; m (x* , x2))8 


et la méme inégalite pour (Gaa(Kr 9X25 Xt» Xa)s dot résulte une limitation 
pout Sinks 5 <i 4%): 

Une étude plus approfondie permet de donner de limitations meilleures 
au voisinage de la frontiére, ainsi que dans les cas, o on connait des pro- 
priétés plus particuli¢res d’un domaine B* ©). 

La méthode ici indiquée donne aussi des limitations pour les autres 
éléments géoméetriques. 

Remarquons enfin que les recherches du § 2 sont li¢es avec |’éva- 
luation de la distance géodésique dans Vespace primitif, une question ¢etudi¢e 
récemment par M. Aronszajn. 


(1) Dans Ueber die schlichten Bereiche..., « Journal f. die reine u. angewandte Math. », 
162, 1930, pp. 256-264 est donnée pour %gx la borne inferieure suivante: soient © b=1,2 


deux plans analytiques, situes 4 l’extérieur de §*, ey. leur angle et E, (x7 , x) la distance 


° 4: . it a ela 2 q¢ 
(euclidienne) du point {77,73} au plan G;. Alors on a: 


* Lx SIN €12 na 


mG. eng ne Vie 167 E. (2*.27*)-B. 2". 2%) | 
Da) CaaS Aq %)= 167 E, Ge ae) E, <2) 


(Qy 9% 


Dans le méme travail est aussi indiquée la liaison de nos considérations avec certaines 
recherches de M. Lowner et un théoréme classique de M. Kogezse (Verzerrungssatz fir 
schlichte Abbildungen). 


sky 2 ees 


Matematica (Analisi). — Applicazione degli ipercompiessi at 
problemt di elasticita pana. Nota III di L. Soprero, presentata ‘” 
dal Socio G. CasTELNUOVO. 


Riferiro, in questa Nota ®, circa l’applicazione delle funzioni ipercom- 
plesse allo studio dei problemi di elasticita piana. Il poco spazio a mia di- 
sposizione non mi consente di entrare nei dettagli dell’argomento, per i 
quali rimando il lettore ad una mia Memoria che sara presentata alla R. Ac- 
cademia d'Italia nel corrente mese di Aprile. 


§ 7. - Consideriamo un sistema continuo piano, sollecitato da forze 
concentrate, agenti nel piano stesso del sistema, ed applicate in punti in- 
terni od eventualmente sul contorno di esso. Riferito i] sistema a due assi 
coordinati x ed y,e indicate con ox, oy, 7 le componenti (normali e tangen- 
ziale) della sollecitazione elastica in un punto generico, ¢ ben noto che dette 
componenti soddisfano, in ogni parte del sistema in cui non cadano punti 
di applicazione di forze esterne, alle equazioni differenziali : 


Cox OT 
jets 
(1) ‘ eay oT ae 
| oy Ox 
AAt =o. 


Confrontando queste relazioni con le seguenti equazioni (2), che si otten- 
gono dalle condizioni di monogeneita per la funzione f(x + jy) =a + jb+ 
+ 72c+ pd: 


—tx +dy=0 
(2) ay + dx =O 
NAG 0 


ci si convince subito che, pur di identiticare 


o,con—c ,* Gycon@ e cond 


(1) Nella seduta dell’8 aprile 1934. 
(2) la quale fa seguito ad altre due sul medesimo argomento pubblicate nei fascicoli 


di gennaio e febbraio di questi « Rendiconti ». 


— 480 — 


i sistemi (1) e (2) risultano perfettamente equivalenti. In altre parole: la 
pit. arbitraria funzione olomorfa della variabile ipercomplessa x + jy rappre- 
senta col suo primo, terzo e quarto elemento le componenti di sollecita- 
zione dei diversi punti di un sistema piano; le condizioni di monogeneita per 
la funzione olomorfa traducendosi nelle equazioni di elasticita per le componenti 
della sollecitazione. 

Lo stato di sollecitazione di un dato sistema materiale risultando asso- 
ciato ad una particolare funzione olomorfa, si comprende come ogni con- 
cetto, o teorema analitico relativo alle funzioni olomorfe, possa tradursi in 
una _propriet’ fisica, relativa al sistema elastico assegnato. 


§ 8. - SULLA CORRISPONDENZA TRA FUNZIONI OLOMORFE E SOLLECITAZIONI. 
— Particolarmente notevole é la traduzione fisica del concetto di integrale. 


Diciamo AB una curva regolare, tutta interna al sistema piano; ab un ele- 
mento infinitesimo di tale curva, dx e dy le sue proiezioni sugli assi coor- 
dinati; dF, e dFy le componenti (secondo gli assi) dello sforzo che si eser- 
cita (attraverso l’elemento ab) dalla parte di sistema alla sinistra sulla parte 


di sistema alla destra della curva AB (supposta orientata da A verso B: 
per parte destra e per parte sinistra del sistema intendendosi quelle che tali 
appariscono ad un osservatore il quale percorra la curva in senso positivo). 
Risulta notoriamente da semplici considerazioni di equilibrio: 


| dF. = tdx — oxdy 


(G3) se 


oydx — 7 dy 


dove ox, oy e€ 7 s’intendono calcolati in un punto generico dell’elemento ab, 
p. es. in a. D’altra parte, indicata con f (x) la funzione ipercomplessa che 
esprime la sollecitazione, e con dy = dx + jdy il differenziale ipercomplesso 
relativo all’elemento ab, si ha (tenendo conto dell’interpretazione da noi data 
agli elementi della funzione f(z) ): 


(4) f (a) az = (Gy + jb — prox + pt) (dx + jdy) = 
= (oydx —tdy) + +--+ +73 (@dx —oxdy). 


Basta confrontare le (3) con la (4) per osservare che il primo e il quarto 
elemento di f (a) dz rappresentano rispettivamente dFy e dFx. Dal che subito 


A . . yy . . 7B 

si trae che il primo e lultimo elemento dell’integrale | f (x) dz rappresentano 
A 

le componenti Fy ed Fx dello sforzo che si esercita, attraverso la curva AB, 

dalla parte di sistema alla sinistra sulla parte di sistema alla destra di tale curva. 

Se il circuito d’integrazione € chiuso, e comprende un’area nella quale non 

cadano singolarita per la funzione, lintegrale é nullo; cid che si traduce 
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fisicamente nella proposizione: gli sforzi agenti sopra una qualunque por- 
zione di sistema piano nella quale non cadano forze esterne si fanno equi- 
hbrio. Anche notevole il significato dell’espressione: 


M@)=[ G—wf@a 


dove %o = Xo + jyo & un generico punto del piano. Si constata, col mede- 
simo procedimento seguito poc’anzi, che: il primo elemento dell’integrale M (zo) 
é il momento, rispetto al punto zo, degli sforzi che si trasmettono attraverso la 
linea d’integrazione (dalla parte di sistema alla sinistra sulla parte di sistema 
alla destra di tale linea; il momento essendo inteso positivo se di verso 
antiorario). 


§ 9. - Equaztone pr continurrA. — E ben noto che appena siano note 
le componenti di sollecitazione ox , oy , 7 per ogni punto di un sistema piano, 
e subito possibile ricavare, mediante semplict quadrature, le componenti u e v 
dello spostamento di ogni punto. Questa ricerca di w e v pud farsi operando 
direttamente sulla funzione f(z) che esprime la sollecitazione. Si dimostra, 
infatti, che, indicati con E e o rispettivamente il modulo di Younc e il coef- 
ficiente di Poisson per il materiale di cui € costituito il sistema piano, i 
prodotti 


I + SEO 


EPG +Pf/@ke ¢ Bear fron 


(nei quali Pintegrale | f(z) dx sintende esteso da un punto fisso cui si sup- 


pone competano spostamenti nulli, ad un punto generico z del sistema) rap- 
presentano, rispettivamente col primo e col secondo elemento, le componenti u e v 
dello spostamento del punto z. Se lintegrale si intende invece esteso ad un 
determinato arco di curva AB, i due prodotti forniscono, rispettivamente 
col loro primo e secondo elemento, le differenze u,—u, € vz —v, (con tt, 
intendendosi la , calcolata nel punto A ecc.). Se, in particolare, il circuito 
d’integrazione ¢ chiuso, e cioe B = A, i prodotti soprascritti devono risultar 
privi, rispettivamente, del loro primo e secondo elemento. Questa condi- 


rB 
zione, si noti, deve sussistere anche quando Pintegrale | f@) & sia diverso 
A 


da zero per la presenza di una singolarita nell’area limitata dalla curva 
chiusa AB. Il che costituisce una restrizione notevole per le singolarita am- 
missibili nella funzione f(z). Senza entrare in dettagli si vede, ad es., che 
se la f(z) ammette in un punto z interno ad AB, una singolarita con parte 
principale k/(x — Zo), gli elementi della costante k si trovano sottoposti per 
la detta condizione (che chiameremo di continuitd) a due equazioni lineari 
indipendenti. 
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§ 10. - SIGNIFICATO DELLE SINGOLARITA. — Passiamo ora ad esaminare 
come si comporti la funzione ipercomplessa f (x) in prossimita del punto di 
applicazione di una forza esterna di componenti Fx ed Fy. Appare chiaro, 
intanto, che la funzione f(x) presenta, nel punto Zo di applicazione della 
forza esterna, un polo del prim’ordine con parte principale k/z —%o- Per de- 
terminare la costante ipercomplessa k osserviamo anzitutto che i suoi quattro 
elementi sono soggetti (v. precedente paragrafo) a due equazioni lineari pro- 
venienti dalle equazioni di continuita. Indicato inoltre con I un piccolo cir- 
cuito chiuso tutto interno al sistema piano e comprendente la sola singo- 
larita z, il primo e l’ultimo elemento dell’integrale 


| oil ye carey 
NS 
i: 


ee 
dovranno (v. § 8) risultare rispettivamente eguali ad Fy ed Fx; la quale 
condizione si traduce in due equazioni lineari negli elementi di k. Abbiamo 
cosi, in totale, quattro equazioni linear negli elementi di &, le quali consen- 
tono di determinare univocamente questa costante. Si trova: 


FE ibe 
b= lt — 20) + G29) A) + 
+ Te ISS Ny eae ee 
ees ( 3) 7°] 
Sil ConpIzIONI AL CONTORNO. — Esaminiamo da ultimo come si com- 


porta Ja funzione f(x) sul contorno geometrico del sistema piano. Supposto 
che quest’ultimo sia completamente libero ai bordi, consideriamo un tratto 
di contorno parallelo all’asse delle ascisse e sul quale non cadano punti di 
applicazione di forze esterne. Nei punti di tale tratto di contorno doevra ri- 
sultare oy = T= 0; @, riflettendo che oy e t sono rispettivamente il primo 
ed il quarto elemento della funzione ipercomplessa f(z) si conclude: nei 
punti dei tratti di contorno paralleli all’asse x la funzione f(x) deve risul- 
tare priva dei suoi elementi estremi. 

In modo analogo si dimostra che sopra un tratto di contorno parallelo 
all’asse y la funzione f(z) deve esser priva del terzo e del quarto elemento. 

Queste condizioni al contorno possono sintetizzarsi in una formulazione 
unica (valevole anche per i tratti di contorno non paralleli agli assi) conside- 


rando, in luogo della funzione f(z) il suo integrale indefinito 9 () =i dz. 
Xo 


Indicati, difatti, con z, € %, due generici punti del contorno, si consideri la 
differenza @ (z2) — 9 (Xx). Questa differenza ¢ lintegrale if (x) dz esteso da z, 


a z, lungo una curva qualunque, ed, in particolare, lungo l’arco di contorno 
da x; a %2. Poiché, nell’ipotesi che il contorno sia libero da forze e da vin- 


coli esterni, detto integrale deve risultar privo degli elementi estremi (v. § 8) 
subito si conclude che gli elementi estremi di 9 (z,) ed i corrispondenti 
di @ (x2) devono aver lo stesso valore; 0, in altri termini, /a funzione @ (z) 
deve avere costanti, sul contorno geometrico del sistema, il suo primo ed il suo 
quarto elemento. 


§ 12. - ConsIDERAZIONI CONCLUSIVE. — Dimostrano le considerazioni dei 
precedenti paragrafi che il problema della determinazione delle sollecitazioni 
elastiche di un sistema piano libero ai bordi, & ricondotto al problema, net- 
tamente analitico, di determinare una funzione f(x) (olomorfa nella varia- 
bile ipercomplessa x = x + jy) della quale son note le singolarita ed il 
comportamento al contorno. Tale problema non é, certo, di risoluzione né 
facile né immediata: ma sta di fatto che alcuni metodi suggeriti per la ri- 
soluzione del problema analogo nell’ordinario campo complesso, possono 
applicarsi con successo anche al ‘nostro problema. Per queste applicazioni 
noi rimandiamo il lettore ad una nostra Nota che uscira fra breve nella 
rivista « RICERCHE D’INGEGNERIA » ; nonché ad una Memoria che verra presen- 
tata, nel corrente mese di aprile, alla R. Accapemia p’IraLia. Questa Memoria 
verra contemporaneamente pubblicata il lingua tedesca per il gentile interes- 
samento del prof. WILHELM BLascHkE (dell’Universita di Amburgo) al quale 
mi permetto qui di esprimere la mia pil devota ed affettuosa riconoscenza. 


Matematica. — Suille ipersuperficie iperalgebriche. Nota di 
M. Viva, presentata“? dal Corrisp. L. Berzoxari. 


1. Nella geometria iperalgebrica®, che forma un campo di ricerche fe- 
condo ma alquanto trascurato, le varieta iperalgebriche di dimensione (reale) 
massima di uno spazio lineare S, (cioe le varieta a 2r—1 parametri reali) 
occupano un posto dominante: come intersezioni di esse si ottengono in- 
fatti tutte le altre varieta iperalgebriche, in particolare le varieta algebriche 
e quelle dell’ordinaria geometria algebrica reale. 

A tali varieta V,, -,, che possiamo chiamare ipersuperficie iperalge- 
briche, & dedicato un mio lavoro che sotto il titolo Connessi algebrici, ipe- 
ralgebrici e varieta iperalgebriche di dimensione massima, verra prossimamente 
pubblicato G, e del quale espongo qui i risultati principali. 


(1) Nella seduta dell’8 aprile 1934. 

(2) C. SEGRE, 1) Le rappresentazioni reali delle forme complesse e cli enti iperalgebrici, 
«Math. Ann.», B. 40, 1892; 2) Un nuovo campo di ricerche geometriche, « Atti dell’Acc. 
di Torino», vol. 25-26, 1890-91. 

(3) In tal lavoro viene perd svolta una ricerca sui connessi assai pill vasta di quanto 
lo richieda l’applicazione alle V2r—r. 
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La teoria delle V,,—; viene fondata sulle nozioni di sistema associato- 
alla Vz,—1 e di antipolarita subordinaia dalla Vz; > enti che sono detain 
nel modo che segue. 

E noto che ad una V.,—, € congiunto un connesso involutorio T° 
iperalgebrico di 2° tipo (cioé prodotto di un connesso algebrico e del co- 
niugio) fra i punti di S,, di cuila V,,—-1 ¢ luogo di punti uniti. Orbene: 
‘] sistema X associato alla V,,—; non é altro che il sistema lineare mi- 
nimo contenente il sistema algebrico di I’, cioe il sistema (unico essendo [ 
involutorio) formato dalle ipersuperficie (algebriche) omologhe in TP’ dei 
punti di S,. Facendo corrispondere ad ogni forma F di & il sistema lineare 
minimo contenente il sistema algebrico composto dalle forme omologhe in it 
dei punti di F, nasce in % un’antipolarita Q che é appunto I’ antipolarita 
subordinata alla V,,—:. 

V.,-.1, 1, 2 con Q, sono tre enti che si equivalgono, perche, noto 
uno di essi, si hanno anche gli altri due. Invero, per ritormare da ze O 
a I, basta far corrispondere al punto P di S, la forma F di & omologa 
in Q del sistema composto dalle forme di Z passanti per P. 

L’introduzione di = e di Q pone in luce vari caratteri di V,,-,. Uma 
trasformazione razionale o antirazionale@) muta V.,—; in una V,,—, che 
ha per associato il trasformato del sistema associato della prima, sicché gli 
invarianti di Ee di Q per tali trasformazioni sono pure invarianti di fronte 
alle stesse trasformazioni di V,,—;. Quindi lu dimensione complessa 8 di >»; 
é un'invariante razionale e antirazionale di V,,—; che propongo di chiamare 
genere algebrico di V2,—1. Un altro invariante di V.,—1, pure per tras for- 
mazioni razionali e antirazionali, é la dimensione (complessa) v dei. massimt 
sistemi di X composti di forme unite in Q (sostanzialmente la specie di Q) 
che denomino specie di V.,—: 


= : per 8 dispari) 


5 : 
loav<t per 6 pari, O=v<— 


Imponendo la biunivocita alle trasformazioni in discorso, si pud dire che 
gli invarianti per trasformazioni cremoniane e anticremoniane di & sono pure 
invarianti (rispetto allo stesso gruppo di trasformazioni) di V.,—1. Cosi — ad 
esempio — € un invariante cremoniano di Vera (per 7 == 2) il eenere 
della curva generica del sistema aggiunto puro di 2%), 


(1) C. SeGRE, 1), pp. 440-448. 

(2) Dicesi antirazionale una trasformazione prodotto di una trasformazione razionale 
e del coniugio. Analogamente per le trasformazioni anticremoniane che presto appariranno. 
Cfr. Comessatt1, Fondamenti per la geometria sopra le superficie raxionali dal punto di vista 
reale, « Math. Ann.», B. 73, 1913, p- 103 Reelle Fragen in der Algebraischen Geometrie, 
« Jahresbericht der D. M. V.», B. 41, 1931, p. 110. 

(3) Casretnuovo, Ricerche generali sopra i sistemi lineari di curve piane, « Mem. del- 
VAcc. di Torino», vol. 42, 1891, n. 27. 


L’ordine n di 2 ci rida il noto invariante proiettivo e antiproiettivo 
adtiV,-2 > VY ordinée @) 
r+mn 
i 


2. I] luogo dei punti comuni alle forme di X e alle varieta basi dei si- 
stemi omologht in Qe V,,—;. Questa proprieta non caratterizza pero & (e Q). 
x é fra i sistemi che generano in tal modo V.,_, il minimo®. Qe X 
permettono anche di stabilire la polarita rispetto a V.,—,+ Si consideri il 


sistema lineare Xp delle polari ordinarie di un punto P di S, rispetto alle 
forme di Z di ordine ¢ e si chiamino coniugate due forme di Zp che sono 
polari di forme di 2 coniugate in Q. Nasce allora in Lp un’ antipolarita 


p che con Zp determina un connesso involutorio Tp iperalgebrico di 2° 
tipo (cfr. n. 1), covariante di V,,—, nella geometria proiettiva ordinaria e 
complessa, che chiamiamo connesso polare di P rispetto a V.,_, d’ordine ¢. 


Il luogo dei punti uniti dei Ip, ossia le varieta generate dai Zp e Op, si 
diranno le varieta polari di V.,—:. 

x, Q,T, gli enti polari, sono elementi di cui bisogna tener conto 
per lo studio delle singolarita di V.,-,. Queste singolarita si riducono, 
per cosi dire, a singolarita algebriche perché: 7 punti singolari di V,,—, 
sono i punti base di X e i punti che sono singolari per le forme omologhe in I’. 


3. Ai due invarianti razionali (e antirazionali) di V.,-, del n. 1, il 
genere e la specie, fa riscontro la legge d’inerzia delle forme iperalgebriche 
reali “#)'s) espressa dal teorema: 


(1) C. SEGRE, 1), p. 445. 

(2) Cosi pure, fra i connessi che hanno V2y—r come luogo dei punti uniti, I ¢ il 
minimo. Pit precisamente, fra questi connessi, T é¢ l'unico irriducibile, se V2r—r @ irri- 
ducibile, oppure l’unico che si spezza in connessi irriducibili aventi ciascuno per luogo dei 
punti uniti delle V2r—1: quelle componenti la data. 

(3) Diciamo singolare un punto di Var—1 quando Viperpiano tangente in esso ¢ in- 
determinato. La nozione di iperpiano tangente ¢ un’estensione di quella che trovasi in 
C@RSEGRES 1p. 4375 2)! Mats. 

(4) Nel mio lavoro preannunciato viene stabilita la legge d’inerzia per una classe 
ancor pil vasta di funzioni. . 

(5) Dicesi forma iperalgebrica reale @’ordine 1) una funzione f(xe, Xe) razionale in- 
tera nelle variabili x e nelle loro complesse coniugate x (in generale si denota con ¥ la 
funzione che si ottiene sostituendo ad ogni coefficiente e a ogni variabile di una funzione ‘¥’ 
il numero complesso coniugato), omogenea di grado n nelle x e omogenea di grado n 


nelle x, avente tutti i termini complessi coniugati a due a due: tale cioé che f=f (le 
condizioni d’identita per due forme iperalgebriche sono le stesse che per due forme al- 


gebriche). 


RENDICONTI. 1934, Vol. XIX. 31 


ote 


Una forma iperalgebrica reale f, d’ordine n, pud ridursi in infiniti modi 
alla forma canonica 


> a: ui ti (= f) (i =0,1,--+,8) 


(le uu; essendo forme algebriche di grado n linearmente indipendenti, le ui; le 
complesse coniugate e le a; costanti reali), ma sempre in quest espressione il nu- 
mero dei termini 8 +1 é fisso,e dei coefficienti a; ve n’é un numero fisso dt 
positivi (e di negativi). 

Il numero 8 si dira il genere della forma. Se il numero dei coefficienti 
a; di un segno é y-+1, con v-+ 1=8—v, diremo poi che la forma ¢ 
di specie v o<d=(’ 7m "\— a5 per 8 pari —1 ee per 8 di- 

§ +1 
Ta 

Si noti che questa legge d’ inerzia si mantiene per trasformaxioni razio- 
nali (e antirazionali), i] genere e la specie della forma sono quindi inva- 
rianti di questa per trasformazioni razionali (e antirazionali). 

Una V.,,—, € sempre rappresentata da una sola equazione, il cui primo 
membro é necessariamente una forma iperalgebrica reale“). Inversamente: 
quando una forma iperalgebrica reale, uguagliata a zero, rappresenta una 
V,,—1 (e non una varieta di minor dimensione), per il che é necessario che 
sia di specie == 0 (condizione che é anche sufficiente se ¢ di genere 1), e 
per di piu & la minima che la rappresenta, cioé — come diremo — é una 
forma reale minima), il genere e la specie di essa non sono altro che il 
geneté e¢ la specie di Vz,—7: 

Per costruire la geometria analitica iperalgebrica basta considerare queste 
forme reali minime e non tutte le forme iperalgebriche. Sono forme reali 
minime — ad esempio — quelle di genere 1 e di specie 0, e, pil in gene- 
rale, quelle in r + 1 variabili di genere =r e di specie > 0, per le quali la 
jacobiana delle w; non & identicamente nulla. 


sparl —I=v<— 


4. Dato in S, un sistema lineare di forme algebriche 2% e un’antipo- 
larita Q fra le forme di esso, affinché essi siano il sistema associato e l|’an- 
tipolarita subordinata di una V,,—-; devono soddisfare a particolari condi- 
zioni (che si rispecchiano in quelle esprimenti che una forma reale é una 
forma reale minima). 


(2)-Go"SEGRES 1) pe 445- 

(2) Se f € una forma reale minima, le altre equazioni della V2,—1 di equazione 
f=o sono Of =o, dove ® =o non ammette punti che la soddisfano. Sono ® —- ad 
esempio — le forme iperalgebriche reali di specie — 1 Leaiuiui per le quali il sistema (uz) 
é privo di varieta base. 


Intanto € necessario che Q sia di specie 0, cioe che possegga ele- 
menti uniti. 

In quest’ordine d’ idee, & notevole il risultato (che equivale sostanzial- 
mente a quello con cui si chiude il numero precedente) : 

Un sistema lineare di Sy di dimensione (complessa) <1, avente la jaco- 
biana non indeterminata, e un’antipolarita di specie == 0 in esso, sono sempre 
il sistema associato e lantipolarita subordinata di una V.,_:. 

In particolare: Un fascio di forme algebriche e un’antinvoluzione di specie 0 
in esso sono sempre il sistema associato e l’antinvoluzione subordinata di una V.,—1. 

Le V,,—; relative ai precedenti sistemi sono caratterizzate dalla pro- 
prieta che il sistema algebrico del connesso ad esse congiunto é lineare, 
ossia coincide col sistema associato. Quelle del caso particolare di cui sopra 
sono poi le V,,—, di genere 1. 

Raccogliendo : 

In Sy ponendo fra le forme di un sistema lineare (algebrico) oo? (8 =r) 
ad’ ordine n, avente la jacobiana non indeterminata, un’ antipolarita di specie 
v=o, il luogo dei punti comuni alle forme del sistema e alle varieta basi det 
sistemi corrispondenti é una V.,—; (e non wna varieta di minor dimensione) 
di genere 8, di specie v e d’ordine n che ha per associato il sistema dato e per 
antipolarita subordinata la data antipolarita. E ogni V.,—1 di S, per la quale 
é lineare il sistema algebrico del connesso congiunto si ottiene cost. 

Per § =1, questo teorema puo anche enunciarsi: 

In un fascio di ipersuperficie algebriche di ordine n di Sy 


ftirg=o 


la totalitd delle forme del fascio relative ad un valore reale di X @ una Vor—x 
di genere 1 e di ordine n che ha per associato il fascio dato e per antinvolu- 


zione subordinata } = Mie ogni Vry—x di genere 1 si. ottiene cosi™. 


(1) Le Vo,—1 di genere 1, di cui é palese la stretta parentela colle ipersuperficie 
algebriche, vengono studiate diffusamente nel mio lavoro preannunciato. 


he ae 


Matematica (Geometria). — Sui moduli delle superficie al- 
gebriche irregolari. Nota di B. Secre, presentata‘? dal Socio 
F, SEVERI. 


Il problema della determinazione del numero dei moduli di una 
classe di superficie algebriche, trattato dapprima dal NoerTHER sotto ipotesi 
restrittive @), &€ stato in seguito affrontato in tutta la sua generalita dal- 
P Enriques %), il quale ha stabilito che: Ogni superficie (non equivalente ad 
una rigata) coi caratteri p.,pa,p\, appartiene ad una classe di superficie cot 
medesimm caratteri, dove si distinguono 


(1) M = 10 pa — pp — 2 p™ + 12 + 0 
moduli. Nella (1) figura ?invariante 6, il quale si lascia definire geo- 
metricamente nel modo che verra ricordato al n. 5, ma di cui pero non 
si sa se e quale funzione sia di py, pa, p™: |? Enriques ha solo provato 
che sempre si ha 

0 ==.0, 
e che per le superficie regolari di genere p, = pa >> 3 con curve cano- 
niche irriducibili (p“) = 6), risulta: 


0=p,. 


Orbene, nel § II del presente lavoro, estendiamo la validita di questa 
ultima relazione alle superficie irregolari, per le quali anzi stabiliamo 
la limitazione assai pitt significativa: 


(2) 0 = 2 ps — pa — I. 


Rileviamo come - dallo stesso ragionamento dell’ ENriques — risulti facil- 
mente che, qualora ci si riferisca a superficie possedenti co trasformazioni 
birazionali in s¢ (con gp==0), al numero dei moduli fornito dalla (1) occorra 
aggiungere p; la (1) si precisa dunque colla 


(3) M = pe + 9pa— 2p) +11 +947, 


(1) Nella seduta dell’8 aprile 1934. 

(2) M. Nogruer, Anzahl der Modulen einer Classe algebraischer Flichen, « Sitzungsber. 
der Akad. der Wiss. zu Berlin», 1888, p. 123. 

(3) F. Enriques, Sui moduli delle superficie algebriche, « Rendic. R. Accad. dei Lincei », 
Sef. 5, tO) 17, 190d;, p. 690; 


dove, in base alla (2), il nuovo invariante + é un numero non negativo, 


definito dalla: 
7+=0—2p,-+pa t+. 


Quest’ultimo puo effettivamente raggiungere il valore minimo t=0, come 
accade per le superficie iperellittiche di rango 1, per Je quali notoriamente “ 
si ha: 

M3 ° pe =! 5 pa =—I ; jee | 5 p= 2. 


Si pud anche assegnare un limite superiore per TV invariante t di una su- 
perficie irregolare, e quindi pure, in virth della (3), un limite superiore pel 
numero M dei moduli della classe a cui quella appartiene. Vedremo infatti 


(aiee6) sche. te 
(4) Tae Pe 


5pa—9) + 67, 


ove zm denota il genere di un qualunque sistema lineare puro, almeno co}, 
pi ampio del sistema canonico @); la (4) diventa pil espressiva, se nel suo 
secondo membro si da a mw il minimo valore che puo assumere il 
genere suddetto, minimo che ovviamente costituisce un invariante della 
superficie. 

La dimostrazione dei risultati indicati poggia su talune semplici pro- 
prieta dei sistemi lineari, che potrebbero venir stabilite in modo diretto 
come accenniamo al n. 2, ma che qui deduciamo (nel § 1) da un lemma 
di per sé interessante, che diamo al n. 1, il quale puod ricevere applicazioni 
anche in altre questioni. 


iB 


1. Incominciamo col provare che: 

Dato su di wna superficie algebrica wn sistema lineare regolare |C\, 
cor (r =0), ed una curva irriducibile D, non comune a tuite le Ce variabile 
in un sistema continuo [ossia avente la serie caratteristica effettiva }, se la somma 
della serie lineare segata da |C| su D colla serie caratterisnca ¢ non speciale, 
anche il sistema lineare |E| =|C + D| risulta regolare, ed inoltre sulla curva D 
— che non ammette certo come parte fissa — questi sega una serie completa 
(non speciale). 


(1) Cfr. p. es. F. Enriques-F, SEVERI, Mémoire sur les surfaces hyperelliptiques, « Acta 
Math. », to. 32, 1909, p. 283, nn. 12, 13, 16. 

(2) Seguendo I’ Enriquss, con tale locuzione indichiamo un sistema lineare (anche 
riducibile) che contenga parzialmente il sistema canonico o (per py = 0) laggiunto di un 


sistema lineare irriducibile. 

(3) Per ’equivalenza fra queste due ipotesi (d’altronde inessenziale pel seguito), 
cfr. B, SEGRE, Sulla completezza della serie caratteristica di un sistema continuo di curve irridu- 
cibili tracciate su di una superficie algebrica, « Rendic. del Circ. Mat. di Palermo», to. 55, 


1931, p. 443- 
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Il grado ed il genere virtuali di |C|,|D|,|E| valgano rispettivamente 
n,n',n”’en,n,n’; talché, posto c=([CD], risultera: 


(5) n’=n+n'+2¢ A w’=nmtinmtic—ti. 


Per ipotesi, sulla curva D - di genere x’ - si ha una gw4, (effettiva) 
non speciale; deve dunque essere: 


wt ¢=nr, 
eppertanto, in forza delle (5), e: 
(6) n' —"’ >n—nt. 


Stante la supposta regolarita di |C/|, la dimensione (r = 0) di questo sistema 
é data da 
(7) f=patn—n+I1, 


Ove pa denota i] genere numerico della superficie. Dalle (6), (7) segue che e: 


pa tn” —r’+1>0, 


ossia che la curva C+D é aritmeticamente effettiva; d’altronde 
essa € non speciale, tale essendo C, e quindi, in base alla forma data da 
SEVERI al teorema di RremMann—Rocu per le superficie (), il sistema lineare 


|E] =|C + D| ha la dimensione 
(8) S=patn’—r’ +r. 


Esso non ammette dunque la D come parte fissa, risultando s >> r in virtt 


delle (6), (7), (8): 


Indicando con e=o0 la dimensione e con 


(9) ae) 


la deficienza della gy, 4. segata da |E| su D, talché - questa serie lineare 


essendo per ipotesi non speciale - dev’essere 


(10) e=n't+c—n’ —e, 
si ha ovviamente 
(11) ss=r-et, 


(1) Ved. F. Severt, Sul teorema di Rieman-Roch e sulle serie continue di curve appar- 
tenenti ad una superficie algebrica, « Atti della R. Accad. delle Scienze di Torino », to. 4o, 
1905, p. 766. 
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eppertanto, in forza delle (5), (7), (10), 


S=patn” —r’+1—e. 


"Basta confrontare quest’ultima relazione colla (8), avendo presente la (9), 
per dedurne le: 


(12) e=0 , S=patn’—r’' ti, 


le quali provano J’asserto. 


2. Dal lemma stabilito al n. 1, segue come corollario immediato che: 

Avendo su di una superficie algebrica un sistema lineare regolare |C\, pit 
ampio del sistema canonico, ed wn sistema lineare |D|, irriducibile ed infinito, 
il sistema somma |E| =|C + D| risulta pur esso regolare e sega sulla ge- 
nerica D una serie lineare non speciale e completa. 

Questa proposizione pud anche ottenersi dal noto teorema di Picarp- 
SEVERI, concernente Ja regolarita del sistema aggiunto “), Essa puo altrest 
venir dimostrata direttamente, in modo assai pil elementare, poggiando solo 
sul teorema di Rremann—Rocu telativo ai sistemi lineari pit ampi del si- 
stema canonico @). A tal uopo si cominci coll’osservare che la generica D 
non puo esser parte fissa di |E|, poiché per ipotesi |D| & almeno ose 
che |E| sega su essa una serie non speciale, in quanto |E| contiene par- 
zialmente il suo sistema aggiunto |D’|. Come dianzi valgono le (5), (10), 
(11), ed inoltre (applicando a |C/,|E| Pultimo teorema ricordato) si hanno 
le (7), (8): tanto basta per potere, come al n. I, dedurne le (12) e quindi 
concludere nel modo voluto. 


3. Dimostriamo infine che: 

- Nelle ipotesi del n. 2 e colle notazioni del n. 1, se un gruppo 9 di t punti 
di una determinata curva D impone t—® condizioni (t—O@=e,0=>0) 
alle E, le curve E passanti pel gruppo suddetto segano ulteriormente sulla D 
una serie lineare completa, di cui precisamente O ¢ andtce ai spe- 
cialita. 

Ed invero, le E passanti pel gruppo % formano un sistema lineare 
(pid ampio di D + |C|) avente Ja dimensione 


5s; =s—(t—9); 


(1) Cfr. F. Severt, Sulla regolarita del sistema aggiunto ad un sistema lineare di curve 
appartenente ad una superficie algebrica, « Rendic. R. Accad. dei Lincei», ser. 5%, to. 17, 
19082, p- 465. a 

(2) Tale possibilita pud riescire utile in altre questioni (ad esempio per eventuali 
estensioni alle varieta superiori), tenendo conto del fatto che il teorema di RiEMANN-RocH 
_ristretto al caso suddetto - si stabilisce con tutta facilita fin dagli elementi 
della geometria su di una superficie algebrica; a questo proposito ved. F. Enriques, Le- 
zioni sulla teoria delle super ficte alyebriche (raccolte da L. CAMPEDELLI), parte 1* (Padova, 


Cedam, 1930), p. 245. 


Aa me 
poiché 7 + 1 indipendenti di tali curve contengono parzialmente la D, cosi 


la dimensione (= 0) della serie lineare da esse segata su questa fuori di 9, 
tenuto conto delle (11), (10), (12), vale: 


s—(t+npn=e—t+0=(W+e—A)—wW4+ 80. 


Tale serie lineare ha lordine n’ + c—t, e risulta completa in base al n. 2: 
dunque effettivamente — in forza del teorema di Riemann-Rocu sulla D — 
essa ha indice di specialita 0. 


IL. 


4. Consideriamo ora una superficie F, non equivalente ad una rigata e 
priva di curve eccezionali, coi caratteri py, pa, pM; e sia |C| un qualunque 
suo sistema lineare regolare puro, piu ampio del sistema canonico ed al- 
meno co}, di cui m e xm denotino rispettivamente il grado ed il genere. 

Due generiche reti & ed &, di |C|, segantisi secondo un fascio &, 
hanno per jacobiane due curve D e D,, che si incontrano nei punti del 
gruppo jacobiano di & e nei punti che sono doppi per due curve C distinte, 
una appartenente alla rete & ed una alla &,. Si ha notoriamente: 


(13) D=D,=2C+C, 


ed inoltre, denotando con 9 il gruppo degli ultimi punti considerate con t 
il loro numero, risulta: 


(14) t= 2p) — 12h, + 2n + 8x—22; 


% si pud anche definire come il gruppo dei punti neutri del sistema 
lineare co3 congiungente le reti R ed &,, ossia corrisponde al eruppo dei 
punti doppi cuspidali della relativa imagine proiettiva @, 

Indichiamo infine con 8 un gruppo caratteristico di D,cony 
un gruppo segato su questa curva da una C, e con d,c ordi- 
natamente i numeri dei punti di tali gruppi; dalla (13) si trae subito: 


(5) ¢=[y] = [CD] = 2(C}] 4 [CC] = 29 42-1). 


5. L’invariante @ di Enriques [che figura nella (1)], non é altro che 
la sovrabbondanza del sistema |3C + C’| per riguardo al gruppo $, 
di t punti, definito al n. 4 @. Poiché inoltre nel sistema lineare 


JE} =1C+D]=|3C+4+C’ 


(1) Per la determinazione geometrico-funzionale del gruppo 9, da cui tosto segue il 
numero ¢=[9] fornito dalla (14), ved. B. SEGRE, Determinazione geometrico-funzionale di 
gruppi di punti covarianti, relativi ad un sistema lineare 003 di curve su di una super ficie 
algebrica, « Rendic. R, Accad. dei Lincet», ser. 6°, to. 18, 19332, Pp. 445. 

(2) Cfr. il n. 2 della Nota citata di F. ENRIQUES. 


eee 


esistono curve (come le D,; + C) che passano pel gruppo 9, senza conte- 
nere D come parte, si pud — nelle ipotesi attuali —- applicare il teorema del 
nn 3y Ora, sulla. curva D> risulta: 


(ED) = (CD) +(D?)=y+ 8, 
onde si conclude che 0 ¢ lindice di specialitd della serie lineare effettiva: 
(16) Aj =iy+8— 3]. 


Ricordiamo poi l’importante proprieta, stabilita recentemente dal Sr. 
veRI ©), secondo cui lirregolarita ¢ = pe — pa di F e precisamente uguale 
al numero dei gruppi linearmente indipendenti dalla serie lineare |®— |. 
Dunque, se F ¢ irregolare e g==1 denota la sua irregolarita, sulla 
curva D la serie lineare 


Cr.) (eld ey | 


risulta effettiva, ed ha dimensione q—1. 
Dalle (16), (17) si trae: 


(18) |3] = lA + Bl; 


e si rilevi che Ja serie |8| caratteristica di D ha indice di specialitd uguale 
a@ pg, poiché — in virth del n. 2 - il sistema lineare |D|=|C+(C+ Cy 
& certo regolare. Dunque, fissato su D un gruppo 4, si hanno oo®~! 
gruppi canonici di D che lo contengono, fra cui precisamente cofs—" deb- 
bono contenere un qualunque gruppo p= %— vy; siccome di quest’ultimo 
gruppo possono venir assegnati arbitrariamente (su D) ¢g—1 punti, 


cosi dev’essere 
Va 00 eet (Pre oe Osa yi) 


ossia effettivamente sussiste la (2). Si pud pertanto introdurre l’inva- 
riante t=o mediante la 


(19) +=0—2p+pat+1, 


I, 


e — come gid abbiamo detto in principio del lavoro - dedurre dalla (1) la 
formula (3), di essa notevolmente pit espressiva. 


6. In base al n. 5, le tre serie lineari |A|, |p}, |8|, ivi considerate 
su D, hanno rispettivamente lordine 


Pe ae get a oa 


(1) F. Severt, Osservaziont a proposito della Nota di Erich Kahler: « Sui periodi 
deg? integrali multipli sopra una varieta algebrica », « Rendic. del Circ. Mat. di Palermo», 


TOMNSO, TOZ2 = De ysene 3: 
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e la dimensione 
(ctd—th—w+60 , g—1., d—wW+p,, 


ove x’ denota il genere di D. Tenuto conto della (18), se si impone ai 
cruppi della |8| di contenere g—z1 punti genericamente fissati su D, si 
ottiene una serie lineare di dimensione d — n’ + p, —(q —1), alla quale 
appartengono totalmente i gruppi somma di un qualunque gruppo della serie 
lineare |A| col gruppo della |u| che contiene i g—vr punti fissati. Si ha 
percio: 


d—n' + pp—Q—-DN=C+d—A—w+68, 


ossia: 


O6=t—c+hpat+1. 
Da qui, ricordando le (14), (15), segue: 
6=2p) —1ipa+6n—19; 


e questa formula, in virtu della (19), equivale precisamente alla (4). 


Matematica. — I] teorema dei seni per i triangoli tracciali sopra una 
superficie. Nota di A. Tonoto, presentata dal Socio T. Levi-Civita. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Kiferimenti geodetici lungo piu linee nelle varietd a 
connessione affine. Nota di E. Bortrotottt, presentata dal Socio T. Levi- 
Civita. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Sulla formula di Parseval. Nota di C. Severt, pre- 
sentata dal Corrisp. G. Loria. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 
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Meccanica. — Sopra un particolare movimento di un solido 
pesante intorno a un punto fisso. (Limiti di variabilita). Nota di 
M. Renata Faspri, presentata“? dal Socio T. Levi-Crvita. 


1. In una Nota precedente @), alla quale senz’altro mi riferisco, per le 
notazioni e per i risultati, ho caratterizzato una classe di soluzioni parti- 
colari assegnandone la traiettoria, cioe Pp ,95Y1»Y25¥3 in funzione di r. 
Osservai inoltre che alcune di queste soluzioni sono nuove, pur rientrando 
in un tipo gia precedentemente e ripetutamente studiato. Esse posseggono 
interessanti particolarita meccaniche, e precisamente che la costante della 
energia risulta determinata dalle condizioni strutturali del sistema, e che il 
componente verticale del momento delle quantita di moto é nullo. 

Dimostrerd ora questi asserti, e completero la ricerca, discutendo l’am- 
bito di validita (nel campo reale) delle dette soluzioni, e assegnando la legge 
del tempo. ; 


2. L’equazione (10) della Nota gia citata permette di calcolare la co- 
stante dell’energia E, qualora si tenga conto dei valori trovati per le co- 
stanti a,,b,,¢, ed espresse in quella Nota dalle relazioni (21) e (24). 
Infatti 


Sa Leen +0) —o = 2 3 eee eee 
Pe kt @? _@ +2048 —2e(4 + 8) 
=> taser oe ae 
e quindi 
Be ee 


2(€ — a) (C— 8) 


Giovera ora ricordare, per comodo del lettore, le espressioni che danno 
Dadintt  Vesets. 10 funzione del parametro r, cioe 


p? = 4,1? + Mig Sees 


(1) 


Ge Baws 


(1) Nella seduta dell’8 aprile 1934. 
(2) Cfr. questo stesso volume di «Rendiconti», pp. 407. 


a AO ee 


dove 
@(B — @) Se e(e — a) 
a Pea) ee Cyne 
(2) | | C7 (28 : pee te @7(24—€) Be 
(Rigs = (4 Zaye a)’ “a= #®)(8—€)(@— a)’ One 
€ 
[Me oer ie I (& } 
ie Pro) un ab Gunentie 
I (8 a) 
G3) TENS 6ty a SO =e 2 


| ee ON) . 
1s — Py, 2d — @)Ge—6) itt 


Nelle (2) valgono i segni superiori o gli inferiori secondoche é c, = +1 
O Co ee 
La componente verticale del momento delle quantita di moto 


Ky = APY: + BIY2 an Cry; > 


quando a Y;:,Y2,Y3 Si sostituiscono i loro valori dati dalle (3), diviene 


i (c= ates) 1 (C—a)(C—8) 
— 4. c 2 ——— —_ eas iS Bo2r 
& Pee Gg le Pra ees 
I 
@2 Pree op 
T Pz, (@— 24) yet 


in cui vanno ulteriormente introdotti al posto di p? e g? i secondi membri 
delle (1). Ne risulta un binomio del tipo gr3 + br, g e h essendo certe 
combinazioni di costanti strutturali, ed & facile verificare materialmente che 
g = =0. Ma si puo anche risparmiarsi questo calcolo, notando (come 
gia si fece nella sopra citata Nota, per il trinomio y? + 2 + Y,) 7 chess 
deve risultare costante quando sono verificate le equazioni di Eulero—Poisson. 
Percio l’espressione che compete a Kz lungo una delle traiettorie + non pud 


dipendere da r. Comunque, annullandosi i coefficienti g e ), rimane 


re) 
Ke =8 07 edd: 


Aggiungero ancora un’osservazione: abbiamo elementi sufficienti per 
determinare in funzione del solito parametro r, il valore di p, componente 
della velocita angolare w rispetto all’asse fisso, verticale, €, ossia 


Se jea—e)y* + 28—0)g + or}rtr. 


P= Pi a ts pe oe ae) mae) 


par fae 
Ma & facile verificare, sostituendo a p* e q? i loro valori (1), che 


2a 


C)p>+(28 


©) + Cr? =0 
€ percio 


dove il doppio segno corrisponde, come ho gid notato, alle due diverse so- 
luzioni possibili, a seconda che la costante c, ha il valore +10 —1r. 


3. Durante un effettivo movimento si ha necessariamente 
(4) Dik OL a= 0 


quindi, quando si tratta di moti reali, r? potrd variare nelle (1) soltanto 
entro i limiti in cui sussistono le disuguaglianze (4). 

Per abbreviare la discussione cominciamo coll’osservare che dei tre assi 
principali d’inerzia, uno, l’asse x, € caratterizzato come baricentrale; luf- 
ficio degli altri due @ scambievole, quindi é lecito supporre 


(s) a> &; 


é poi ben noto che &,8%,€ soddisfano alle disuguaglianze esistenti tra i 
lati di un triangolo, quindi 


CKHA+8<24, 
donde 


(6) 24—€C>0. 


Terremo presenti queste due disuguaglianze, dopo di che sono a priori pos- 
sibili tre casi. 

I. © massimo: C >A >8. In corrispondenza di questo caso si pos- 
sono avere due sottocasi a seconda che 28—C=Zo. 

Il. @ minino: d >B>e. E allora necessariamente 28 —@ >0. 

III. @ intermedio: 4 >C>>8&. Si possono avere ancora due sotto- 
casi, a seconda che 28 —CZo. 

Questi casi sono tutti possibili; cid si pud verificare rappresentandosi 
&, B, © come lati di un triangolo, ovvero anche osservando i seguenti 


esempi numerici: 

Dire 0,5 = OH Oh AOS 
ee Oe — 5 85 9 I 3 T IT 
Me OG =5, B= 4, C= 25 4— 2 = fs 45 42,5 42 4 
Ml. &=6,8=3,@=535—3— 65 +3565 3 6 +5, 6-35 6 + 3; 
Mi” G=6,8=2,0=—5;5—2—6—5.42,6—sa2a645,6-2 5 <6 +2. 


ps ear 


Si tratta ora di discutere questi casi dal punto di vista della realta. 


Caso I’. 
(7) C>a>8, 
(8) 28—C>0. 
Tenendo presenti le espressioni (2), si trova 
dp <0, Rep ule Ol sa pete a eee, 


valendo le disuguaglianze superiori o le inferiori secondoché € ¢, =I O 
(é,==— I. 

Va senz’altro escluso il valore c, = 1, perché tanto a; che a, risul- 
tano negativi. 

Per c, =—1, le (4) e (1), danno 


Gs fsa ee SS 


Dividendo la prima per —a; e la seconda per 6,, si ricava 


(c) ra ? pas, 
Sears As ba 
le quali implicano che sia ere en 
D’altra parte le (2), applicate al caso c, = — 1, danno 
b, (24—€)(28— 6) . 4 Cd— 0) @8 ec), 
b, (C — 8) (C— ay : a, (C—A)(C—8)? ’ 


, I I 
e poiche C—A< C— 8 e quindi 7 i 
poi =< quindi Erne Bee deve aversi 


b, as 
b, ive 
= Maes : a h 
cio che esclude la possibilita della disuguaglianza opposta SoS 
ay Dy 


Non esistono pertanto in questo caso soluzioni reali. 


CAasoal rs 
(7) C>A>s, 
(8’) 28 —@C<0. 
Le (2) danno allora 


C—O : OO 3 aye ZO 5 b, ZO 


mAs eh aes 


Ragionando come nel caso precedente, si esclude in primo luogo l’even- 
tOalitl cy == — Ti 
Per c, = + 1, la condizione che si tratti di soluzioni reali implica 


perpre (4) (1): 


a,S?=—ayr? , b,57?=—Dd,7r?. 


Dividendo la prima per —a, e la seconda per —b, (entrambi posi- 
livi) si ottiene 


2 = a, 2 2 
if ee 3 Lee hae 8 
Ma, essendo ora ¢, = + I, 
oa: CCE —OUS—OC) | Ca O)COR ©) 
ay (®B — Cc)? (C — A) : b,  =-(C—d)?(®— C@) 
agit ee Oe) Ga ee Seo (Cel 
Quindi Sal a ets ae 
e percio 
b, ae 
b, ay 


Il moto reale si avra conseguentemente in corrispondenza ai valori 
di r per cui 
— c — 
ee fg 21-9 CBO) 


i Sue Cea ey 


cioé per cui 


; (24 —€) (28—€) 
(10) a (4 — ©) (@— oe) Por 
Caso IL. 
(11) A>B8>e, 
(12) ore nO 


Al solito considerando le (2), si trova 
ee Oe ha Oe dae Ores 605705 


da cui rimane senz’altro esclusa (cfr. il caso I’) l’ipotesi c, = —1. 
Supposto.c, = + 1, deve essere per le (4) e (1) 


Mit — 5 Os = — OL 


Dividendo la prima per a,, la seconda per — bd, si conclude che 


b 
Peas LSP Py te BONS 2 9 


a, b, 


Ho gia verificato nel caso 1” che da A > segue 


quindi si avranno soluzioni reali purche 


(24 — @) (28 — C) pn ee ee GeO bee 
G—o)G@— ec): at, b, (A — @)? (B — @) 
cioe per 


(24.—€) 28 — On 
(A — ey (B—€) 


‘ 2d4—e)28—€), _), oad 
(3) (a — ©) (& — @) Mie NES ae 


Esistono due intervalli distinti di variabilita per r, a seconda che esso 
€ negativo 0 positivo. 

Le espressioni sotto il segno di radicale sono positive, come doveva 
necessariamente risultare dalla nostra discussione. 


Gago Ll 
(14) A>e>8 
(15) 2Bi—C > 0. 
Dalle (2) si ottiene 
By ON em OFS ie Ate OF ease Ue Or 


Quando c, = 1, dal fatto che b, e b, sono entrambi negativi segue 
che non esiste nelle ipotesi (14) e (15) alcun moto reale. E non ne esiste 
nemmeno per c, = —1, perche in tal caso sono a, e a, entrambi negativi. 


Cason iis 
(14) A >Ce>Z 
(15’) 2S (Ca Oy 
Tenendo conto delle (2) si trova 
A; <0 {SY 5 U0 eee al ee ee 


Il caso c, = + 1 @ da scartare, essendo a, e a, ambedue negativi. 


Per c, = —1I avremo un moto reale purché sia 


A, 8? =—a,I?, 
cioe 
pie Use. (24 — €)(28 — @) Da 
ay (C — a) (C — &)? i 
o anche 
(16) r=+ Se — €) (28—€) 
om ©C—a)(C—8&)? °° 
Riepilogando, i risultati ottenuti si possono raccogliere nello specchietto 
seguente: 
\ (i) Ces C2 gs Nessun moto reale della classe considerata. 
I caso 
: (24 — @) (28 —@) 


Pret 


8 l= | (a—¢)(®— e 


er 


[dt 23)ne Sgro S35 


macasO.- (cs = <a C= BS a) eee x —=lri= 
aso. (¢ fF) CO Cm r (a — 8) (@— 6) Pro=l|rij=t+ 


Ca =O) Ca—6) 


GoGo ae 


(sears hice <a 2h Nessun moto reale. 


III caso eG 
(Wl’,.=—1), 28<e<a Irl=+| C 


OER Oo ey a7 
D(C hy yee 


Il caso Il gia era stato segnalato e discusso, in modo esauriente, se pur 
faticoso, dal Corliss“), generalizzando una precedente ricerca del Field @. 


I casi I e IL sono nuovi. 
4. Dalla terza delle equazioni (1) di Eulero 
r=; pq, 


si pud ricavare il tempo in funzione di r con una quadratura, che, per es- 
Sete = def 0s) 5 ge = 0,1? aE b, s?,, risulta manifestamente ellittica : 


Ga = [eo I i) dr 
09) = mpl, SA |e ate 
: es) Pg 3 J Vp g? 


(1) On the unsymmetric top., « Acta Mathematica», to. 59, 1932, pp. 423-441. 
(2) Op. cit., 56, 1931, pp. 355-362. 


RENDICONTI. 1934. Vol. XIX. 32 
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D’altra parte in ognuno dei moti possibili la r (e in particolare il suo 
valore iniziale) ¢ sempre compresa fra due limiti finiti, radici semplici del- 
Vequazione (di quarto grado) p? q? = 0. Dopo cio un classico teorema di 
Weierstrass ‘) permette senz’altro di concludere che in ognuno dei tipi I, 
Il, III delle nostre soluzioni il moto & periodico, oscillando la r (e con 
essa p eq) fra limiti determinati e finiti. I periodi sono rispettivamente 


lene an 
I re ~| ae 
@) cee pq 

"2 dr ‘tae gue aa, 

I jee ty ae aes pie 2 e 
o ow gos pq . es | Pq 

Lop OP 
Ill ——— [ a 
(IIT) Sates Pars 


dove i limiti hanno i valori indicati nel precedente specchietto. 


Astronomia. — Sul Sistema 61 Cygni. Nota I], di G. L. An- 
DRISSI, presentata® dal Socio G. ARMELLINI. 


1. In una precedente Nota) avevamo raccolto le osservazioni relative 
alla stella doppia 61 Cygni e avevamo mostrato come, attraverso la rap- 
presentazione grafica delle osservazioni, apparisse evidente che I’ insieme delle 
posizioni non veniva a disporsi secondo una linea retta, come aveva creduto 
il Flammarion “), ma secondo una linea la cui curvatura si mostrava piu 
accentuata verso gli ultimi anni di osservazione. 

Stabilito di procedere ad un calcolo degli elementi dell’orbita pit. proba- 
bile e tenuto presente che non avendo ancora il satellite percorso un terzo 
dell’orbita, apparivano inadatti la maggior parte dei metodi proposti “), deci- 
demmo di trattare l’insieme delle osservazioni con il metodo di Kowalsky, 
il quale, sebbene non tenga conto dalla legge delle aree e sia stato discusso 


(1) V. Levi-Crvira e AMALDI, Lezioni di meccanica razionale, vol. I], parte I, pp. 28-32. 

(2) Nella seduta dell’8 aprile 1934. 

(3) G. L. Anprisst, Sul Sistema 61 Cygni, «Rend. della R. Acc. dei Lincei», vol. XI, 
SeLapOne lag SCII sm ASCAEIOs 

(4) C. Flammarion, Catalogue des Etoiles doubles et multiples, « Comptes Rendus 
Acc. des Sciences», 18 gennaio 1875. Parigi. 

(5) Per la determinazione delle orbite delle stelle binarie vedi: G. ARMELLINI, Trat- 
tato di Astronomia siderale, vol. Il, ed. Zanichelli, Bologna; C. ANDRE, Astronomie Stellaire, 
Gauthier Villars, Parigi; W. KLINKERFUES, Theoretische Astronomie; F. ViEwEG e SOHN, 
Braunschweig, 1912. 


Rend. d. Cl. di Sc. fis. mat. e nat. 
Vole XTX, fase... 7 


G. L. Anprisst 
Sul Sistema 61 Cygni. 


®o 
ey 
¢ 
.% 
on 
yy 
2 
ea 
. % % CS 
+ J ¥ 
8 2 


(520 


1940 


1890 


(880 


1870 


1630 


eo 


1830 


4820 


— 503 — 


sotto certi aspetti“), € tra i metodi analitici quello che si presta meglio 
alla determinazione dell’orbita apparente, essendo anche il pit: oggettivo. 

Abbiamo quindi proceduto alla rappresentazione grafica degli angoli di 
posizione e delle distanze in due separati diagrammi scegliendo: nel primo, 
per coordinate i tempi e gli angoli di posizione: nel secondo, i tempi e le 
distanze. Servendoci delle osservazioni, citate nella Nota precedente e ridotte 
al?epoca intermedia 1875.0, abbiamo determinato i baricentri dei gruppi di 
punti e le curve disegnate sono appunto quelle che passano per i baricentri 
stessi. 


2. Prendiamo ora l’equazione dell’orbita apparente: 
(1) AX? + BY? + 2CXY + 2DX+4 2FY =I. 


Supponendo l’origine nella stella principale e lasse X coincidente con 
a direzione del cerchio orario donde si contano gli angoli di posizione, 
avremo le equazioni: 


(2) X=pcos0 ; Y-=epsen0 


dove pe indica la distanza angolare delle due stelle in secondi d’arco e 6 
Vangolo di posizione. Cinque osservazioni sarebbero sufficienti per determi- 
nare i coefficienti dell’equazione (1); ma in pratica, disponendo di un mag- 
-gior numero di equazioni, poiché ogni osservazione fornisce, per le (2), una 
coppia di coordinate X,Y, si ricorre generalmente al metodo dei minimi 
quadrati per determinare i coefficienti: A,B, Cr Dre 

Abbiamo applicato il metodo dei minimi quadrati alle equazioni di 
condizione, tratte dalle osservazioni, non nell’intento di venire in seguito 
alla determinazione degli elementi dell’orbita reale, ma bensi nel limitato 
scopo di stabilire, per via analitica, se la curva risultante dal complesso delle 
osservazioni fosse in realta una ellissi, come dovrebbe attendersi per una 
stella binaria. Accertata analiticamente tale questione, vari metodi rigorosi 
dal punto di vista meccanico, permettono la determinazione degli elementi 
dell’orbita vera. 

Cid premesso, tra i vari baricentri che hanno permesso la costruzione 
delle curve riprodotte nella tavola 1, sono stati scelti undici luoghi normali 
in modo di avere presso a poco le osservazioni egualmente distanziate nel 
tempo, salvo per il primo luogo normale, in cui si pud utilizzare solo uno 
scarso numero di osservazioni. Pur potendo prescindere dai pesi dei bari- 
centri, per maggiore obbiettivita, abbiamo preferito assegnare ad ogni luogo 
normale un peso N corrispondente al numero delle singole osservazioni, 


(1) Y. Vitrarceau, Addition 4 la Connaissance des Temps pour lan 1887; C. VOLET, 
Methode pour le calcul des Orbites des Etoiles doubles visuelles, « Bulletin Astronomique», 


to. VII, fasc. I. 


ae 
~ considerando queste di egual peso — che hanno concorso alla determina- 
zione del baricentro stesso ed abbiamo cosi ottenuto la seguente: 


TaBecta I. 

Anno i) re) N | Anno ) re) N 
1820.86 84°.4 Tiss 9 || 1886.07 1202 20".61 32 
1834.69 92 .9 15.90 27 1894.48 123 54 DIAG 24 
1844.63 92 .3 16 .67 20 1906.07 127.5 2 Sa 24 
1854.94 105 .4 AS 47 1915.00 130 .3 Mes Se) 34 
1865.61 110 .O 18 .48 22 1924.04 1 oe3 24.37 18 
1874.93 115 4 | 19 «53 34 


Applicando le (2) abbiamo dalla (1) le seguenti equazioni di condi- 
zione omogenee, ridotte a peso uno ed a coeflicienti logaritmici: 


[0.8387707] A + [2.85 58679] B + [2.1483493] C + [0.9589760] D + [1.9675246] E = [0.4771213] 
[0.5266559] A + [3-1173631] B + [2.1230395n]C + [0.9221989n]D + [2.2175525] E = [0.7156819] 

[1.5 112894] A + [3.0828936] B + [2,5981215] C +[1.3819322n]D +[2.1677343] E = [0.6505150] 
[2.1664579] A + [3.2863853] B + [3.0274516n] C + [1.8022834n] D + [2.3622472]E = [0.8360489] 
[2.3132737] A + [3.1449187] B + [3.0301262n] C + [1.7932725n] D + [2.2090950JE = [0.6712113] 

(3) [2.6119270] A + [32588418] B + [3.2364144n] C + [1.989863 2n] D + [2.3133206]E = [0.7657394] 
[2.7839014] A + [3.2540348] B + [2.3199981n] C + [1.0692682n]D + [1.3043349] E = [0.7525750] 
[2.83 52538] A + [3.1969842] B + [3.3171490n] C + [2.0637097]D +[2.2445749]E = [0.6901056] 
[2.9660630] A + [3.1961022] B + [3.3821126n] C + [2.1291143n]D + [2.2441339]E = [0.6901056] 
[3.1301402] A + [3.2732854] B + [3.5027428n] C + [2.2489698n] D + [2.3205424] E = [0.7657394] 

| [3-0737654] A + [3.1253388] B + [3.4005821n] C + [2.1517308n] D + [2.1775175]E = [0.6276362] 


Prendiamo ora come « Fattori di omogeneitd» i seguenti: 
u = [3.1301402]A vu =[3.2863853]B x =[3.5027428]C x =[2.2489698]D 


y = [2.3622422]E v= [0.8360489] . 


Con il metodo dei minimi quadrati abbiamo allora le seguenti somme 
che danno i coefhcienti numerici delle equazioni normali: 


[aa] [ab] [ac] [ad] [ae] [an] [as] [as}-[as;] [asc] 
+ 2.82890 | + 3.48526 | — 2.82851 | — 2.84535 | + 2.93680 | + 3.10875| + 6.68585 | — 0.00002 | + 6.68587 
[ob] [dc] [bd] [de] [bn] [bs] | [os}Hbss] | [sz] 
+ 6.98946 | — 3.89774 | — 3.95497 | + 6.03303 | + 6.55554] + 15.21059| + 0.00001 | + 15.21058 
[cc] [cd] [ce] [cr] [cs] [es]-[csx] [esx] 
+ 3.16625 | + 3.19374 | — 3.65230 | — 3.52053 | — 7.53913 | — 0.00003 | — 7.53910 
[dd] [de] [dn] [ds] [ds}-[ds;] [ds;] 
+ 3.22229 | — 3.70816 | — 3.57584| — 7.66830] — 0.00001 | — 7.66829 
| [ee] [en] [es] [es}-Lesz] [esr] 
| + 5.79862 | + 5.71582 | + 13 12387 |.+ 0.00006 | + 13.12381 
| [nn] [ms] | (as}-fns} | [nse] 
| + 6.19151 | + 14.47526]| + 0.00001 | + 14.47525 
| [ss] | (sss) | Esse] 
| | + 34.28823 | + 0.00010] + 34.28813 


Infine, dalla risoluzione, per eliminazione successiva:) delle equazioni 
normali abbiamo ricavato il seguente sistema di equazioni normali ridotte, 
a coefhcienti logaritmici: 

[0.0000000] v = [9.9360919] 9 + [9-6977916n] u + [9.7526996] x + [9.7463693] x + 0.93792 
[0.0000000] y = [9.0829473] w+ [9.6971934] x + [9.6875630] zx + 0.09696 
[0.0000000] u = [9.9241286] x +[9.9293035] 7 — 0.14156 

[0.0000000] x = [9.98766281] z + 0.44861 

[0.0000000] 7 = [0.0871502]. 

Da queste equazioni si hanno i seguenti valori per le incognite: 

P= -OFSASS 3 g==-- 1.22222; 
VE 10-3 5748 


==] 0,27019, 
Mies O73 998 0U 

che sostituiti nelle equazioni normali portano ai seguenti residui: 
II? + 0.00006 3; III? —o.00001 ; 


V2 + 0.00016. 


I? + 0.00004 ; 
IV* + 0,00006_ ; 


Tenuto conto dei fattori di omogeneita si hanno infine i seguenti valori 
per i coefficienti delle equazioni (1): 
B= 0.00267"; C= - 0.00263; 


E = + 0.01064 


A=+0.00140_ ; 
D = —0.02857_ ; 


(1) Cfr. KLINKERFUES, Op. Cit., p. 740. 
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che introdotti nelle equazioni di condizione (3) danno i residui (€): 
Ts —0.02821 ; Il* +.0.03917 ; Ill* —0.02313 ; IV + 0.01658 ; 
Ve —0.00993 ; VI? —o0.04310 ; VII* + 0.00072; 


VII? + 0.01398 ; IX* +-0.03098 ; X* + 0.00009 ; XI? — 0.02291 


> & = [0.00679]. 


A e B essendo positivi adempiono alla condizione che lorigine sia in- 
terna alla curva, in modo che gli assi taglino la curva stessa da una parte 
e dall’altra dell’origine; ma essendo: 


AB — C? = — 0.000003 


Vorbita apparente risulta iperbolica. Ne segue quindi che, per noti teoremi di 
Geometria Proiettiva “), anche l’orbita reale dovrebbe essere iperbolica. 


Rigorosamente parlando é possibile che il satellite della 61 Cygni sia 
un astro catturato dalla stella principale, e cioé sia un astro venuto a pas- 
sare vicino alla stella principale che con la sua attrazione lo avrebbe deviato 
dalla antica traiettoria, facendogli descrivere un tratto di iperbole, dopo di 
che l’astro stesso continuerebbe ad allontanarsi all’infinito in direzione diversa 
dalla primitiva. Si tratterebbe di un fenomeno gia esaminato dagli astronomi 
e particolarmente dall’ Eddington @). 

In tale condizione ci verremmo a trovare nel caso eccezionale, fino ad 
oggi unico, di sorprendere un astro proprio negli istanti brevissimi, rispetto 
alla sua vita, in cui esso passa in vicinanza di un altro astro, e questa sa- 
rebbe la prima orbita iperbolica trovata. 

Preferiamo pero credere ancora, nello stato attuale, troppo scarse le 
osservazioni per permettere il calcolo di un’orbita e ricavare quindi dal nostro 
lavoro un risultato puramente negativo nel senso cioe che: non si possa 
prestare afhdamento alle orbite sino ad oggi calcolate. Tra queste, ricor- 
diamo Vorbita calcolata dal Peters %) che aveva dato i seguenti elementi. 


2 ==20 2A8= Bo alo P3738 cant 


(1) ARMELLINI, op. cit., vol. II, p. 411. 

(2) A. S. Eppincton, Stellar Movements, p. 246 e seg., Macmillan and Co. Limited. 
Londra, 1914. 

(3) C. F. W. Peters, Bestimmung der Bahn des Doppelsterns 61 Cygni, « Astr. Nach. » 
n. 2708-09. 


mentre il Baize ‘ graficamente ha trovato: 
at 2t Ost d 10.0 13 P9556 
ed infine il Fletcher @ ha dato: 


Ma 24 525 3 6 = 0.40369 P ==, 696,03. 


Astronomia. — Determinazione di latitudine in primo verticale. Nota 
di G. L. Anprissi, presentata dal Socio G. ARMELLINI. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo, 


Chimica. — Sule leghe di litio e cadmio “. Nota di A. Baront, 
presentata “? dal Socio G. Bruni. 


Nel numero di febbraio della « Zeitschrift fir Elektrochemie » 6) Zintl 
e Schneider hanno aspramente criticato i risultati réntgenografici da me otte- 
nuti per il sistema litio-cadmio. Poiché desideravo che i lettori di tale ri- 
vista potessero giudicare a ragion veduta le divergenze fra i risultati miei 
e quelli di Zintl, avevo inviato in data 27 febbraio questa breve comunica- 
zione alla «Zeitschrift fiir Elektrochemie»: il direttore di essa, prof. G. Grube, 
dopo averne presa visione ed averla accettata per la pubblicazione, me la 
restituisce in data 25 marzo, cioe dopo averla trattenuta per un mese, pre- 
gandomi di ritardarne ancora la pubblicazione per dare modo al prof. Zintl 
di ultimare un suo lavoro in corso sullo stesso argomento. Tale procedi- 
mento non mi pare giusto poiché la mia risposta si riferiva alla nota po- 
lemica del sig. Zintl e non al lavoro definitivo a cui si vorrebbe accoppiarla 
ed al quale mi riservo di rispondere a parte se sara il caso. Ritengo quindi 
dovere comunicarla subito negli « Atti della R. Accademia dei Lincei » che 
hanno pubblicato il mio precedente lavoro in discussione. 
Alle osservazioni dei predetti AA., dd le seguenti risposte: 
1) Per il composto LiCd; , che secondo Zintl e Schneider avrebbe 
una cella esagonale compatta, io non ho potuto determinare ancora la strut- 
tura e mi sono limitato a dire che poteva ritenersi per esso probabile una 


(1) P. Bate, «Bulletin de la Soc. Astr. de France », to. XLI, 1927. 

(2) A. Frercuer, The Binary System 61 Cygni, «Montly Notices», WAL Ow, wi Ds 
dicembre 1931. 

(3) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica generale e Chimica fisica della R. Uni- 
versita di Milano. 

(4) Nella seduta dell’8 aprile 1934. 

(5), «Zeit. Elektrochemie», 40, 107, 1934. 
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struttura monometrica. Non avendo gli AA. ancora pubblicato i loro risul- 
tati sperimentali, non mi & possibile entrare in discussione. Secondo essi le 
interferenze da me descritte sono verosimilmente in gran parte da riferirsi 
a prodotti di decomposizione, supposizione che é& totalmente errata. Infatti 
io proteggo i miei preparati con tubicini di carta da sigarette ricoperti accu- 
ratamente di bakelite e scaldati a 70°-80° per 6-8 ore e non con carta da 
sigarette semplice come Zintl e Schneider hanno erroneamente ritenuto, mo- 
strando con cio chiaramente di non aver letto con attenzione della mia nota 
che le tabelle e la parte riassuntiva. Tale protezione ¢ risultata perfettamente 
sufhciente per tutte le leghe di litio da me studiate (Li-Sn, Li-Cd, Li-Zn, 
Li-Mg) come é dimostrato dal fatto che i preparati anche dodici ore dopo 
la loro preparazione non mostrano ossidazione nemmeno superficiale. Inoltre 
fotogrammi fatti in precedenza, per sincerarmi della bonta del metodo, mi 
hanno mostrato che i risultati sono identici a quelli ottenuti operando in 
camera a vuoto 0 in atmosfera di gas inerte, in condizioni cioé nelle quali 
non é possibile pensare ad alcuna ossidazione; 

2) In merito al composto LiCd per il quale io ho dato una struttura 


° 


monometrica tipo CsCl con cella elementare di lato a = 3.32 A e conte- 
nente una sola molecola, mentre Zintl e Schneider trovano una struttura 


monometrica tipo NaTl con cella elementare di lato a = 6.687 A, ricon- 
fermo pienamente i miei risultati: aggiungo che in seguito al Javoro di Zintl 
e Schneider ho potuto osservare che si tratta di un caso di dimorfismo. 
Infatti fotografando tale composto immediatamente dopo la fusione con anti- 
catodo di rame e con una esposizione di otto ore, ho avuto un fotogramma 
dello stesso tipo di quello da me precedentemente pubblicato. In esso per 
la maggiore intensita ho notato anche le interferenze 210, 311, 320 che non 
erano comparse nel precedente. Fotografando invece tale composto dopo 
lunga ricottura a 300° eseguita 24 ore dopo Ja fusione, ho avuto un foto- 
gramma identico a quello di Zintl e Schneider. Poiché questi AA. fanno 
fotogrammi della durata di 30 ore, ¢ quindi logico che in questo caso il 
loro fotogramma sia diverso dal mio. E particolarmente strano che a detti 
AA. sia sfuggito questo caso di polimorfismo dato che in altri casi (Li-Ag) 
essi avevano osservato successive trasformazioni del composto LiAg forma- 
tosi in un primo tempo. 

3) Per il composto Li,Cd trovato termicamente da Grube ©) e succes- 
sivamente da me confermato termicamente ma non rontgenograficamente e per 
il quale Zintl e Schneider hanno trovato réntgenograficamente un reticolo 
cubico a facce centrate con quattro atomi nella cella elementare e distribu- 
zione statistica degli atomi, le divergenze sono dovute solo al fatto che con 
un raffreddamento normale lento e graduale (come & stato fatto da me e 


(1) «Zeitschr. Elektrochemie», 38, 869, 1932. 


cioé senza ricottura) tale composto si forma labilmente e si decompone 
come ho dimostrato io in LiCd ed Li, invece con una lunga ricottura a 350° 
esso effettivamente si riforma stabilmente e si mantiene poi inalterato a tem- 
peratura ordinaria. A conferma di questa ipotesi io ho effettuato in questi 
giorni una fusione seguita da lunga ricottura a 350° di questo composto ed 
ho avuto un fotogramma diverso da quello di LiCd e probabilmente uguale 
a quello di Schneider “); dico probabilmente, perche tale A. non ha ancora 
pubblicato il suo lavoro. Anche questo risultato quindi dimostra la non alte- 
razione delle leghe da me fotografate. 


Chimica. — Effetto del campo elettrico sulla serie di assorbimento del 
sodio. Nota di E. SeGre, presentata dal Socio A. Lo Surpo. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Chimica. — Nuovo metodo di preparaxione dello xilosio dai tuto di 
mais. Nota di C. ANTONIANI, presentata dal Socio N. Parravano. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Chimica. — Effetto del campo elettrico sul limite della serie del potassto. 
Nota di E. Amani, presentata dal Socio A. Lo Surpo. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


(1) «Zeitschr. Elektrochemie», 39, 95, 1933- 


Patologia. — Sulla leucocateresi splenica. Nota di C. CoLoB1 
e L. Paovazzr presentata dal’ Socio CG: Foas 


Delle varie funzioni della milza quella rivolta alla regolazione degli 
elementi bianchi del sangue é sinora una delle meno studiate. Le modifica- 
zioni che si trovano nel quadro ematologico del sangue periferico dopo una 
contrazione della milza, qualunque sia lo stimolo che l’ha determinata, dimo- 
strerebbero che quest’organo funge non solo da formatore di elementi lin- 
focitari, ma anche da serbatoio degli altri elementi della serie bianca. 

Infatti, se la formula leucocitaria nel sangue attinto subito dopo la sple- 
nocontrazione presenta una linfocitosi relativa ed assoluta, calcolando i valori 
assoluti degli elementi polinucleati si trova che anche questi sono nettamente 
aumentati. Senonche il significato di questa Jeucocitosi granulocitica dopo 
spremitura della milza verrebbe infirmato dal fatto che lo stesso stimolo che 
ha agito sulla milza puo aver provocato una spremitura anche di altri ter- 
ritori emopoietici. 

Tuttavia esperienze ripetute dopo splenectomia hanno dimostrato che alla 
milza spetta la parte principale in questo fenomeno. 

L’ipotesi di una azione leucocateretica della milza si venne inizialmente 
costruendo solo per analogia coi globuli rossi che, nell’attraversare quest’or- 
gano, chiudono il loro ciclo vitale, disciolti da veleni emolitici, 0 vengono 
alterati nella loro intima struttura, cosi da divenire, poco dopo, facilmente 
distrutti in altri organi. 

Questa ipotesi non é infatti per nulla convalidata dall’esame istologico 
della milza normale o patologica, che non dimostra mai un deposito cos} ingente 
di elementi polinucleati, quali tale ipotesi farebbe presupporre (Naegeli). 

L’esame del sangue ottenuto dalla puntura della milza normale ha portato 
invece il primo contributo favorevole all’ipotesi che alla milza spetti anche 
la funzione di distruzione di globuli bianchi. 

Nel sangue cosi ottenuto si puo osservare una enorme quantita di leu- 
cociti, tra 1 quali prevalgono i polinucleati, contrariamente a quanto farebbe 
presupporre la natura linfopoietica della milza. Un altro risultato che si con- 
trappone agli abituali reperti istologici della milza & quello ottenuto dal Borghi 
iniettando nel coniglio, per via endovenosa, dei globuli bianchi tinti col rosso 
neutro per riconoscerne poi la distribuzione nei tessuti dell’animale iniettato, 
Egli ritrovd questi elementi nella milza e nel polmone parzialmente distrutti 
da fenomeni di fagocitosi. 


(1) Nella seduta del 7 gennaio 1934. 
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D’altra parte le ricerche di Tramontano parlerebbero a favore di una di- 
struzione di elementi bianchi nella milza per opera di sostanze litiche, elaborate 
dalla milza stessa. 

Dazzi, irradiando con raggi X a dosi cosi dette « stimolanti » la regione 
splenica, ha trovato una leucopenia nel sangue periferico immediatamente 
dopo la irradiazione, con diminuzione relativa ed assoluta degli elementi 
neutrofili. Egli interpreta il fenomeno come legato «ad uno squilibrio umo- 
rale, in diretto rapporto con la radiolisi », mentre Manoukine, Heller e Linsen 
attribuiscono invece il fenomeno ad una aumentata distruzione di leucociti 
per azione di leucolisine prodotte dalla milza stimolata dalla irradiazione. 

L’asportazione della milza e la legatura di tutti o di alcuni dei suoi vasi 
arteriosi portano una diminuzione di tutte le funzioni spleniche e provocano, sia 
nell’uomo che nell’animale, una immediata leucocitosi spesso assai accentuata, 
che soltanto qualche tempo dopo Vintervento va gradatamente riducendosi. 
Se si considerano, ben s’intende, solo quei casi nei quali il decorso post— 
operatorio & stato perfetto, tale fenomeno si dovrebbe intuire come la prova 
diretta pit probativa dell’azione distruggitrice della milza sui globuli bianchi, 
senonché l’ipotesi di una azione ormonica della milza inibente !’attivita eritro—. 
leucopoietica del midollo osseo non permette di attribuire a tale fenomeno 
un sicuro significato. 

Benhamou trova che la percentuale dei leucociti ¢ generalmente maggiore 
nel sangue fluente dalla milza che in quello prelevato alla periferia, e, con- 
vinto sostenitore della leucolisi splenica, pensa che questa venga mascherata 
dalla attivita formatrice di centri germinativi. 

Esposito confrontd pure il quadro ematalogico del sangue splenico con 
quello del sangue periferico prima di una iniezione di adrenalina. Egli non ac- 
cenna ad alcuna differenza percentuale di globuli bianchi, ma dai suoi protocolli 
risulta, in tre prove su sei, una lieve leucocitosi alla periferia. Se tali differenze 
sono poco manifeste e possono rientrare nei limiti di errore, il confronto 
dei valori assoluti dei polinucleati, calcolato dalle tabelle di Esposito, & invece 
molto istruttivo; in cinque casi su sei si trova che il numero dei polinucleati 
é di gran lunga inferiore nel sangue splenico. 

Viale sostiene che la milza debba essere considerata come un organo 
regolatore meccanico, non solo dei corpuscoli rossi, ma anche degli elementi 
bianchi del sangue circolante. Egli, stimolando elettricamente la milza, trova 
che la contrazione di questa provoca una diminuzione rapida ed intensa dei 
globuli bianchi, mentre le stimolazioni meccaniche come il massaggio, pur pro- 
yocando una contrazione dell’organo, non modificano il numero dei leucociti 
nel sangue emulgente. 

Tutte queste ricerche condotte esteriorizzando la milza, mediante lapa- 
ratomia, sono suscettibili di un grave errore, quello della contrazione provo- 
cata dagli stimoli termici e meccanici. Siccome le modificazioni del quadro 
ematologico del sangue emulgente dalla milza sono in diretta relazione 


con le contrazioni dell’organo, le condizioni sperimentali realizzate da Espo- 
sito, Binet, Benhamou e Viale non permettono a nostro avviso una valu- 
tazione esatta della funzione leucocateretica della milza. 


ESPERIENZE PERSONALI. 


Nel corso di altre ricerche indirizzate allo studio delle modificazioni del 
quadro ematologico e della resistenza globulare che possono esser provocate 
dalla legatura delle arterie della milza, abbiamo fatto occasionalmente le prime 
osservazioni che si riferiscono ai globuli bianchi. Noi allora cercavamo di 
studiare separatamente il sangue che attraversa la milza per il cosi detto 
circolo aperto ed il sangue stagnante fra le maglie della polpa splenica (il 
sangue del circolo chiuso). 

I] prelevamento del sangue esige necessariamente che la milza venga 
toccata e€ spostata, e cid basta a costituire uno stimolo che Ja fa pi o meno 
intensamente contrarre. Per controllare le modificazioni di volume della milza, 
la tenevamo sotto continuo controllo grafico riponendola in un oncografo di 
Tournade. I prelievi di sangue venivano fatti quando la curva oncografica 
ci assicurava che la milza era in istato di assoluto riposo. 


TABELLA PRIMA. 


Sangue Sangue vena splenica | Sangue vena splenica 

della vena safena a milza in riposo a milza in contrazione 
CAME PO 5. 6000 1200 1600 
(Cis 2° <e 6700 1300 4100 
@anessoee a. 11800 €600 24600 
Caneeacs ems 10200 1600 1400 
Gare 9600 2600 6000 
Canes6ce eee 13000 2000 3000 
Canes 2 aaa 5200 1000 2000 
Caneso> 8600 4000 8800 
(Cane 6) 4, 6600 8000 9800 


Dalla tabella prima risulta che nel sangue emulgente dalla milza in per- 
fetto riposo (il tamburino collegato all’oncografo segnava solo leggerissime 
ondulazioni vasomotrici) sono pochissmi i globuli bianchi. 

Il fenomeno € cosi appariscente da farci pensare la prima volta che 
losservammo di essere incorsi in un grossolano errore di tecnica. L’osser- 


vazione dello striscio colorato e la determinazione della formula leucocitaria, 
ci dimostrarono poi una leucopenia cosi accentuata da rendere difficile il 
ritrovare un centinaio di elementi. 

Nel sangue prelevato dalla vena splenica durante la contrazione del- 
Porgano provocata dall’adrenalina troviamo sempre un aumento del numero 
dei leucociti, ma sei volte su nove il numero dei leucociti si mantiene infe- 
riore a quello del sangue periferico. Cio pud dipendere dal fatto che il pre- 
lievo era stato fatto durante la prima fase della contrazione della milza quando 
la curva oncografica era circa a meta della fase discendente. I valori pit 
elevati di leucocitosi adrenalinica furono trovati infatti quando, per cause 
diverse, abbiamo dovuto fare il prelievo a milza completamente contratta. 

Le formule leucocitarie, anziché chiarire il fenomeno, sono cosi varie 
da non permettere apparentemente alcuna interpretazione. 

Diciamo apparentemente, perché se le consideriamo ad una ad una e ne 
ricaviamo i valori assoluti dei diversi elementi della serie bianca, si ha P im- 
pressione che la leucopenia del sangue splenico debba essere legata ad una 
diminuzione sopratutto degli elementi polinucleati. 

Pensiamo pertanto che la formula leucocitaria del sangue attinto da una 
vena splenica non possa mai permetterci di valutare i fenomeni che si os- 
servano nella compagine dell’ organo perché, nonostante l’artificio da noi 
adottato di riporre la milza in un oncografo e quindi di controllare le pit 
lievi modificazioni di volume, non é possibile conoscere lo stato tonico nel 
quale organo si trova nel momento del prelievo, ed il tono ¢ certamente 
diverso ogni volta per il variare di fattori generali e locali che lo regolano. 

Se si aggiunge, come abbiamo ricordato pit’ sopra, che per ragioni 
tecniche non possiamo prelevare il sangue sempre nello stesso momento 
della contrazione splenica, vediamo come sia impossibile un confronto tra 
le formule leucocitarie trovate in successivi esperimenti. 

Poiché la nostra tecnica differiva da quella usata sin qui, esclusivamente 
per il continuo controllo oncografico del volume della milza che ci permetteva 
non solamente di proteggere con l’oncografo la milza dagli stimoli esterni, 
ma anche di prelevare il sangue durante la fase di rilasciamento, rifacemmo 
le prove senza usare questa precauzione, € cioe esponendo la milza agli ine- 
vitabili traumatismi dovuti alla manualita operatoria, se pure per quanto 


possibile delicata. 


TABELLA SECONDA. 


Sangue della vena Sangue della vena Sangue dell’ arteria 
safena splenica splenica 
fo Gane 6.500 8.000 7.000 


2°eCane 10.800 13.000 10.000 


I valori riportati nella tabella terza sono identici a quelli trovati da Espo- 
sito, da Viale, e dagli altri autori citati. 

Le prove che seguono danno una riprova che I’ oncografo, proteggendo 
la milza, permette che vi si svolga Ja funzione leucocateretica mentre questa 
funzione non puo essere messa in evidenza quando la milza é lasciata in balia 


degli stimoli esterni. 
Globuli bianchi 


Canesn, 5; 
Sangue vena safena . : ; ; ; ; : , 8200 
» » splenica a milza scoperta : : ; : 8700 
» » » » in oncografo (d. 10’) . : 3900 
» » » » scoperta . . . : 9000 
> » » yu, in, oncograto, (4. 10'). 7 , 4200 
Cane-n.. 2;: 
Sangue vena safena . ; : : : 2 : : 6100 
» »  splenica a milza in oncografo (d. 5’). ; 3800 
» » » » » (dxitot) : 1800 
» » » 1 2h) » durante una con- 
trazione da acetilcolina , 3 : : : ‘ 2400 
Sangue vena splenica a milza in oncografo durante una con- 
trazione da freddo_.. ; : : : : é 4400 


Queste ultime constatazioni non lasciano alcun dubbio sulla costanza 
del fenomeno da noi dimostrato. 

Un’ultima prova di controllo che riteniamo decisiva € stata fatta inda- 
gando la costituzione del sangue splenico di un cane sveglio, perfettamente 
normale e riposato, al quale era stata precedentemente applicata alla vena 
splenica una cannula di London con operazione asettica. 

Nel sangue periferico si contarono 11700 globuli bianchi ed in quello 
emulgente dalla vena splenica 10300. Sebbene molti di quest’ultimi presen- 
tassero un protoplasma profondamente alterato, con modificazioni nucleari 
che permettevano di giudicarli come elementi purulenti che le ripetute lava- 
ture non erano riuscite ad allontanare dal fondo della cannula, é tuttavia im- 
portante constatare anche in questo saggio, la leucopenia del sangue emul- 
gente dalla milza rispetto al sangue di una vena periferica. 


DISCUSSIONE DEI RISULTATI. 
Le nostre ricerche dimostrano una differenza nettissima e costante del 


contenuto dei globuli bianchi del sangue prelevato alla periferia e di quello 
prelevato da una vena splenica. 


Nel sangue che fuoriesce da una milza normale che si trovi in con- 
dizioni di riposo si trova una leucopenia spiccatissima. 

Ci si deve domandare se essa sia l’espressione di una funzione di arresto 
e di semplice riserva della milza rispetto ai globuli bianchi, oppure se essa 
sia accompagnata da una funzione leucocateretica della milza, analoga a quella 
che quest’organo esplica sui globuli rossi. Se la milza fosse soltanto un organo 
di riserva pei globuli bianchi, contraendosi dovrebbe gettare in circolo una 
quantita enorme di questi elementi, fatto questo che, nonostante le riserve 
fatte pill sopra, non e stato da noi mai osservato in misura rilevante. Ne 
fu mai da noi constatato che il sangue della vena splenica contenga, almeno 
in qualche momento, un numero di globuli bianchi uguali o superiori a quello 
del sangue periferico, che cioe si alternino nella milza il deposito e la spre- 
mitura degli elementi accumulati. Dove si accumulerebbero allora le enormi 
quantita di leucociti che entrano nella milza durante il tempo di una espe- 
rienza, se la contrazione adrenalinica ¢ capace di esprimerne solo un pic- 
colo numero? 

La leucopenia del sangue splenico emulgente non puo essere spiegata 
se non ammettendo una funzione leucocatereica della milza. Analogamente a 
quanto avviene per i globuli rossi, quest’organo avrebbe il compito di sba- 
razzare il sangue degli elementi bianchi che hanno ormai terminato il loro 
ciclo vitale. 

La funzione di serbatoio, come quelle eritro—leucocateretica della milza 
sono legate alla sua struttura spugnosa che permette ad ogni contrazione una 
spremitura di elementi rossi e bianchi che vengono immessi nella vena porta 
e quindi nel circolo generale; questi elementi non si soffermano nella milza 
per essere pronti a sopperire alle diverse esigenze dell’organismo secondo 
il significato stretto del concetto di serbatoio, ma per essere in un tempo 
piu o meno breve indeboliti e distrutti liberando i loro costituenti che l’or- 
ganismo pud in vario modo utilizzare od eliminare. 

I risultati delle nostre esperienze presentano tuttavia un punto oscuro 
difficilmente interpretabile. Se infatti consideriamo uno qualsiasi dei nostri 
dati, o la media dei loro valori, troviamo che la leucopenia del sangue sple- 
nico & cosi accentuata da far pensare ad una distruzione imponente di ele- 
menti bianchi. 

Pensiamo invece che il circolo sanguigno attraverso la milza sia molto 
rallentato, e che percid, la grande differenza assoluta nel numero dei globuli 
bianchi fra il sangue che entra e quello che esce dalla milza possa venire 
molto diminuita. Infatti se si ammette che i manicotti perivasali che si tro- 
vano attorno ai piu fini rami arteriosi della milza stenosandone il lume, limi- 
tino l’immissione di sangue, mentre la pressione portale tende a frenare 
(Colombi) il reflusso sanguigno dell’organo, si vede che la differenza tra il 
numero dei globuli bianchi che entrano e che escono dalla milza rientra in 
limiti perfettamente ammissibili, mentre il fenomeno non pud venire spie- 
gato che come l’espressione di una funzione leucocateretica di quest’organo. 
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PRESENTAZIONE DI LIBRI 


Il Corrisp. Giorer presenta in omaggio i due volumi delle sue « Lezioni 
di Meccanica razionale ». 

I] Socio MiLLosevicu, in sostituzione del Segretario Accademico assente, 
presenta le opere giunte in dono all’Accademia segnalando il volume stam- 
pato in memoria del compianto Socio ZamBontNI; le pubblicazioni dell’Isti- 
tuto di Patologia generale della Universita di Milano, diretto dal Socio Roy- 
pont; il volume sulle « Rocce, fossili, piante, osservazioni antropometriche » 
pubblicato a cura della Spedizione De Filippi nell’ Himalaia. 


PRESEN FAZIONE -DI -PLICHI SOGGELLATI 


I] PresiDENTE annuncia alla Classe che il sig. Renzo De Fazi ha inviato 
un plico suggellato da conservarsi nell’Archivio dell’Accademia. 

Comunica anche una lettera del Socio Bruni con la quale egli prega 
la Presidenza di voler procedere all’apertura dei due plichi suggellati da lui 
inviati all’Accademia e preseutati nelle sedute del 7 gennaio e 4 febbraio 1934, 
e di voler verificare che i testi dei due plichi corrispondono esattamente al 
testo della Nota dal titolo: « Nuovi metodi per separare l’acqua pesante H;O 
dall’acqua comune o leggera H{O » presentata dal Socio Brunt stesso nella 
presente seduta. I] PrestipeNTE, fatta constatare ai presenti I’ integrita dei 
suggelli dei due plichi, procede all’apertura di essi; quindi i Soci MiLLo- 
SEVICH e PuccianT1 collazionano i testi dei due plichi col testo della Nota 
inviata, facendone constatare ai Colleghi l’assoluta identita. 


PRESENTAZIONE DI NOTE E MEMORIE 


Presentano Note per l’inserzione nei « Rendiconti» i Soci: ARMELLINI, 
CasTELNUOVO, GrorGI, Levi—Civira, SEVERI. 


OPERE PERVENUTE IN DONO ALL’ACCADEMIA 


presentate nella seduta del § aprile 1934 


AccAME L. — Vedi Rota Luict. 
ANnsALpo G. — Vedi Rota LuicI. 
BarBERA SALVATORE. — Vedi Rota Luict. 
BEARDEN J. A. — Vedi Compron Arruour H. 


BELLADEN G. — Vedi Rotta Luict1. 
BENNETT R. D. — Vedi Compron ArTHuR H. 
Bua GaETANo. — Risultato di alcuni espe- 


rimenti con varie sostanze per catturare 
« Ceratitis». (Estr. dagli « Annali del R. 
Istituto Superiore Agrario di Portici». 
Serie III, vol. VI. 1932, pp. 116-124). 
Spoleto, 1934. 8°. 

Casstnis Gino. — Relazioni della V Assem- 
blea generale dell’ Unione Internazionale 
geodetica e geofisica. (Estr. da «La Ri- 
cerca Scientifica». Serie II. Anno UII, 
pp. 99-115), s. I. [Roma] 1933. 8°. 

CoLBert Epwin H.— Vedi OsBorn HENRY 
FAIRFIELD. 

Comucci P. - Merta G. - Parona G, F. - 
PaMPANINI R .— NeGriG. - BrasurTi R. 
— Rocce - fossili — piante — osservazioni 
antropometriche. (Spedizione italiana De 
Filippi nell’ Himalaia, Caracorum e Tur- 
chestan Cinese 1913-1914). Serie II, 
Vol. XI. Bologna. Editore Nicola Zani- 
chelli, 1933. 4°, pp. I-III, 1-255. 

Compron ArTHuUR H. — A general quantum 
theory of the wave - length of scattered 
X-rays. (Reprint from «Physical Re- 
view », N°. 2, 1924, pp. 168-176), s. 1. 
1924. 8°. 

Compron ArrHuR H. — A geographic study 
of cosmic rays. (Reprint from the «Phy- 
sical Review ». Vol. 43, N° 6, pp. 387- 
AO3); 5. 1.-1933-- 8". 

Compron ArtuHuR H. -- A geographic study 
of cosmic rays. (Reprint from the Scien- 


tific Monthly ». Vol. XXXVI, pp. 75-87), 
See LOR RO ure 

Compron ARTHUR H. — An Attempt to 
detect a Undirectional Effect of Ray. 
(Reprint from the «Indian Journal of 
Physics», Vol. III, Part IV, pp. 463-466). 
Calcutta, 1929. 8°. 

Compron ARTHUR H. — A new wave - 
length standard for X-rays. (Reprint 
from the « Journal of the Franklin In- 
stitute », Vol. 208, N° 5, pp. 605-616), 
SleLOZ 9 sno: 

Compton Artuur H. — A positively Charged 
component of cosmic rays. (Reprint 
from the « Physical Review », Vol. 43, 
No 10), s. 1. 1933, 8°, pp. 1-2. 

Compron ArTHUR H. — A precision X-ray 
spectrometer and the wave-length of 
Moka. (Reprint from the « Review of 
Scientific Instruments». Vol. 2°, N° 7, 
pp. 365-376), s. 1. 1931. 8°. 

Compron Artur H. — A quantum theory 
of the scattering of X-rays by light 
elements. (Reprint from the « Physical 
Review », Vol. XXI, pp. 483-502), s. lL. 
1933. 8° 

Compton ArtHur H. — Nature of Cosmic 
Rays. (From the «Nature». Vol. 131, 
pp- 713-715). London, 1933. 8°. 

Compton ArtHur H. — On the interaction 
between radiation and electrons. (Re- 
print from « Physical Review ». Vol. 31, 
pp- 59-65), s. lL. 1928. 8°. 

Compron ArTuurR H. — Progress of World - 
Survey of cosmic rays. (Reprint from 
« Transactions of the American Geo- 
physical Union», 1933, pp- 155-158), 
Set O 33love 


(1) Questo e i successivi Bollettini bibliografici contengono, in numero straordinario, 
pubblicazioni vecchie e recenti dei Soci dell’ Accademia, pervenute dopo un invito circo- 
lare rivolto ai Lincei dal R. Commissario in data 31 gennaio 1934-XI. 


RENDICONTI. 1934, Vol. XIX. 


33 
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Compron Arruur H, — Rontgenstrahlen 
als Teilgebiet der Optik (Deutscher Phy- 
sikertag in Bad Kissingen 18 bis, 24, 
september 1927. Optik, Mechanik und 
Nachbargebiete). (Sonderdruck aus « Zeit- 
schrift fir technische Physik», Jarhgang 
VHI, N° 12, pp. 530-537). Leipzig, 
LOD amour 

Compron ArtuuR H. — Scientific work in 
the « Century of Progress » stratosphere 
Balloon. (Reprint from « Proceedings of 
the Natural Academy of Science». Vo- 
lume XX, pp. 79-81). Chicago, 1933. 8°. 

Compton ArtHUR H. — Studies of cosmic 
rays. (Reprint from «Carnegie Insti- 
tution» year Book, N° 32, 1932-33, 
PP- 334-339), S- L. 1933. 8°. 

Compron Arruur H. — Tendencies in the 
Natural Science « Assault on Atoms ». 
(Symposium the changing world. (Re- 
print from the « Proceedings American 
Philosophical Society ». Vol, LXX N° 3, 
pp. 215-229), s. lL. 1931. 8°. 

Compron Arrauur H, — The corpuscular 
properties of light. (Reprint from « Phy- 
sical Review supplement ». Vol. I, 
pp- 74-89), s. 1. 1929. 8°. 

Compron ArtHur H. — The determination 
of electron distribution from measure- 
ments of scattered X-rays. (Reprint from 
« Physical Review ». Vol. 35, pp- 925- 
938), s. 1. 1930. 8°. 

Compron ArtHur H. — The effect of a 
surrounding box on the spectrum of 
scattered X-rays. (Reprint from the 
« Proceedings of the National Academy 
of Science». Vol. XI, pp. 117-119). 
Chicago. 1925. 8°. 

Comeron ArTHuR H. — The Efficiency of 
Production of Fluorescent X-Rays. (From 
the «Philosophical Magazine». Vol. VII, 
pp. 961-977), s. lL. 1929. 8°. 

Comeron Arraur H. — The human value 
of physics. (Reprint from the «Physics», 
Vol No oe ppal3—i'7) sleek O3enoo. 

Compron ArtTHur H. — The Late Scientific 
Work of Henri Poincaré. (The Rice In- 
stitute Pamphlet. Vol. XX, N° 1, 1933). 
Houston, 1933. 8°. pp. 1-130. 

Compron ArtTHur H. — The optics of X- 
rays. (Reprint from the « Journal of the 


Optical Society of America». Vol. 21, 
pp. 75-89), s. 1. 1931. 8°. 

Compron ARTHUR H. — The spectrum and 
state of polarization of fluorescent X- 
rays. (Reprint from the « Proceedings 
of the National Academy of Sciences ». 
Vol. XIV, N° 7. pp. 549-553). Chicago, 
1928. 8°. 

Compron ArtrHuR H. — The uncertainty 
principle and freewoll. (Reprint from 
« Science ». Vol. 74, N° 1911). Chicago, 
1931. 8°, pp. 1-2. 

Compron ArrHur H. — Use of Argon in 
the lonization Method of measuring 
cosmic rays. (Reprint from « Physical 
Review». Vol. 41, p. 539). Chicago, 
£932. 8°. 

Compron ArtrHuR H. — Variation of the 
Cosmic ray with Latitude. (Reprint from 
« Physical Review». Vol. 41, pp. 111- 
113). Chicago, 1932. 8°. 

Compron ArrHur H. — What is Light ? 
(Reprint from the « Scientific Monthly». 
Vol. XXVIII, pp. 289-303), s. 1. 1927.8°. 

Compron ArTHuR H. — X-rays as a branch 
of optics. (Nobel Lecture, Dec. 12. 1927). 
Stockholm, 1928. 8°. pp. 1-17. 

Compron ArtTHur H. — X-rays as a branch 
of optics. (Reprint from the « Journal 
of the Optical Society of America and 
Review of Scientific Instruments ». Vol. 
XVI, pp. 71-87), s. 1. 1928. 8°. 

Compron ArTuHuR H., Bennera R. D. AND 
SrEarus J. C. — Diurnal variation of 
cosmic rays (Reprint from « Physical 
Review ». Vol. 41, pp. 119-126), s. 1. 
TO22 ous 

Compron ArtHuR H. and HaGcenow C. F. 
— A measurement of the polarization 
of secondary X-rays. (Reprint from the 
« Journal of the Optical Society of 
America and Review of Scientific In- 
struments». Vol. VIII, 487-491), s. 1. 
1924. 8°. 

ComPTON ARTHUR H. and Horrtexp J. J. — 
An Improved Cosmic Ray Meter. (Re- 
print from the ?...), s. 1, 1933. 89s. p. 

Compron ARTHUR H. and Simon ALFRED W. 
— Directed quanta of scattered X-rays. 
(Reprint from «Physical Review». Vo- 
lume 26, pp. 289-299). Chicago, 1925.8°. 


Compron ArtTuur H. and Srsarns J. C, -— 
Jonization by penetrating radiation as a 
function pressure and temperature (Re- 
print from « Physical Review ». Vol. 39, 
pp. 873-882), s. 1. 1932. 8°. 

CurricA V. — Vedi Rotra Luict. 

D’ Acatarpr GIovANNI. — Ginorite, nuovo 
borato di calcio di Sasso Pisano, (Estr. 
dal «Periodico di Mineralogia». Anno V, 
N° 1), Roma, 1934. 8°. pp. 1-13. 

DeEwar James. — A record of the scientific 
work of Sir James Dewar. London, 1933. 
8°. pp. 1-68. 

DoseEtt CLirForp. — Researches on the inte- 
stinal protozoa of protozoa of monkeys 
and man. V. The Endolimasc of Ma- 
caques. (Reprint from the « Parasito- 
logy». Vol, XXV, N° 4, pp. 436-467). 
Cambridge, 1933. 8°. 

Ducuk M. J. — Essai d’une hypothése nou- 
velle. (Extr. du «Bulletin de la So- 
cieté 
niaux »). Alengon, 1933. 8°. pp. I-31. 

FERNANDES Lorenzo. — Vedi Ro.ta Luic1. 

GamBA PERICLE. 
segni meteorologici internazionali. (Estr. 
da «La Ricerca Scientifica». Serie II, 
Anno IL, pp. 59-62), s. 1. 1932. 8°. 

Garcia Goporrepo. — La Mecinica celeste 
classica. (Separad de « Boletin de la So- 
ciedad Geografica », 1930. pp. 26-53). 
Buenos Aires, 1930. 8°. 

Garcia GoporreDpo. — Mecdanica celeste. 
(Separad de «Revista de Ciencias», 
1933, pp. 151-201). Lima, 1933. 8° 

Garociio P. G. — Vedi Roria Luici. 

Grvnori Conti Pirro. — I fenomeni vulca- 
nici considerati come sorgenti di energia 
termica. (Estr. dagli « Atti del XIX Con- 
gresso Nazionale nei Campi Flegrei», 
10-15 giugno 1928). Napoli, 1928. 8°, 
pp. 1-16. 

Grnori Conti Giovanni. — I progressi scien- 
tifico-tecnici realizzati a Larderello nel 
1° decennio di Regime Fascista. Roma, 
1933. 4°, pp. 1-79 

Grinort Conti Piero. — La utilizzazione 
industriale delle manifestazioni termiche 
terrestri. (Estr. dagli « Annali di Chi- 
mica applicata». Anno VIII, fasc. V, 
pp. 239-257). Roma, 1923. 8° 


francaise des Ingénieurs colo- 


— Sulla unificazione dei 


RENDICONTI. 1934, Vol. XIX. 


Ginorr Contr Pirro. — Les installations 
géothermiques de la Toscane. (Extr. des 
« Memoires de la Société des Ingénieurs 
Civils de France», 1932). Paris, 1932, 
SoD Domi Toe 

Ginorrt Conti Pirro. — Ricerche per |’ot- 
tenimento dell’elio e per VPutilizzazione 
integrale dei gas di Larderello. (Estr. 
dagli « Atti della Societa Italiana per il 
Progresso delle Scienze». XXII Riu- 
DIONE.» Barijes1933). sPaviay To335 oc. 
pp. 1-38. 

Ginort Conti Pirro. — The natural steam 
springs of Tuscany and their industrial 
exploration. London, 1933. 8°, pp. I- 
45. 

Grorct GiovANNi. — Lezioni di meccanica 
razionale. Vol. I, 1]. Roma, Editore Paolo 
Cremonese, 1934. 8°, pp. I-VI, 1-484. 


I-VI, 1-542. 

GRANGER WALTER. — Vedi OsBporn HENRY 
FAIRFIELD. 

Grosst Marto. — La levitazione elettroma- 


enetica. Roma, 1934. 8°, pp. 1-27. 


Hacenow C. F. — Vedi Compron Ar- 
THUR H. 
Herrera A. L. — Ensayo de sintesis qui- 


mica y morfologica del protoplasma. 
(Publicaciones de Clinica y Laboratorio, 
n., 119). Zaragoza, 1932.°8°, pp-, I—4. 

Herrera A, L. — Nueva técnica para pre- 
parar células artificiales y figuras mité- 
sicas. (Publicaciones de Clinica y Labo- 
ratorio). Zaragoza, 1933. 8°, pp. I-3. 

Herrera A, L. — Rectifications historiques 
A propos des cellules autosynthétiques 
de Mr. le Dr. George W. Crile. (Extr. du 
«Protoplasma».Tome XV, pp. 361-364). 
Leipzig, 1932, 8°. 

Maruur K. N. — Vedi Compron Arruur H, 

Mazza L. — Vedi Roxia Luicl. 

Memorie della Societa Geologica Italiana. 
Vol. I. Roma, 1933. 4°, pp. 1-57, 1-20, 
I-10, I-52, 1-18, 1-22, 1-8, I-43, I-14, 
I-10. 

Miranpa CarLto. — Condizioni sufficienti 
per il minimo degli integrali doppi. (Estr. 
dalle «Memorie della R. Accademia 
d’Italia. Classe di Scienze fisiche, mate- 
matiche e naturali». Vol. V, pp. 159- 
172). Roma, 1934. 8°. 
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Mrranpa Caro. — Teoremi e metodi per 
Vintegrazione numerica della equazione 
differenziale di Fermi. (Estr. dalle « Me- 
morie della R. Accademia d’Italia ». 
Classe di Scienze fisiche, matematiche 
e naturali. Vol V, pp. 285-322). Roma, 


NOBA- 10s 
Nutri Marto. — Vedi Rotia Luict. 
Opponr Emitio. — Sulle escursioni baro- 


metriche alle stazioni del Monte Rosa. 
(Estr. da « La Ricerca scientifica », se- 
rie II, anno III, pp. 53-58). s. 1. 1932. 
Ome 

Osporn Henry FairrieLp. — A contempo- 
rary of Charles Darwin. (Reprint from 
«Science». Vol. LXIV, n. 1669, pp. 623- 
630). New Jork, 1926. 8°. 

Osporn Henry FairFieLp. — Additional 
generic and specific stages in the evo- 
lution of the proboscidea. (Reprint from 
the «American Museum Novitates », 
n. 154). New Jork, 1924. 8°. 

Osporn Henry FairFretp. — A long-iawed 
mastodon skeleton from South Dakota 
and phylogeny of the proboscidea. (Re- 
print from «Bull. Geol. Soc. 
Vols ONIX, pos 133-13 7m snow le 
8°, 

Osporn Henry FatrFietp. — Ancient mi- 
gration routes of Central Asia. (Reprint 
from «Science». Vol. LXX, n. 1826, 
pp. 638-639), s. 1. 1929. 8°. 

Osporn Henry EAtirFieLD. — Ancient ver- 
tebrate life of Central Asia. Discoveries 
of the Central Asiatic Expeditions of 
the Museum of Natural History in the 
years 1921-1929. (Extr. du «Livre Ju- 
bilaire» publié a4 Poccasion du Cente- 
naire de la Société Géologique de France 
1830-1930, pp. 519-543), s.d.t. 4°. 

Osporn Henry FairFIELD and GRANGER W. 
— Coryphodonts of Mongolia Eudino- 
ceras mongoliensis, ekholobolchiensis 
Sp. Nov. (American Museum Novitates 
450) eS LOB OOD Daman Miae 

OsporN HENRY FAIRFIELD. — A new me- 
thod of deep sea observation at first 
hand. (Reprint from « Science ». Volume 
LXXII, n. 1854), s. 1. 1930. 8°, pp. 1-2. 

Osporn Henry FatrrreLD. — Aristogenesis, 
the creative: principle in the origin of 


Am.». 
1917. 


species. (Reprint from «Science ». Vo- 
lume LXXIX, n. 2038), s. 1. 1934. 8°, 
pp. 1-5. 

Osporn Henry FAIRFIELD. — Aristogenesis, 
the observed order of biomechanical evo- 
lution. (Reprint from the « Proceedings 
of the National Academy of Sciences ». 
Vol. XIX, n. 8 pp. 699-703). s. ]. 1933. 
Se. 

Osporn Henry Fairrietp. — Arrest of geo- 
logic, archeologic and _ paleontologic 
Work in Central Asia. (Reprint from 
the «Science ». Vol. LXXIV),s. 1. 1931. 
8°, pp. 1-3. 

Osporn Henry Farrrieip. — Birth selection 
versus birth control. (Reprint from the 
«Science». Vol. 76, n. 1695), s. 1, 
1932, 8° pp. 1-7: 

Osporn Henry FairrizLp. — Cope. Master 
Naturalist. (Reprint from «Science». 


Vol. 79. n. 1887, pp. 225-237), s. 1. 
1931. 8°. 
Osporn Henry FAIRFIELD. — Des principes 


gui ont presidé 4 l’evolution biome- 
canique. (Extr. des «Comptes rendus 
des séances de l’ Academie des Sciences », 
t. 196). Paris, 1933. 4°, pp. I-4. 

Osporn Henry FAtrFIELD. — Discovery of 
the dawn man. New York, 1930. 8°, sp. 

Osporn Henry FatrFIELD. — Evolution of 
mammalian molar teeth. New York. 
Macmillan Comp., 1907.- 8°, pp. I-IX, 
1-250. 

Osporn Henry Fairrretp. — Evolution, 
phylogeny, and classification of the ma- 
stodontoidea. (Reprint from the « Bul- 
letin of the Geological Society of Ame- 
rica». Vol. XXXII, ppr 327-332). s. 1. 


LODT.uSz. 
OsBorNn HENRY FAIRFIELD. — Explorations 


in China. (Reprint from «Science», 
Vol. LXXVI, N° 1980, pp. 539-540), 
s. 1.1932. 8°. 

Osporn Henry FatrFigLp. — Explorations, 
researches and publications of Pierre 
Teilhard de Chardin, 1911-1931. (Ame- 
rican Museum Novitates, N° 485), s. l. 
1931. 8°, pp. I-II. 

Osporn HENRY FAIRFIELD. — Fundamental 
discoveries of the last decade in human 
evolution. (From the «Bulletin ofthe New 
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York Academy of Medicine ». Series II, 
DM ppsesisaj2t)a se ye ron oe. 
OsBoRN HENRY FAIRFIELD. — Geological 

inductions from the evolution of the pro- 


vol. 


boscidea. (Reprint from «Science». Vol. 


Oa NOTO7O) uSile LOZ2— Oc pps 1-3. 
Osborn Henry FairFIELD. — Influence of 


the glacial age on the evolution of man. 
(Reprint from the « Bulletin of the Geo- 
logical Society of America». Vol. 4o> 
pp. 589-596), s. l. 1929. 8°. 

Ossporn Henry FatrrieLD. — Is the Ape- 
man a Myth? (Reprint from « Human 
Biology a record of researck ». Vol. I). 
New York, 1929. 8°, pp. 1-9. 

Osborn Henry FAIRFIELD. — L’origine et 
Vevolution de Ja vie. Editions frangaise 
avec préface et notes par Felix Sartiaux. 
Paris, 1921, Editeurs, Masson et C.ie 
8°, pp. I-XIX, 1304. 

Osborn HENRY FarrFIELD. — Mammoths 
and Man in the Transwaal. (Reprint 
from «Nature». Vol. 121, n. 3052, 
pp. 671-673), s. 1. 1928. 8°. 

Osborn Henry FairFleELD. — Man Rises 
to Parnassus. Critical epochs in the 
prehistory of Man. London. Princeton, 
Univ. Press, 1928. 8°, pp. I-XIX, 1-250. 

Osborn Henry FAIRFIELD. Mastodons 
of the Hudson Highlands. (Reprint from 
« Natural History ». Vol. XXIII). New 
York, 1923. 8°, pp. 1-24. 

Osporn Henry FairFleELD. — Memorial of 
William Diller Matthew. (Reprint from 
the «Bulletin of the Geological Society 
of America». Vol. 42, pp. 55-95). New 
York, 1931. 8°. 

Ossorn Henry Farreierp. — Men of the 
old age. Their environment, 
life and art. Edition IIf. New York, 
Charles Scribner’s Sons, 1934. 8°, pp. I- 
XXVIII, 1-559. 

Osporn Henry FatrFiELD. — Migrations 
affinities of the fossil, proboscideans of 
Eurasia, North and South America, and 
Africa. (Reprint from the « American 
Naturalist ». Vol. LVI. n. 640, pp. 448- 
ASS sso 1922: 38°: 

OsporN Henry FatrFIELD. — New concep- 
tions of evolution based upon researches 
on the Titanotheres and the Protoxideans, 


stone 


(Reprinted from, «Science». Vol, 74, 


n. 1927, pp» 557-559). Lancaster, 
1931, 8°. 
Ossporn Henry FairFIELD. — New concep- 


tions of species and genera, and of 
classification, discovered in the evolution 
of the Titanotheres. (Reprint from the 
« Journal de Mammalogy». Vol. 12). 
Sx 1 x93 0.7158, ppat=12: 

Osporn Henry FairFIELD. — Note on the 
geologic age of Pithecanthropus and 
Eoanthropus. (Reprint from «Sciences». 
Vol. LXIX, pp. 216-217, s. 1. 1929. 8”. 

Ossorn Henry FatrFIELD. — Old and new 
standards of pleistocene division in re- 
lation to the prehistory of man in 
Europe (Reprint from the « Bulletin of 
the Geological Society of America», 
Vol. XXXII, pp. 411-490), s. 1. 1922. 8°. 

OsBorn Henry FairFIELD. — Palaeoloscodon 
antiquus Italicus Sp. Nov. final stage 
in the «Ellephas antiquus» phylum. 
(American Museum Novitates, n. 460), 
Se eenOB TNO PDet 24. 

Osporn Henry FatrFIELD. — Paleontology 
versus genetics. (Reprint from the 
«Science», Vol. LXXII, n. 1853), s. 1. 
1930. 8°, pp. 1-3. 

Osrorn Henry FAIRFIELD. — Present status 
of the problem of human ancestry. (Re- 
print from the «Proceedings of the 
American Philosophical Society ». Vo- 
lume LXVII, pp. 151-155), s. l. 1928. 8°. 

Oszorn Henry Farreiz_p. — Problems of 
population. (Reprint from «Science ». 
Vol.) LXXVI, pag.437),7s: LY 1932. 8° 

OsporN HENRY FAIRFIELD. — Recent di- 
scoveries relating to the origin an an- 
tiquity of man. (Reprint from the 
«Science». Vol. LXV, n. 1690), s. 1. 
1927. 8°, pp. 1-8. 

Osporn HENRY FAIRFIELD. — Recent disco- 
veries relating to the origin an anti- 
quity of man. (Reprint from the 
«Science». Vol. LXV, n. 1690). s. 1. 
1927. 8°, pp. 1-8. 

Osporn Henry Farrrietp. — Recent di- 
scoveries relating to the origin and 
antiquity of man. (Sonderdruck aus 
« Palaeobiologica ». Band. I, pp. 189- 
202). Wien, 1928. 8°. 
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Osborn Henry Fairriztp. — Recent disco- 
veries relating to the origin and anti- 
quity of man. (Reprint from the « Pro- 
ceedings of the American Philosophical 


Society». Vol. LXVI, pp. 373-389). 
Philadelphia, 1927. 8°. 

Ossosn Henry FAIRFIELD. — Recent revi- 
vals of Darwinism. (Reprint from 
«Science». Vol. 77, n. 1991), s. l. 1933. 
8°, pp. 1-3. 

Osborn Henry FAIRFIELD. — Recent ver- 


tebrate paleontology, fossel mammals 
of Mexico. (Reprint from «Science». 
Vol. XXI, pp. 931-932). s. 1. 1905, 8°. 

OsBoRN Henry FairFIELD. — Recent zoopa- 
leontology. (Reprint from the «Science». 
Vol. XXI, n. 530) s. 1. 1905. 8°, pp. 1-5. 

OsBorN HENRY FairFIELD. — Renewal 
of the American Museum explorations 
in the Gobi Desert. (Reprint from 
«Science», Vol. LXXI, n. 1845, pp. 481- 
482). Lancaster, 1930. 8°. 

Osporn Henry FairFietp. — Search for 
record of Robert Hanham Collyer, M. 
D. and the Foxhall Jaw. (Reprint from 
COGCIENCED) LO 22)) a Salant O22 moms.) (ps 

OsBoRN Henry FairrieLp. — Serbelodon 
burnhami, a new shovel-susker from 
California. (American Museum Novi- 
tAteSSais, O80)hus-mlael 336° ppen l—5. 

Osporn Henry FarrFietp. — The disco- 
very of tertiary man. (Reprint from 
«Science». Vol. LXXI, n. 1827), s. 1. 
1930. 8°, pp. 1-7. 

OsborN Henry FairFietp. — The «Ele- 
phas meridionalis» stage arrives in 
America. (Reprint from the « Procee- 
dings of the Colorado Museum of Na- 
tural History». Vol, XD, s. 1. 1932. 
oy fe Woe 

Osporn Henry Fairrietp. — The evolution 
of Haman races. (Reprint from « Na- 
tural History». Vol. XXVI, n. 1), s. 1. 
1926. 8°, pp. I-13. 

OsporN HeEnRy FairFIeLD. — The evo- 
lution, phylogeny, and classification of 
the Proboscidea. (American Museum 
Novitates, n. 1). New York, 1921. 8°, 
pp. I-15. 

OsBorn Henry FairrigLtp, — The first ap- 
pearance of the true Mastodon in Ames 


rica. (Reprint from «Science». Vol. 
ELV, i. 1385s pro) ac. eng 2 toe 

Ossorn Henry FairFleELD. — The influence 
of bodily locomotion in separating man 
from the monkeys and apes. (Reprint. 
from the «Scientific Monthly ». Vol. 
XXVI, pp. 385-399), s. 1. 1928. 8°. 

Osporn Henry FairFIeLD. — The influence 
of habit in the evolution of man and 
the great apes. (Reprint from the « Bul- 
Jetin of the New York Academy of Me- 
dicine». Series I, vol. IV, pp. 216- 
23,0) fGen aNO2 OO rs 

OsBorN Henry FairFietp. — The inspira- 
tion of Nature. (Reprint from the « Na- 
tural History ». Vol. XXX), s. 1. 1930.8°. 

OsBorN HENRY FAIRFIELD. — The nine prin- 
ciples of evolution revealed by paleon- 
tology (Reprint from the « American 
Naturalist». Vol. LXVI, n. 702, pp. 52- 
GO); psa TOSD Ges 

OsporN HENRY FAIRFIELD. — The origin 
and antiquity of man: a correction. 
(Reprint from «Sciénce». Vol. LV, 
N° 1694, 1695, pp. 597, 616), s. l. 1927. 
Onc 

OsBorN Henry FairFIELD. — The plateau 
habitat of the pro—-Dawn Man. (Reprint 
from «Science». Vol. LXVII pp. 570- 
SO» Sek UES. 

OsBorN Henry FairFIELD. — The romance 
of the woolly mammoth. (Reprint from 
the «Journal of the American Museum 
of Natural History». Vol. XXX, pp. 217- 
241). New Jork, 1930. 8°. 

Osborn Henry Fairrietp. — * Trilophodon 
cooperi’’. Sp. Nov, of Dera Bugti, Balu- 
chistan. (American Museum Novitates, 
n, 585), s. 1.1932 8°. pp. 1-6. 

Osporn HENRY FAIRFIELD. — United States 
Geological Survey Un. published litho- 
graphic plates of vertebrate fossils for 
distribution. (Reprint from the « Scien- 
ce». Vol: 74, 1.1906), saljagsm,, 6°: 
joke aie 

Osborn Henry FatrFIELD.— Welcome to the 
International Geological Congress. (Re- 
print from «Science», Vol. 78, pp. 274- 
2175) eSum leo a BeuGes 

OsBorN HENRY FAIRFIELD and GRANGER W, 
— Coryphodonts of Mongolia, Eudino- 


ceras mongoliensis, e kholobolchiensis 
Sp. Nov. (American Museum Novitates, 


EPA Oust 2) MES ml LOS Lor DDT = 13s 
OsBorN Henry FAIRFIELD and CoLspert Ep- 


win H. — The elephant onamel me- 


thod of measuring Pleistocene time. Al- 
so stages in the succession of fossil man 
and stone age industries. (Reprint from 
the « Procedings American Philosophi- 
cal Society ». Vol. LXX, pp. 187-195). 
Lancaster, 1931. 8°. 

Paott Guipo. — Prodromo di entomologia 
agraria della Somalia italiana. Firenze, 
Istituto Agricolo coloniale Italiano, 1931- 
1933. 8°. pp. 1-426. 

Piccarpt G. — Vedi Roxta Luici. 

Picone Marto. — Cid che ha dato e cid 
che pud dare |’Istituto per le Applica- 
zioni del Calcolo. (Estr. dalla « Rassegna 
delle Poste, dei Telegrafi e dei Tele- 
foni». Fasc. n. 11, 1933). Roma, 1934. 
8° pp. 1-18. 

Picone Mario. — Intorno al calcolo delle 
soluzioni. di alcuni problemi di fisica. 
(Estr. dai «Rendiconti del Seminario 
Matematico della R. Universita di Ro- 
ma»). Roma, 1933. 8°. pp. 1-78. 

Prarotonco U. — Chimica vegetale e agra- 
ria. Vol. I. Chimica vegetale. Milano, 
Editore U. Hoepli, 1934. 12°. pp. I-XV, 
1-312. 

Pubblicazioni dell’ Istituto di Patologia 
generale della R. Universita di Milano. 
Istituto Nazionale Vittorio Emanuele III 
per lo studio e la cura del cancro in 
Milano. Sezione Biologica. Anno 1932- 
1933. Milano, 1933. 8° s. n. 

Rotia Lurci. — Celle fotoelettriche. (Estr. 
dagli « Atti della prima manifestazione 
nazionale ottica mostra e riunioni scien- 
tifiche 5-20 giugno 1927», pp. 187- 
199). Padova, 1927. 8°. 

RotLa Luici1. — Contributo alla teoria delle 
soluzioni colloidali. (Pubblicazioni del- 
I’ Istituto di fisica dell’ Universita di Ge- 
nova, n. 17). Pisa, 1909. 8°. pp. I-7- 

Roiia Luci. — Due esperienze da lezione 
su le scariche oscillanti. (Estr. dagli 
«Atti della Societa Ligustica di Scienze 
naturali e geografiche ». Vol. XIX). Ge- 
nova, 1908. 8°. pp. 1-3. 


Rotia Luici. — Esperienze illustrative per 
la teoria del Volterra. (Estr. dai «Ren- 
diconti della R. Accademia dei Lincei ». 
Classe di Scienze fisiche matematiche 
e naturali, Vol. XVI, serie 3, s*em. 1°, 
pp. 101-118). Roma, 1907. 8°. 

Rota Lurci1. — I criteri attuali sulla mi- 
sura delle basse temperature. (Estr. dagli 
«Annali di Chimica agraria». Anno 


I, vol. II, nn. 11-12, pp. 369-374). 
Roma, 1914. 8°. 
Rotta Lurci. — Il terzo principio della 


termodinamica. (Estr. dagli « Atti della 
Societa Italiana per il Progresso delle 
Scienze», VI Riunione. Genova, 1912). 
Roma, 1913. 8°, pp. I-15. 

Roiia Luic1. — I quanti di energia e il 
principio di Nernst. Pisa, 1914. 8°, pa- 
gine 1-118. 

Rotxa Luci. — La Fondazione Felice Bensa. 
Fatti e propositi. (Estr. dagli « Atti del 
IJI Congresso nazionale di Chimica pura 
ed applicata », Firenze e Toscana, 1929), 
Pp. 27-35> Wom, si di Se, 

Roxia Lutei. — La scienza creatrice. Di- 
scorso inaugurale letto nell’Aula Magna 
del R. Istituto di Studi Superiori in Fi- 
renze il s-XI-1922. (Estr. dall’« An- 
nuario », 1922-1923). Firenze, 1923. 8°, 
pp. I-17. 

Roitta Lurci. — Le reazioni elementari. 
(Estr. dagli « Atti della Societa Italiana 
per il Progresso delle Scienze», XVIII 
riunione. Firenze, 1929). Pavia, 1930. 
8°, pp. 1-22. 

Roxta Luici. — Le terre rare nella classi- 
ficazione generale degli elementi chimici. 
(Estr. da «Scientia», marzo, 1928, 
pp. 159-168). Milano, 1928. 8°. 

Roiia Luici. — Le terre rare nelle atmo- 
sfere stellari. (Estr. da «Scientia», di- 
cembre, 1932, pp. 341-346). Milano, 
1932, 8° 

Roxia Luicit. — Lezioni di chimica gene- 
rale e inorganica. Firenze, 1933. 8°. 
pp. I-VI, I-422. 

Roiia Luici. — L’ionisation de tempéra- 
ture. (Extr. des «Comptes rendus des 
séances de la Réunion Internationale de 
Chimie physique», pp. 512-527). Pa- 
iG, HOP, Br 


Rota Luci. — Prodotti di condensazione 
dell’amidofenilcianamide con aldeidi e 
chetoni. (Estr. dalla « Gazzetta Chimica 
Italiana». Anno XXXVII, parte 1). 
Roma, s. d. 8°. pp. 1-7. 

Rota Luici. — Proprieta atomiche e po- 
tenziali di ionizzazione. (Estr. dagli « Atti 
del II Congresso Nazionale di Chimica 
pura ed applicata». Palermo, mag- 
gio 1926). Roma, 1926. 8°. pp. 1-16. 

Rotita Luici1. — Ricerche per la concentra- 
zione e Visolamento dell’elemento di 
numero atomico 61. (Estr. dai «Ren- 
diconti della Regia Accademia Nazio- 
nale dei Lincei». Classe di Scienze fisi- 
che, matematiche e naturali, vol. XIII, 
serie 6°, sem. 2°, pp. 270-272). Roma, 
1930. 8°. 

Rotia Luici. — Ricerche sulla corrosione 
di alcune leghe di alluminio. (Estr. dalla 
« Gazzetta Chimica Italiana». Anno LI, 
Parte I, fasc. I, pp. 79-87). Roma, 
1922. 8°. 

Roiia Luicr. — Sui seleniuri di Tallio. 
(Estr. dai « Rendiconti della Reale Ac- 
cademia dei Lincei ». Classe di Scienze 
fisiche, matematiche e naturali, vo- 
lume XXVIII, serie 5*, sem. 1°, pp. 355- 
359). Roma, 1919. 8°. 

Roxra Luicr. — Su la diffusione degli elet- 
troliti nei colloidi. (Estr. dai « Rendi- 
conti della R. Accademia di Lincei». 
Classe di scienze fisiche, matematiche 
e naturali, vol. XX, serie 5*, sem. 2° 
pp. 47-51). Roma, rgi1r. 8°. 

Roiia Lurcr. — Su la dissociazione dei sali 
idrati. (Estr. dai «Rendiconti della 
R. Accademia dei Lincei». Classe di 
scienze fisiche, matematiche e naturali, 
vol. XX, serie 5*, sem. 1°, pp. 112-119). 
Roma, 1911. 8°. 

Ro.tia Lurc1. —Su l’amidofenilurea e su |’a- 
midofenilsolfurea. (Estr.dalla « Gazzetta 
Chimica Italiana». Anno XXXVIII, 
parte I). Roma. 1908. 8°. pp. 1-23. 

Rotia Luicr. — Su la riproduzione speri- 
mentale del miraggio. (Estr. dalle « Me- 
morie della Reale Accademia delle 
Scienze di Torino». Serie II, to. LVIII, 
pp. 363-374). Torino, 1907. 4°. 

Rotta Luigi. — Sul calcolo del calore mo- 


> 


$24 = 


lecolare dei solfuri metallici e del po- 
tenziale elettrochimico del solfo. (Estr. 
dalla «Gazzetta Chimica Italiana ». 
Anno VLIII, Parte IJ, pp. 545-555). 
Roma. 1913. 8°. 

Rotia Lurc1. — Sul calore di formazione 
dell’acido selenidrico. (Estr. dalla « Gaz- 
zetta Chimica Italiana». Anno XLII, 
parte II). Roma, s. d., pp. 1-13. 

Rortia Luici. — Sul calore specifico delle 
leghe metalliche costituite da soluzioni 
solide. (Estr. dalla «Gazzetta Chimica 
Italiana », Anno XLIV, parte I, fasc. VI, 
pp. 646-662). Roma 1914. 8°. 

Roitta Lurct e BARBERA SALVATORE. — 
Sulla dissociazione elettrolitica dei clo- 
ruri alcalino-torrosi. Estr. dagli « Atti 
della Societa Ligustica di Scienze Nat. 
e Geogr.». Vol. XXIV, pp. 1-8). Pisa, 
1914. 8°. pp. 1-8. 

Rotta Luici. — Sulla tensione di vapore 
dei sali misti idrati. (Estr. dalla « Gaz- 
zetta Chimica Italiana». Anno LII, 
parte II). Roma, s. d. 8°. pp. 1-11. 

Rotita Luici. — Sulla temperatura di de- 
composizione del nitrato di rame. (Estr. 
dalla « Gazzetta Chimica Italiana». Anno 
XLV, parte I, fasc. V, pp. 444-450). 
Roma, 1915. 8°. 

Rotia Luici. — Sulla tensione di decom- 
posizione delle miscele fuse di soda ed 
ossido di cadmio. (Estr. dalla « Gaz- 
zetta Chimica Italiana». Anno LII, 
parte II, pp. 286-313). Roma, 1922. 8°. 

Rota Luict. — Sulla termochimica dei 
composti di rame ed alluminio. (Estr. 
dalla «Gazzetta Chimica Italiana», Anno 
XLV, parte I, fasc. HI, pp. 192-196), 
Roma, 1915. 8°. 

Rotra Luter. — Sull’azione del vapor d’acqua 
sul cianuro di bario. (Estr. dagli « An- 
nali di Chimica applicata». Anno I, 
vol. II, N° 9-10, pp. 301-304). Roma, 
TOTO es 

Roya Luici. — Sul limite di visibilita dei 
precipitati. (Estr. dai « Rendiconti della 
Reale Accademia dei Lincei». Classe di 
Scienze fisiche, matematiche e naturali, 
vol: XXIDTserie'5*\"2°"sem., pps Lo4— 
108). Roma, 1913. 8°. 

Rotia Luici. — Su lottica dell’oro colloi- 


dale. (Estr. dai « Rendiconti della Reale 

- Accademia dei Lincei».Classe di Scienze 
fisiche, matematiche enaturali. Vol. XIX, 
serie 5°, 1° sem., pp. 141-146). Roma, 
1910. 8°, 


Rota Luici. — Sul punto di fusione del- 


Parsenico. (Estr. dalla « Gazzetta Chi- 
mica Italiana». Anno XLIV, parte I, 
fasc. VI, pp. 38-42). Roma, 1914. 8°. 

Rota Luict. — Tensioni di vapore a bassa 
temperatura. (Estr. dai « Rendiconti 
della Reale Accademia dei Lincei ». 
Classe di Scienze fisiche, matematiche 
e naturali. Vol. XVIII, serie 5°, 2° sem., 
pp. 365-373). Roma, rgog. 8°. 

Rotia Luicr. — Un nuovo elemento: il 
Florenzio. (Estr. dagli « Atti della So- 
cieta Italiana per il Progresso delle 
Scienze ». XV Riunione. Bologna, 1926). 
Pavia, 1927. 8°, pp. 1-9. 

Rotia Luict. — Un teorema su lottica dei 
mezzi non omogenei attivi. (Estr. dal 
«Nuovo Cimento». Serie V, vol. XV). 
Pisa, 1908. 8° pp. 1-4. 

Roita Luict e AccamME L. — Sul calore 
specifico dei sali idrati. (Estr. dai « Rendi- 
conti della Reale Accademia dei Lincei», 
Classe di Scienze fisiche, matematiche 
e naturali. Vol. XXII, serie 52, 2° sem., 
pp. 109-116). Roma, 1913. 8°. 

Rotta Luret e ANsALDO G. — Sulla disso- 
ciazione dei sali misti idrati. (Estr, dai 
« Rendiconti della Reale Accademia dei 
Lincei», Classe di Scienze fisiche, mate- 
matiche e naturali. Vol. XXI, serie 5°, 
1° sem., pp. 272-277). Roma, 1912. 8°. 

Rotia Lurct e BELLADEN G. — Sui com- 
plessi nitroso-nitrici del tallio. (Estr. 
dalla «Gazzetta Chimica Italiana ». 
Anno XLIX, parte II, fasc. II-IV, 
pp. 217-224). Roma, 1919. 8° 

Rotta Luici, Cuttica V. e FERNANDES L. — 
Sulla separazione dell ittrio dagli altri 
elementi della gadolinite. (Estr. dalla 
«Gazzetta Chimica Italiana». AnnoLIV, 
fasc. IX, pp. 617-622). Roma, 1924. 
Se: 

Rotta Luiet und FERNANDES LORENZO. — 
Florentium (Sonderabdruck aus « Zeit- 
schrift fiir anorganische und allgemeine 
Chemie». Band 163, Heft 42, pp. 39- 


42, Band 169, Heft 4, pp. 319-320). 
Leipzig, 1927-1928. 8°. 

Rotia Lurci e FERNANDES LORENZO. — La 
derniére terre rare: le Florentium. (Estr. 
de «Chimie et Industrie », Vol. 18). 
Paris, 1927. 8°, pp. 1-3. 

Roiia Luici e FERNANDES LorENzO. — Le 
terre rare. Bologna, Editore Nicola Za- 
nichelli, 1929. 8°, pp. 1-279. 

Rotita Luict e FERNANDES Lorenzo. — Ri- 
cerche per la concentrazione e |’ isola- 
mento del Florenzio (Nota I). (Estr. 
dalla « Gazzetta Chimica Italiana ». 
Anno LVII, fasc. IX, pp. 704-713). 
Roma, 1927. 8°. 

Roita Lurct e FERNANDES LorENzo. — Ri- 
cerche sopra elemento di numero ato- 
mico 61: Florenzio (Nota III). (Estr. 
dalla « Gazzetta Chimica Italiana », 
Anno LVI, fasc. XI, pp. 862-864). Roma, 
1926. 8°. 

Ro ta Luici e FERNANDES LORENZO. — Sopra 
Veclemento di numero atomico 61. (Estr. 
dai « Rendiconti della Reale Accademia 
Nazionale dei Lincei », Classe di Scienze 
fisiche, matematiche e naturali. Vol. IV, 
serie 6*, 2° sem., pp. 181-184). Roma, 
1926. 8°. 

Rota Luici e FERNANDES LORENZO. — Sopra 
un nuovo elemento: il Florenzio (nu- 
mero atomico «61»). (Estr. dagli « Atti 
della Reale Accademia Nazionale dei 
Lincei», Classe di Scienze fisiche, ma- 
tematiche e naturali. Vol. IV, serie 6°, 
2° sem., pp. 498-499). Roma, 1926. 8°. 

Rota Luici e FERNANDES LORENZO. — Sul 
frazionamento delle miscele neodimosa- 
mariche. (Estr. dai « Rendiconti della 
Reale Accademia Nazionale dei Lincei», 
Classe di Scienze fisiche, matematiche 
e naturali. Vol. VII, serie 6°, 1° sem., 
pp. 370-372). Roma, 1928. 8°. 

Roiia Lurcr und FERNANDES LORENZO. — 
Ueber das Element der Atomnummer 61 
(Florentium). (Sonderabdruck aus « Zeit- 
schrift fiir anorganische und allgemeine 
Chemie ». Band 160, Heft 1-3, pp. 189- 
192). Leipzig, 1927. 8°. 

Rotia Lurci e Mazza L. — Sistemi di te- 
legrafia e di telefonia per mezzo di fasci 
di radiazioni infrarosse. (Estr. dai «Ren- 
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diconti della Reale Accademia Nazionale 
dei Lincei», Classe di Scienze fisiche, 
matematiche e naturali. Vol. XI, serie 6°, 
1° sem., pp. 19-26). Roma, 1930. 8° 

Rota Lurcr e Mazza L. — Sopra un nuovo 
metodo differenziale per la misura della 
conducibilita degli elettroliti. (str. dalla 
« Gazzetta Chimica Italiana». Anno LII, 
parte I, pp. 421-428). Roma, 1922. 8°. 

Rotta Luiet e Mazza L. — Sulla radioat- 
tivita del Neodimio, del Samario e delle 
miscele samario-neodimifere. (Estr. dai 
«Rendiconti della Reale Accademia Na- 
zionale dei Lincei». Classe di Scienze 
fisiche, matematiche e naturali». Vo- 
lume XVIII, serie 6°, 2° sem., pp. 472- 
478). Roma, 1933. 8°. 

Rotta L., Mazza L. e Garociio P. G. — 
Sul comportamento termoelettrico delle 
leghe di rame e nickel e di rame e oro 
ottenute per diffusione allo stato solido. 
(Estr. dalla Rivista « La Metallurgia Ita- 
liana». Fasc. 5, 1923). Milano, 1923. 
4°, pp. 1-22. 

Rotia Luiet e Nuti Mario. — Sulla de- 
terminazione quantitativa del Vanadio 
negli acciai e nelle ferro-leghe. (Estr. 
dal «Giornale di Chimica Industriale 
ed Applicata». Luglio 1929). Milano, 
TO2OmOn: 

Rotia Luier e Piccarpr G. — Le terre rare 
nelle atmosfere stellari. (Estr. dalla « Gaz- 


zetta Chimica Italiana». Anno LVIII, 
fasc. VIII, pp. 521-532). Roma, 1928. 8°. 

Rotia Luier and Piccarprt G. — On the 
Ionization potentials of the rare Earth 
Elements in relation to their position 
in the periodic System. (From the « Phi- 
losophical Magazine ». Vol. VII, 1929, 
pp. 286-301), s. 1. 1929, 8° 

Rotta Luict e Prccarpr G. — Potenziale 
di ionizzazione e sistema periodico degli 
elementi. (Estr. dalla «Gazzetta Chi- 
mica Italiana». Anno LII, fasc. VIII, 
pp. 512-531). Roma, 1926. 8°. 


Satanrt R, — Vedi Roza Luicr. 

Smon ALFRED W. — Vedi Compron Ar- 
rHuUR H. 

SoLER EMANUELE. — Campagna geofisica 


eseguita dall’Istituto di Geodesia della 
R. Universita di Padova nel 1932. (Estr. 
da «La Ricerca Scientifica ». Serie II, 
anno Ill, n. 9-10, pp. 70-73, s. 1. 
TOS 2 eC us 

SoLER EMANUELE e CassINis Gino. — Re- 
lazioni della V Assemblea generale del- 
P Unione Internazionale geodetica e geo- 
fisica. (Estr. da « La Ricerca Scientifica». 
Serie IJ, anno III, pp. 99-115), s. 1. 


1033. 8° 
STEARNS J.C. — Vedi Compron Artuur H. 
ZAMBONINI FERRUCCIO, — In memoriam di 


F, Zambonini. Napoli, 1934. 8°, pp. I- 
162. 
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Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali 


Fascicolo del 22 aprile 1934 (anno XII) 


MEMORIESE, N@1 ESD SOc] 


Matematica. — Sulla determinazione di una funzione analitica 
nota la parte reale sul contorno. Nota“? del Corrisp. U. Cisortt. 


1. — UNA FORMULA PRELIMINARE. — Sia 5 una linea che costituisce il 
contorno di un’area semplice C; diciamo C, la parte di piano rimanente. 
Classici teoremi di Cauchy assicurano che se f(z) é funzione analitica re- 
golare in C, risulta: 
fQ@) in C, 

(1) 


Ge in Go, 


ae 


2 Ti ¢C—Zz 
s 


il verso d’integrazione essendo antiorario. 
Sia f(z) una funzione analitica regolare in C;, compreso il punto 
all’infinito; si ha 
I PCIe OF ane, 
@) mei | tz I=] fp @ inc. 


Ss 


Cid premesso, consideriamo Ja somma dei primi membri: 


271 


| 
6) aa [LO FLO wef)! - 
: 


(1) Presentata nella seduta del 22 aprile 1934. 


RENDICONTI, 1934, Vol. XIX. 34 


Dalle (1) e (2) scende che 


PQ) eC 
Shey Ge. 


(4) EG 
In particolare, se il punto x = appartiene a Cy .siguas 
271 


F@)=S0) = sy [GeO whe), 


La quale, sottratta dalla (3), fornisce quest’altra relazione: 


| 
6.) F@=s0) +45 [AAP ac 


la quale differisce dalla (3) per la circostanza che in quest’ultima compare 
f: (co) mentre nella precedente interviene laf (G). 


2. — PARTICOLARI APPLICAZIONI. — Se in tutti i punti di s le fungiont 
fe fr assumono valori complessi coniugati, chiamando g la comune parte 
reale, si ha: 


oR PAG erst) 2 9. Shas 


e, in conseguenza, dalla (3’), applicata ai punti di C, scende: 


: ; d 
(6) fO=10+48 | geez | 
e dalla (3), applicata ai punti di C,, 
(7) A@O=heCy—Z fg 


La (6), nelle supposte circostanze, definisce la funzione analitica regolare 
in C la cui parte reale € nota sul contorno; la (7) risolve il corrispon- 
dente problema relativo all’area C,. 


3. — DEDUZIONE DELLA FORMULA DI SCHWARZ RELATIVA A UN CAMPO 
CIRCOLARE. — Sia s una circonferenza di raggio R. Se f(z) € una funzione 
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analitica e regolare per |z|<R e f indica l’operatore coniugato di f, la 
funzione 


i: @) a, (=) 


é analitica e regolare per |z|>>R, e sopra ogni punto della circonferenza 
|x| =R le funzioni f e f: assumono valori coniugati; sono pertanto appli- 
cabili le formule (6) e (7). Cid premesso, sopra la circonferenza si ha 
C = Reis (0 =o =2n), per cui 


v 
Ss O 


€ inoltre noto che la parte reale di f(0) e 
25 
nae gdc, 


per cui 


: ; I 20 
fo)=in+5.[ ede, 


avendo chiamato ib, la parte immaginaria; per queste relazioni, dalla (6) 
si ricava: : 


DS ee Ce amie 12 tapas Say | ee as 


oO () 1) 


che é Ja nota formula di Schwarz che risolve il problema in discorso per 
un’area circolare), Per il problema esterno basta applicare la (7) e si trova, 
come doveva essere @), la formula precedente col segno cambiato al secondo 


membro. 


4. — Semipiano. — Le medesime formule sussistono se il campo C 
é illimitato e le funzioni f e f; si annullano all’ infinito. Sia, per esempio C 
un semipiano, con che s risulta una retta. Assunta la retta come asse reale, 
il semipiano prescelto sia quello degli immaginari positivi. Se f(z) € una 
funzione regolare nel semipiano C, la funzione f: =f (%) & regolare nel- 
Valtro semipiano C, e le funzioni f e f, assumono valori coniugati in punti 
simmetrici, rispetto alla comune retta limite s; in particolare sopra 5 risulta 


(1) Cfr., ad es., la mia Idromeccanica piana. Milano, Libreria Editrice Politecnica, 


1921, Parte I, p. 14, formula (1). 
(2) Loe. cit., nota alla fine di p. 117. 


soddisfatta la (5). E quindi lecita l’applicazione della (6) 0, meglio, della (3), 
dalla quale, applicata al semipiano C, e fatto f; (co) =0, si deduce la 


formula nota @: 
ial 00g 
I@Q= =/ (cae 
—oo 


5. — IMPIEGO DELLA FORMULA DEL SEMIRESIDUO. — Riferiamoci nuova- 
mente al n. 1 e osserviamo che, secondo la formula del semiresiduo , assu- 
mendo cioé per gli integrali (1) e (2) i valori principali di Cauchy ©’, quando x 
é un punto di s, si ottengono rispettivamente i valori 


I ee 
eee. e Bae: (x)- 


Ne segue che, se si considera ora la differenza dei due integrali predetti, 
cioe si pone: 


(8) oma | QafO spe, 
si ha: 
| EO SUNLES: 
(9) BQ) =) S{f@+Kh@®) ss, 
Le CA “iter 


Nell’ ipotesi che su s sia verificata la (5), la eliminazione di f; (¢) 
dalla (8), mediante la (5) stessa, da luogo alla relazione: 


o@=tf Pats, 


e, notando che nei punti z di C, per (9) e (1), si ha: 


eoM=1@ , Ff P4=2F@, 


(1) Boceto, Sulle funzioni di variabile complessa in un’area circolare. « Atti della 
R. Acc. delle Scienze di Torino», vol. XLVII (1911), p. Is. 

(2) Cisort1, Sul fondamento analitico delle eccezioni al paradosso di d’Alembert, al 
teorema di Kutta-Joukowski e sulle azioni dinamiche sopra profili cuspidali. Questi « Rendi- 
conti», vol. XIII (1° sem. 1931), p. 161. 

(3) Hurwirz-Courant, Funktionentheorie. Il Auflage. Berlin, Springer, 1929, p. 335, 
formula (3). 


si deduce: 


aa Sed aS 
(M=fO+he-t/ es, 
dalla quale, in definitiva si ricava: ; 


i@=—] F2—-fhe, 


€ questa coincide colla (3), quando ci si riferisce ai punti di C e si tenga 
conto della. (5). 
Se nella (8) viene eliminata la f,;(€), per mezzo della (5), si ottiene: 


©(z) = = {a dt'+ fi. (co), 


dalla quale, tenendo presente che nei punti z di C, é, per (9) e (2), 


Def ElG)GG 2), 
Tt C—7 


O9@=f1@) ., 2f:@)+2f:(~), 


si trae: 


ene anne hake whey Pes 
fi@=2h@—f( Mar ae 


da cui 


la quale coincide colla (7). Dunque la applicazione della formula del semi- 
residuo conduce, sia pure per un cammino meno semplice di quello seguito 
ai nn. I e 2, alle medesime conclusioni. Questo valorizza analiticamente 
impiego della formula del semiresiduo, che fu finora — per quanto mi 
consta — poco sfruttata e che, come ebbi ad osservare(, da esauriente 
giustificazione analitica delle eccezioni, al teorema di Kutta—Joukowski e al 
paradosso di d’Alembert, relative a profili cuspidati. 


(1) Loe. cit., Sul fondamento ecc.... 


Matematica (Algebra). — Sopra una certa algebra reale del 
4° ordine. Nota“ del Corrisp. G. Scorza. 


La lettura delle belle Note di L. Sobrero, recentemente accolte in questi 
« Rendiconti » @, mi ha particolarmente interessato, in quanto che, se frequent 
sono i casi in cui ricerche matematiche di varia natura conducono alla con- 
siderazione di determinate algebre, queste risultano il pil spesso semi~sem- 
plici e dotate di modulo, cioe prive di element eccezionali ©), 

Tale non & invece l’algebra che il Sobrero pone a base del suo studio ; 
e credo che metta conto indicarne rapidamente la netta caratterizzazione dal 
punto di vista della teoria generale, anche perché a questo modo verranno 
ad esser poste in luce le intime ragioni di taluni fatti, di natura puramente 
algebrica, su cui l’attenzione del Sobrero & stata richiamata indirettamente 
dalle esigenze dei suoi sviluppi analitici. 


1. L’algebra A considerata dal Sobrero & quella descritta da 
@) R= 4 + O:j + 4,f + 45)? 


al variare delle a nel corpo reale, j essendo un elemento con I’ equazione 
minima (C..N. A., p.- 228) 


(2) pa Sia 


essa € dunque un’algebra reale (C. N. A., p. 380) del quart’ordine, poten- 
ziale (ibid., p. 223) e quindi, senz’altro, commutativa. 
Dalle Gr en(2)csivtrae 


X= Ay + ayj + 42)? + 4373, 

2j = — a, + Gof + (1 24,)7? + asp, 

zj? = — da, — a,j + (do — 242) J? + (a: — 24;)7, 

Ri (20 10s os Oa te Gaya ee) J (do — 2.42) 73; 


(1) Presentata nella seduta del 22 aprile 1934. 

(2) L. Sosrero, Di una nuova variabile ipercomplessa interessante la teoria dell elasti- 
citd. Questi « Rendiconti», fasc. 21 gennaio e 4 febbraio 1934. 

(3) Cosi sono semi-semplici le algebre (complesse) collegate dal FROBENIUS ai gruppi 
d’ordine finito [veggasi per es., il mio volume Corpi numerici e algebre (Messina, Princi- 
pato, 1921), p. 437 e segg.J, nonché quelle che capitano nello studio delle matrici di Riz- 
MANN [Scorza, Le algebre di ordine qualunque e le matrici di Riemann («Rend. del Circ. 
Mat. di Palermo», to. 45, 1921]. Nel seguito il volume or ora citato sara indicato con 
a sicla C. NA: 


ODS. 
per conseguenza il determinante sinistro (e destro) di x - che in ordine a 


teoremi generali (C. N. 4., p. 303), € un carattere di x, ossia @ indipen- 
dente dal sistema di coordinate definito mediante la (1) - é 


Mo ? ay b) as osha: } a; 
=i} a Or 2) a 
3 3) ° b) I 3 5) 2 
=[(ao— a2)? +(4:—4;)"}*5 
—a, 4 as iy eo 2, wat 20, 
Ziff ei. a, +s 30; 24, 5 to = 205 


e gli elementi nulli o divisori dello zero di A sono tutti, e solo, quelli per 
i quali ¢ a, =a, e a; = a4;; cioe tutti, e solo, gli elementi dati da 
(Qo + aj) +1), 


al variare di a, e a, nel corpo reale“. 


Attesa la commutativita di A, i prodotti di questi elementi, in base 
alla (2), che puo scriversi 


(§ +1) = 0, 


sono tutti nulli, dunque gli elementi in discorso costituiscono una sotto- 
algebra E di A, che é una zero-algebra (C. N. A., p. 206) di ordine 2). 
Anzi, poicht A € commutativa, e quindi ogni suo elemento pseudonullo ¢ 
addirittura eccezionale (C. N. 4., p. 236), questa zero-algebra é la sotto— 
algebra eccezionale di A. 


2. Dalle (1) e (2) si deduce 
i= (a, — a, — 2a, — 24, a;) + 2 (do ay — Az a;) J ir 
+ (a — 2.05 + 34; + 2d, — 4.4145) j? +2 ods + a1 A, — 24,45) ]3, 


quindi riesce x? = x quando, e solo quando, ¢ 


| a, — a, + 2a,— 24,4, = a, 
2 (dod: —a,0,) = 4,, 
(G3) 


| a — 2a, + 3a, + 2dod, — 44,4; = A, , 


2 (dod; + a) a, — Oa, aie Aa 


(1) Il Soprero chiama modulo di x la quantita p = V(ao — a2)? + (ay — a3)?. 

(2) Di qua la proposizione osservata dal SoBRERO: condizione necessaria e sufficiente 
perché un prodotto sia nullo ¢ che almeno uno dei fattori sia nullo 0 che ambo i fattori (ab- 
biano modulo nullo, cio) siano divisori dello zero; proposizione valida per tutte, ¢ solo, le 
algebre non primitive per ognuna delle quali gli elementi nulli o divisori dello zero costi- 
tuiscono una. zero-algebra. Infatti, se B é un’algebra dotata di tale proprieta e 7’,x’’ sono 
suoi divisori dello zero, riuscendo in base all’ipotesi (z’ + 27/")z’ = v2+ PTE OG 2 one 
© @ nullo o @ un divisoré dello zero; ma allora gli elementi nulli o divisori dello zero 
di B costituiscono una sotto-algebra, e questa € una zero-algebra. 


a 5 ae 


Combinando per sottrazione la prima e la terza, o la seconda e la quarta 
di queste eguaglianze, si trae . 


(ao a,)? (a, “a,)? = pb — 42, 
2 (do — a2) (4; —4;) = ay —4;, 
e queste danno: 


we I I 
(@) 08 udp =a, =O 59h indi lars PY epics G4) =——s 


4 


(8) “0 a;—a,=—0, indi ~a.—a,=0, oppure @,——a,—=T* 


Poiché le a sono numeri reali, l’alternativa («) ¢ da escludere; inoltre le (3) 
per a: a, = 0 a5. ay = 0 -dann0 apa — @, =a, = 07 ©: per 
a;— a; =O € ao— a, =1, la seconda e la prima delle (3) forniscono, 
ordinatamente, ¢, =a, = 0" € a, = 1 5 a,'= 0; dunque non Teste 77— 7, 
se non. a patto che sia y = 0 oppure 7 =1. 

Si conclude che il modulo é l’unico automodulo (C. N. 4., p. 189) 
di A e che pertanto l’algebra complementare di E rispetto ad A é€ un’al- 
gebra reale, semi-semplice di ordine 2, con un solo automodulo, indi pri- 
mitiva (C. N. A., p. 284) ed equivalente all’algebra degli ordinari numeri 
complessi. 

Dal fatto che A non possiede automoduli diversi dal modulo potrebbe 
esser dedotto di nuovo che ogni suo divisore dello zero é addirittura un suo 
elemento eccezionale (C. N. 4., p. 264). 


3. Una discussione simile a quella compiuta nel numero precedente 
mostra che € 7? = —1 quando, e solo quando, sia 


Assisi 


: 2 


. . . . j j3 
e allora basta assumere in A come unita fondamentali 1, iP , & le due 


unita 7? + 1 e7(j?-++ 1) di E per ottenere che l’elemento corrente di A, 
d’accordo con un teorema dello Wedderburn“), possa mettersi nella forma 


(1) Il teorema dello WEDDERBURN, cui qui si allude é il seguente: 

Ogni algebra definita in un corpo, il cui sottocorpo fondamentale sia isomorfo al corpo 
razionale, 0 & pseudonulla, 0 & semi-semplice 0 ¢ la somma (in generale non diretta) di un’al- 
gebra semi-semplice e della sua sotto-algebra eccezionale. 

Veramente lo VEDDERBURN quando pubblicd questo teorema nella sua Memoria: On 
hypercomplex numbers (« Proc. of the London Math. Soc.», vol. 6, 1905) lo enuncid come 
valido per ogni e qualsiasi algebra; ma la sua dimostrazione non era conclusiva. Cid spiega 
perché esso non apparisca nel mio trattato C. N. 4. del 1921. 

L’enunciato che qui si riporta comparve per la prima volta nel libro del Dickson: 
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con x,y,u, ev numeri reali; cioe, nella forma cui il Sobrero é stato con- 
dotto dagli sviluppi delle funzioni in A, esponenziale e logaritmica, da lui 
introdotte. 


Algebras and their arithmetics (Chicago, « The Univ. of. Chic. Press», 1923) e la nuova 
dimostrazione che ivi se ne dette fu comunicata al Dickson dallo WEDDERBURN. 

Che l’enunciato primitivo dello WEDDERBURN fosse diverso da quello attuale il Dickson 
non ha mai fatto rilevare - e non ho alcuna intenzione di fargliene colpa —; che invece 
la prova datane nel 1906 fosse incompleta il Dickson non I’ha fatto rilevare che nella 
prefazione al suo libro: Algebren und ihre Zahlentheorie (Ziirich und Leipzig, Orell-Fissli- 
Verlag, 1927). Pero, se nella prefazione al testo del 1923 il Dickson si contentava di dire 
che: «Scorza in his book... omitted ... the principal theorem on linear algebras. An outline 
of a new simpler proof was placed at the disposal of the author by Wedderburn», in quella 
che precede il testo del 1927 ha preferito dire: « Sein Beweis» - cioé la dimostrazione 
dello WEDDERBURN del 1905 - «des Hauptsatzes iiber Algebren war unvollstandig ; andrer- 
seits war dieser Satz Scorza in seinem Buch von 1921 unbekannt ». 

Ancora: nel 1923 francamente si riconosceva « Scorza’s book has been of material as- 
sistance to the author» - del che pud persuadersi chiunque ponga a raffronto, per tacere di 
frequentissimi passi piu brevi, le pp. 236-237, 283-285 e€ 333~336 del mio testo con le 
pp. 46-47, 80-81 e 73-76 di quello del Dickson -, nel 1927 ScorzA non si nominava 
che per affermare che il teorema dello WEDDERBURN gli era sconosciuto. 

E poiché Voccasione si presenta mi sia permesso far rilevare che dei due teoremi fon- 
damentali sulla struttura di un’algebra semplice con modulo, quello che stabilisce ogni 
tale algebra essere il prodotto diretto di un’algebra primitiva e un’algebra regolare é do- 
vuto allo WEDDERBURN; ma quello per il quale si asserisce che, di fronte alla relazione di 
equivalenza, la decomposizione di una tale algebra in un prodotto diretto cosi fatto @ unica, 
é dovuto, non gia allo WEDDERBURN, bensi a me. La mia priorita ¢ stata riconosciuta dallo 
WEDDERBURN (« Bull. of the Amer. Math. Soc. », 1925, p. 523), e dal Dickson nel libro 
gia citato dal 1927 (p. 120); ma forse perché il Dickson nel testo inglese del 1923 (p. 78) 
si esprimeva in maniera‘da far pensare che il teorema fosse dovuto allo WEDDERBURN, a 
questi lo vedo attribuito continuamente, da vari anni a questa parte, dalla fiorente scuola 
di algebristi sorta in Germania. 


Chimica. — Struttura del cauccits non stiralo studiato coi raggt 
di elettroni ©. Nota® del Socio G. Bruni e di G. Natra. 


E noto che all’esame réntgenografico il cauccit alla temperatura ordi- 
naria ed allo stato non teso fornisce dei fotogrammi analoghi a quelli dei 
liquidi, mentre mostra una struttura cristallina solo se stirato Oppure se 
congelato. Nel primo caso bisogna sottoporlo, per osservare una struttura 
fibrosa, ad allungamenti corrispondenti a diverse volte (sino a 9) la lunghezza 
iniziale %), 

La presenza nel cauccit di molecole filiformi ad elevatissimo peso mole- 
colare era gid stata dimostrata da Staudinger ‘9, in base alle proprieta delle 
soluzioni di alcuni suoi derivati solubili, ed era stato pure dimostrato che il 
concatenamento dei gruppi di isoprene ha luogo attraverso legami corrispon- 
denti a valenze principali. L’analisi réntgenografica ha confermato queste 
ipotesi. Il periodo di identita lungo l’asse delle fibre del cauccit stirato, de- 
terminato Bat da Katz) e da Hauser “ e confermato dalle misure di 
Mark e Susich su preparati fortemente orientati, ¢ infatti 8.1 A, lunghezza 
che corrisponde a quella prevedibile per una catena di due gruppi di iso- 
prene aventi una configurazione cis. 

Le eccezionali proprieta fisiche, e particolarmente le proprieta elastiche 
del caucciu, i fenomeni termici prima negativi poi positivi, ed infine l’orienta- 
mento delle molecole, che accompagnano |’allungamento elastico, furono da 
taluni autori messi in relazione con la su accennata struttura a lunghe catene, 
formate da un elevatissimo numero di radicali di isoprene legati da valenze 
principali, ammettendo che per le doppie valenze ancora presenti e per le con- 
seguenti forze attrattive (forze di van der Waals) dovute alle valenze parziali 
residue, le catene tendano, allo stato non teso, a raccartocciarsi in modo spi- 
raliforme ed irregolare, cosa che sarebbe resa possibile dalla liberta di rota- 
zione delle catene normali attorno all’asse delle valenze ®). Durante lallunga- 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica generale del R. Politecnico di Milano. 

(2) Presentata nella seduta dell’8 aprile 1934. 

(3) Kurr H. Mever e H. Mark, Der Aufbau hochpolymerer organischer Naturstoffe, 
« Akad. Verlagsg. Leipzig », 1930. 

(4) H. Sraupincer, «Helv. Chim. Acta», 5, 785, 1922. 

(5) J. R. Katz, «Chem. Zeit.», 49, 353, 1925; « Naturwissensch. », 13, 411, 1925 ; 
«Kolloid. Zeit.», 36, 300; 37, 19, 1925. 

(6) E. Hauser e H. Mark, « Kollch. Beih.», 22, 63 1926. 

(7) H. Mark e G. Susicy, « Koll. Zeit.», 46, 11, 1928. 

(8) Kurt H. Meyer e H. Mark, loc. cit., pp. 198-199. 


mento elastico si avrebbe prima un assorbimento di calore (corrispondente 
al lavoro necessario per vincere le forze di van der Waals su accennate) ed 
in seguito uno sviluppo di calore (corrispondente all’energia di cristallizza- 
zione) dovuta all’orientamento delle molecole. 

Dalla interpretazione dei risultati dell?esame réntgenografico, confermata 
dalle note proprieta elastiche del cauccil, si giunse quindi alla conclusione 
che nel caucciu alla temperatura ordinaria ed allo stato non teso le mole- 
cole si trovino completamente disorientate come ordinariamente avviene in 
un liquido, e che l’orientamento (cristallizzazione) avvenga solo per stira- 
mento meccanico oppure per congelamento. 

Dalla letteratura piu recente appare pero che un gran numero di speri- 
mentatori non si limita a supporre che i] processo di cristallizzazione durante 
Pallungamento del cauccili sia un semplice processo di scorrimento e di 
orientamento delle singole molecole, ma ritiene che durante lo stiramento 
_avvenga anche una variazione nella forma delle singole molecole. 

Tale tesi infatti fu sostenuta prima: da Barrow“, Feuchter @ e Kir- 
choff G) e recentemente da Katz“ i quali ammettono che le molecole allo 
stato non teso siano spiraliformi e contratte, mentre assumono una forma 
allungata allo stato teso ‘), 

Allo scopo di chiarire questo punto, che ¢ di notevole interesse nella 
interpretazione delle proprieta elastiche del cauccit, abbiamo ora esaminato 
numerosi campioni di cauccil (para, smoked sheet) e di soluzioni di cauccil, 
che ha subito trattamenti meccanici diversi, con il metodo delle interferenze 
dei raggi di elettroni veloci. 

Il metodo seguito e gli apparecchi usati furono gli stessi impiegati nello 
studio della guttaperca e descritti da noi in una Nota pubblicata recentemente 
in questi « Rendiconti ». 

Dato lo scopo delle nostre ricerche ci siamo limitati all’esame di cauccit 
non stirato. Le pellicole dello spessore csilissimo, che il metodo richiede, 
furono ottenute lasciando al solito cadere gocce di soluzioni diluitissime in 
benzolo od in benzina su di una larga superficie di acqua. Dopo evaporazione 
del solvente si ottengono per il cauccit delle film molto irregolari per lo pit 
di spessore eccessivo per il nostro scopo. Solo dopo molti tentativi infruttuosi 
siamo riusciti ad ottenere delle pellicole sufficientemente trasparenti ai ragei di 
elettroni. La maggiore difficolta si ritrova nel sollevare le pellicole dalla 
superficie dell’acqua e conservarle durante il tempo necessario per |’esame 
senza che esse si raggrinzino o si spezzino. Si é potuto infatti constatare 
che per lo pit le pellicole di cauccitt non sono di spessore omogeneo, ma 


(1) F. E. Barrow, « Gummizeitung », 25, 1643, 1888, 1911. 

(2) H. Feucurer, « Kautschuk », 3, 98, 122, 1927. 

(3) F. Kircuorr, «Koll. Zeit. ». 30, 176, 1922, «Kautschuk », 6, 31, 1930. 
(4) J. R. Karz, «Vortr. auf d. Kolloidtagung ». Nurnberg, 1925. 

(5) Kurt H. Meyer e H. Mark, loc. cit. 


presentano |’aspetto di una rete, le cui maglie tendono col tempo sempre 
pi. ad ingrossarsi. Cid si vede in modo molto evidente dall’ombra che pre- 
parati, aventi uno spessore irregolare, dinno sullo schermo fluorescente per 
opera dei raggi diffusi qualora vengano esaminati con i raggi di elettroni, 
ombra che ci da una immagine qualche decina di volte ingrandita della forma 
e dello spessore del preparato, secondo un fenomeno utilizzabile per una 
specie di microscopio elettronico. 

Le pellicole di cauccity di qualche decimillesimo di millimetro di spes- 
sore dovettero essere esaminate poco dopo la loro preparazione, e sono state 
sostenute da supporti, costituiti da lamine metalliche, aventi fori di circa 
mezzo millimetro, oppure da reti metalliche aventi diverse centinaia di fori 
per centimetro quadrato. Pellicole di cauccit libere per una maggiore lar- 
ghezza non si conservano qualora presentino gli spessori sopra accennati. 

Oltre ad un annerimento diffuso, sempre rilevante, numerose pellicole 
hanno fornito nei fotogrammi coi raggi E alcune linee piu o meno nette. 

Nei preparati di maggiore spessore l’annerimento diffuso € prevalente 
ed invece delle linee compaiono degli aloni, i cui massimi non sono in 
molti casi misurabili. 

Alcuni fotogrammi, corrispondenti a pellicole eccezionalmente sottili, 
presentano le due prime linee nettissime ed un terza sfumata, mentre |’an- 
nerimento diffuso non é notevole. Diamo nella seguente tabella i risultati della 
lettura di un fotogramma ottenuto da una soluzione benzolica di gomma para: 

— Lunghezza d’onda: 0,0431 (determinata in base ad un fotogramma 
di ioduro potassico). 

— Distanza della film dal preparato: 422 mm. 


Diametro dei cerchi ty) 
di interferenza cary d hk | ¢ 
mm. — — aa — 
8.9 0.01056 4.82 OF 0.2 8.16 
17.8 0.02108 2.044 00 4 S:17 
26.- (alone) 0.03081 1.399 00 6 (8.39) 


Numerosi preparati di gomma di diversa provenienza, che furono esa- 
minati in analoghe condizioni, diedero tutti, pit o meno nette o sfumate, 
le stesse linee, oppure in molti casi, nelle stesse posizioni, degli aloni molto 
_allargati. Il valore calcolato del periodo di identita varia nei diversi foto- 
grammi tra 8.1 e 8.4 A. Tale oscillazione si deve probabilmente attribuire 
non a reale incostanza del periodo di identita, ma al metodo, ed é€ causata 
dallo spostamento che subisce la posizione del massimo di intensita di un 
alone debole per la sovrapposizione dell’annerimento diffuso (in qualche 
caso fortissimo), che presenta un andamento fortemente decrescente dal 
centro alla periferia del fotogramma. Tale sovrapposizione delle due curve 


Tee ee 
dell’ intensita porta ad uno spostamento apparente del massimo dell’alone 
verso i pil: piccoli angoli di rifrazione e percid ad un valore calcolato del 
periodo di identita maggiore. 

Furono anche ottenute delle lamine sottili di cauccil. per evaporazione 
di lamine liquide di soluzioni molto diluite. Si ottennero all’esame coi raggi E 
gli stessi risultati di quelli ottenuti con le film preparate sulla superficie 
dell’acqua. 

I tentativi di ottenere delle film sottili direttamente dal lattice diedero 
risultati negativi, poiche quelle preparate con metodi diversissimi risultarono 
sempre di spessore troppo forte per !’esame per trasparenza coi ragegi di 
elettroni. 

Qualche preparato di caucciti diede anche, oltre alle dette linee ed aloni 
ed al pid o meno intenso annerimento diffuso, alcuni pwnti di interferenza, 
disposti per lo pid in modo disordinato come in un fotogramma di Laue 
male orientato, simile a quello ottenuto da Hengstenberg per il caucciti teso 
2-3 volte e fortemente raffreddato“). Cio denota che ache nelle membrane 
non stirate possono gia sussistere dei cristallini piccolissimi. Lo scarso nu- 
mero e la piccola intensita di tali punti indica che la porzione di cauccit 
ben cristallizzato rappresenta una frazione piccola di quella totale, la mas- 
sima parte risultando disorientata (annerimento diffuso) o presente in cri- 
stalliti estremamente piccole od in aggregati parzialmente orientati (linee 
di diffrazione od aloni). 

Tra i punti osservati, ve ne € un certo numero che si ordinano come 
riflessioni corrispondenti ai diversi ordini di due periodi di identita, uno di 
circa 8.2-8.4 A, Valtro di 9.1-9.2 A. I valori sperimentali delle distanze 
reticolari ee sono: 8.25 (001), 4.22 (002), 2.10 (004), 9.16 (OI0), 
4.58 (020), 1.16 (080). Essi corrispondono approssimativamente ai due pe- 
riodi di identita b e c noti per il caucciu stirato. 

Il risultato pit saliente é dunque questo: che il caucciti non stirato, che 
al’esame coi raggi X non si mostra cristallino, rivela invece una struttura 
orientata quando sia esaminato coi raggi di elettroni veloci in Jamine sot- 
tilissime come quelle preparate nel modo sopra descritto. E anche ammis- 
sibile che, in causa della gid accennata struttura non uniforme della pellicola, 
si determinino delle tensioni locali, che pero non potranno essere rilevanti, 
e tali da causare da sole l’orientamento cosi spiccatamente osservato. 

Questi risultati sperimentali non contrastano necessariamente coi dati 
réntgenografici, in quanto sono dovuti alla maggiore sensibilita ed alla mag- 
giore resa del processo di diffrazione con i raggi di elettroni, che permet- 
tono di rilevare la presenza di cristalliti estremamente piccole, che, nel caso 
del cauccit, possono corrispondere come dimensioni a quelle molecolari. 


(1) Kurt H. Mever e H. Mark, loc. cit., fig. 74, p. 192. 
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Come conclusione si deve percid abbandonare senz’altro Vipotesi che 
le molecole del cauccii in lamine sottili non stirate siano disposte sotto una 
forma contratta e spiraliforme, come taluno aveva ritenuto avvenga per il 
caucciti alla temperatura ordinaria ed allo stato non stirato. Sembra invece 
ragionevole ammettere che le molecole singole, pur essendo per lo piu di- 
sposte in modo reciprocamente disorientato, presentino pero dei tratti retti- 
linei sufficientemente lunghi per consentire il ripetersi del periodo fondamentale 
di identitak un numero tale di volte da produrre delle linee di interferenza 
abbastanza nette. 

Non si pud pero nemmeno escludere che in certe condizioni tutte o la 
massima parte delle molecole siano orientate, per quanto il fatto di ottenere 
un forte annerimento diffuso renda verosimile che la orientazione sia limitata 
ad una frazione delle molecole, probabilmente piccola. 

Si pud anche ammettere che questo orientamento delle molecole di 
caucci: allo stato non stirato si abbia solo per le lamine sottilissime e che 
sia dovuto al metodo di preparazione di dette pellicole, che puo condurre 
ad una disposizione delle lunghe molecole parallelamente al piano delle la- 
mine stesse e quindi ad un loro parziale orientamento. 

Gia nelle pellicole pit’ spesse le linee degenerano in larghi aloni, pa- 
ragonabili a quelli dei liquidi e dei gas, cosa che conferma che la gomma 
alla temperatura ordinaria si deve considerare sostanzialmente come un li- 
quido, costituito da lunghissime molecole filiformi, il cui libero movimento 
é ostacolato, a differenza dei liquidi comuni, dalla lunghezza stessa delle mo- 
lecole (secondo Staudinger 1000-5000 A), dalle forze reciprocamente attrat- 
tive di van der Waals e dagli ostacoli sterici dei gruppi metilici laterali. 


Geologia. — Questioni di geologia toscana, particolarmente 
elbana. Nota 1“ del Corrisp. P. Atoist. 


Quindici anni fa, in un mio grosso lavoro), ho cercato di mostrare, 
e mi sembra di esserci riuscito, che le prove, addotte dal Lotti per soste- 
nere |’eta posteocenica della granitite elbana, non avevano il valore attri- 
buito loro dal compianto geologo; ho dimostrato altresi infondata la ipotesi 
del De Stefani, che la granitite stessa fosse antichissima, ed ho concluso 
che: «allo stato attuale delle cose, si puo escludere che il granito del 
monte Capanne sia anteriore a tutte le rocce, sedimentarie o no, dell’anello, 
ma la sua eta terziaria non risulta dimostrata » (p. 299). Mettevo poi in 
luce i vari fatti che inducevano a ritenere il granito preterziario, ma non 
mi era possibile, per varie ragioni, principalmente per la mancanza di dati 
cronologici sulle rocce contenenti apofisi granitiche, o metamorfosate per 
contatto, di stabilire l’eta della roccia intrusiva. 

Queste mie conclusioni non erano state prese, fino ad ora, in consi- 
derazione da nessun geologo italiano o straniero; si trova anzi spesso ci- 
tato quello elbano, come tipico esempio di granito sicuramente terziario. 

Di recente il Merla %) € tornato incidentalmente sulla questione e, senza 
aggiungere nessun argomento nuovo, ma riportando uno di quelli del 
Lotti, ne accetta le conclusioni. Secondo lui, la prova, da me non sufh- 
centemente confutata, sarebbe fornita dal fatto che il metamorfismo si sa- 
rebbe esteso «ad un tipico calcare con nummuliti che in un punto dell’a- 
nello, presso Fetovaia, si addossa al granito, restandone profondamente 
silicatizzato ». Si pud osservare, intanto, che il punto nel quale furono tro- 
vate le nummuliti (punto 1 della sezione fig. II della tavola “) che accom- 
pagna la nota del Lotti) ¢ a circa mezzo chilometro di distanza da quello 
(punto 5 della fig. I c. s.) dove & stato raccolto il calcare metamorfico. 
A questo argomento del Lotti, io avrei opposto soltanto, secondo il Merla, 
che il metamorfismo si potrebbe attribuire al filone di porfido (per essere 
esatti, di aplite tormalinifera) che si trova nel punto 5, filone da me rite- 
nuto (ma il Merla par che non ne convenga) posteriore al granito. 


(1) Presentata nella seduta del 22 aprile 1934. 

(2) P. Axotst, Il monte Capanne. Pisa, 1919. 

(3) G. Merta, I graniti della formazione ofilitica appennina. « Boll. R. Uff. Geol. d’It. », 
LVIII, 6, Roma, 1933. 

(4) B. Lorri, Sulle apofisi della massa granitica del monte Capanne ecc., Ivi, ser. 3°, 
V, 1, Roma, 1894. 
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Non aggiunge, il Merla, che io ho anche affermato che nel punto 5, 
ed in tutta la zona vicina, calcari, eocenici o no, non ne appaiono, 0 sono 
scarsissimi, e che le rocce eoceniche dell’Agacciaccio son separate da quelle 
metamorfiche da una wehrlite non riferibile, secondo me, alle ofioliti. E 
neppure aggiunge, come poco oltre io dica, che anche se si riconoscessero 
rocce eoceniche metamorfosate, questo non sarebbe un argomento decisivo 
per l’eta del granito, giacche si potrebbe sempre sostenere, col De Stefani, 
esser il metamorfismo dovuto ai filoni aplitici (da non confondersi con il 
porfido e con leurite) certamente posteriori, essi pure, al granito. Sola 
prova ineccepibile, secondo me, nel caso particolare del granito elbano, sa- 
rebbe la presenza di apofisi (vere apofisi) del granito (vero granito) in rocce 
sicuramente eoceniche; e questa prova, che io sappia, manca ancora. 

Ad ogni modo ritengo che il Merla, il quale € un osservatore acuto 
e diligente, piuttosto di contentarsi di una discussione, diciamo cosi, bi- 
bliografica, avrebbe fatto assai meglio ad andare sul posto, per verificare 
come stanno le cose; in tal modo, si sarebbe forse convinto che, per la 
validita degli argomenti del Lotti, ho ragione io, come, andando appunto 
sul posto, se ne € convinto il de Wijkerslooth, per quanto riferisce in un 
suo recente ed interessantissimo lavoro sulla geologia toscana“), lavoro che 
ha dato origine alla presente Nota. 


Il de Wijkerslooth (pp. 256-257) si associa, dunque, interamente con 
me nel ritenere che le presunte prove dell’eta posteocenica del granito el- 
bano non hanno valore; inoltre, sempre conformemente a quello che ho 
affermato anche io, ritiene che il granito e le sue apliti, da un lato, ed il 
porfido con leurite dall’altro, sieno di eta diverse, questi pit. recenti di 
quelli ). 

Sul fondamento di altre osservazioni e di altri criteri, ritiene poi la 
massa intrusiva granitica elbana (monte Capanne, la Serra) di eta com- 
presa, in modo certo, fra la Creta inferiore ed il Priaboniano superiore. 


(1) P. pe Wiykerstoots, Bau und Entwicklung des Apennins besonders der Gebirge 
Toskanas. Amsterdam, 1934. 

(2) A proposito del porfido, debbo notare come il de. Wijkerslooth (p. 258) dica che 
io ho segnalato, quale prova della diversa eta rispetto al granito, la differenza di compo- 
sizione chimica, quest’ultimo essendo di tipo alcali—calcico, il primo invece di tipo alcalino 
acido. Qui é nato un certo equivoco, giacché differenze notevoli, dal lato della composi- 
zione chimica, non ci sono tra le due rocce, ed io l’ho detto chiaramente (p. 288 del mio 
lavoro); anzi, se mai, il carattere alcali-calcico € forse pil netto nel porfido che non nel 
granito. Differenze assai importanti ho trovato, € vero, ma in un altro caso, e cioé fra il 
granito elbano e quello di Gavorrano (pp. 266-267, c. s.) che il de Wijkerslooth ritiene 
coevi. Fra gli argomenti che dimostrano, secondo il mio parere, la posteriorita del porfido 
rispetto al granito, si deve metter in prima linea, ed io lho fatto, la presenza di nume- 
rosi e tipici filoni di porfido, non solo nelle rocce oftolitiche ed in quelle svariate dell’a- 
nello metamorfico, ma anche nella massa stessa del granito. 
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I] limite superiore ¢ provato, secondo il de Wijkerslooth, dal fatto 
che le rocce e, ed eg della carta geologica del Lotti, ritenute appunto del 
Priaboniano superiore dal geologo olandese, si addossano, senza sensibile 
metamorfismo, al granito, 0, con netto distacco di facies, alle rocce da esso 
metamorfosate. E questo un fatto che era stato notato anche dai precedenti 
osservatori, ma non, in generale, giustamente interpetrato. 

Il limite inferiore é dato dall’eta attribuita alle rocce metamorfosate 
dal granito le quali, com’e noto, son di due tipi: rocce sedimentari e rocce 
verdi. 

Le prime, indicate sulla carta del Lotti con le lettere m, ed m., son 
ritenute, dal de Wijkerslooth, appartenere a diversi orizzonti, e cioé: Cal- 
loviano, Giura superiore, Neocomiano-Titoniano, Eocene medio, ma que- 
st'ultima attribuzione l’autore stesso la considera dubbia. 

Le rocce verdi (X della carta del Lotti) son riunite a quelle oftolitiche, 
e definite serpentine, eufotidi e diabasi metamorfosate per contatto; tutto 
l'insieme é riferito alla parte superiore della Creta inferiore. 

Stabiliti cosi il limite superiore e quello inferiore, il de Wijkerslooth, 
fondandosi su criteri tettonici, viene alla conclusione che il granito elbano 
e le apliti connesse sono del Priaboniano medio. 


Ritengo che sia conveniente di discutere Je argomentazioni del valente 
geologo olandese. Non credo prudente seguirlo sul terreno... sdrucciolevole 
‘della tettonica; occorrerebbero un esame compiuto ed una confutazione di 
tutto il lavoro, lavoro organico, complesso e di grande importanza, anche 
se Videa che ne sta a fondamento sia, secondo il mio modesto parere, di- 
scutibilissima “). Lascio il compito della confutazione a chi abbia, sull’ar- 
gomento, maggiore competenza di me. E poi, in ogni modo, sarebbe forse 
bene aspettare che prima i geologi carreggiatori, o scivolatori, si fossero 
messi d’accordo fra di loro. 

I diversi e numerosi autori che si sono occupati dell’Elba, hanno attri- 
buito, ai terreni sedimentari metamorfici del monte Capanne, le eta pit 
svariate, dall’Arcaico all’Eocene. E molti di tali autori avevano una pratica 
ed una conoscenza profonda delle rocce sedimentarie toscane. Questo prova, 
mi sembra, che in mancanza di criteri stratigrafici (le rocce sono addossate 
al granito e sottoposte ad altre rocce di eta incerta) e paleontologici, il 


(1) Deve esser proprio il fato ad imporre alle povere isole toscane di non poter 
stare ferme e tranquille al loro posto! Prima viene Dante, e comanda alla Capraia ed 
alla Gorgona di fare una gita fino alla foce dell’Arno; ora i] nostro geologo ci avverte 
che Elba si trova dov’é, in seguito ad una recente passeggiata di una settantina di chi- 
lometri, giacché, secondo lui, in origine stava a mezzogiorno dell’ Argentario, Il movente, 
perd, é diverso nei due casi: Dante voleva punire una citta, rea di un tremendo delitto 
il de Wijkerslooth, invece, desidera soltanto di rimuovere ostacoli alla sua ipotesi. 


RENDICONTI. 1934, Vol. XIX. 35 


Sd 


solo aspetto, dato anche che si tratta di formazioni metamorfiche, non puo 
condurre ad un riferimento sicuro. 

Io pure, come altri ricercatori, sono rimasto talora colpito dalla ras- 
somiglianza, per lo pil solo apparente, di qualche singolo tipo con rocce 
note dell’Elba stessa o di altri luoghi; ma non mi son creduto autorizzato, 
da tali rassomiglianze, a stabilire una corrispondenza cronologica. Sola con- 
clusione, che oggi pure ritengo giusta, ¢ che le rocce m, ed m, appartengono 
certo a pili orizzonti diversi. Anche in questo, come si vede, sono d’accordo 
con il de Wijkerslooth, ma mi rimangono molti dubbi sulle sue attribuzioni 
cronologiche. 

Egli parte, per queste, dai tre criteri consueti: litologico, stratigrafico 
e paleontologico. 

Abbiamo gia veduto come il primo sia, in questo caso, di applicazione 
incerta, per il metamorfismo, quasi sempre molto intenso, subito dalle rocce 
in discorso. 

Il criterio stratigrafico si riferisce principalmente alla successione dei 
quattro orizzonti, ma l’autore stesso dice che qui gli afhoramenti, essendo 
difettosi, non danno « una dimostrazione assolutamente certa » (p. 73). 

Il criterio paleontologico, in linea generale evidentemente il migliore 
dei tre, si avrebbe per un solo orizzonte, quello del Giura superiore, e sa- 
rebbe dato dalla presenza di molte radiolarie (p. 78). Il de Wijkerslooth 
non indica i luoghi dove si trovano tali fossili; non si puo mettere in dubbio 
la sua affermazione della loro esistenza, pero sarebbe bene sapere dove si 
rinvengono le rocce che li contengono, per esser certi che esse fanno vera- 
mente parte delle formazioni metamorfiche. Ma, anche prescindendo da questo, 
sono poi le radiolarie fossili sicuramente caratteristici? Il De Stefani “, per 
esempio, non era affatto di questo parere, e son certo che molti altri geologi 
italiani la pensavano, e la pensano tutt’ora, nello stesso modo ©). 

Un’ altra osservazione si puo fare riguardo al riferimento cronologico 
in discussione, e cioe che le rocce m, ed m,, che dunque il de Wijkerslooth 
ritiene di tempi calloviani-eocenici, corrisponderebbero, fra l’altro, in parte 
a quelle pr, e pr, della zona orientale dell’Elba, dal Lotti ritenute presilu- 
riane, e poi, sempre in parte, alle rocce scistoso—calcaree superiori ai marmi, 
nelle Apuane, dallo Zaccagna attribuite al Trias superiore. Come si vede, se 
anche il riferimento litologico fosse sicuro, quello cronologico resterebbe 
sempre assai dubbio. 


(1) C. De Srerani, Su una Nota di Steinmann intorno alle rocce di Prato in Toscana. 
«Rend. R. Acc. Lincei», ser. 5*, XXIII, 1° sem., 9. Roma, 1914. 

(2) Il Fuctni, a p. 52 dei suoi Studii geologici sul Monte Pisano (« Atti Acc. Gioenia 
Sc. Nat.», ser. 5°, XIV. Catania, 1924-25), parlando appunto dei radiolari dice: « quale 


criterio sicuro potrebbe trarsi da una fauna di organismi che non hanno quasi alcun valore 
cronologico ? ». 
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In conclusione, mi sembra che per ora sia conveniente di continuare 
a ritenere incerta l’eta delle rocce sedimentarie metamorfiche del monte 
Capanne. 

E vemiamo alle rocce verdi. Qui, secondo l’egregio autore, io avrei preso 
un bel granchio, considerando come tipi a sé stanti dei prodotti di metamor- 
fismo di contatto. Egli dice infatti che non c’é nessuno fra i tipi delle mie 
« rocce verdi preofiolitiche » che non si trovi, in altri luoghi, come prodotto 
di contatto di serpentine, diabasi ed eufotidi, e che, in particolare, le ser- 
pentine danno, per intenso metamorfismo di contatto, rocce peridotiche ; 
daltra parte, i plagioclasi delle mie dioriti sarebbero troppo acidi per rocce 
di tal tipo. 

Incominciamo da queste ultime. Prima di tutto non € esatto quanto 
afferma il de Wijkerslooth, che cioé il feldispato sia albite ed oligoclasio : 
Palbite non ho mai trovata, i termini pil acidi da me determinati essendo 
oligoclasio—albitici, ma poi, di frequente, cosa della quale pud convincersi 
chiunque leggendo quanto dico nel mio lavoro (p. 63-64), si trovano oli- 
goclasi, andesine ed andesine passanti alla labradorite, cioé proprio i termini 
tipici delle dioriti. A me erano rimasti dei dubbi, non tanto per i feldispati, 
quanto per |’antibolo, il quale, in alcuni casi, potrebbe anche sembrare di 
formazione secondaria; per questo avevo affacciato l’ipotesi che le dioriti 
potessero rappresentare una trasformazione di diabasi, eventualmente di quelle 
ofiolitiche, ipotesi che ragioni varie, specialmente la mancanza di termini in- 
termedi, anche dove, come al Perone, dioriti e diabasi vengono a contatto, 
mi avevano fatto rifiutare. Confesso che anche oggi, nonostante il diverso 
parere del de Wijkerslooth, le ragioni suddette conservano, per me, tutto iL 
loro valore. Ad ogni modo, poi, anche se le mie dioriti dovessero essere diabasi 
ofiolitiche metamorfosate, io non sarei davvero del parere che il metamor- 
fismo si dovesse attribuire al contatto con il granito. 

Se cosi fosse, il metamorfismo dovrebbe essere, in modo pil o meno 
evidente, collegato con il contatto medesimo. Alcune masse dioritiche sono, 
& vero, di piccole dimensioni ed in esse, effettivamente, una dipendenza del 
metamorfismo dalla maggiore o minore distanza dal granito puo sfuggire ; 
ma si hanno anche, tra Marciana ed il Perone, afhoramenti dioritici molto 
estesi, e qui il legame, se esistente, si dovrebbe manifestare, cio che non 
avviene affatto: le dioriti direttamente addossate al granito, e quelle che ne 
sono distanti, separate da esso per mezzo di una potente massa di perido- 
tite, non mostrano diversita apprezzabili o, in ogni modo, attribuibili a diffe- 
rente grado di metamorfismo. 

Le eufotidi del monte Capanne, fuor che quelle connesse con le rocce 
veramente ofiolitiche, le quali hanno l’aspetto e la composizione mineralo- 
gica consueta, sono di interpretazione e di determinazione molto dubbie; a 
questo si deve aggiungere che si tratta di un tipo litologico qui assai raro, 
il quale compare in affioramenti limitati per numero e per estensione. Il 
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metamorfismo da esse subito é vario, ed in alcuni casi non mi sembra, come 
per esempio a Fetovaia, del tipo di quello di contatto; altrove invece (S. Ilario), 
esso ¢ probabilmente prodotto dal granito, ma é cosi intenso da cancellare l’im- 
pronta della roccia originaria. Ad ogni modo l’importanza delle eufotidi, per 
cid che qui ci interessa, é scarsa: quelle connesse con le peridotiti ne se- 
guono evidentemente la sorte, e se si dovesse ammettere che queste ultime 
fossero derivate dalle serpentine ofiolitiche, anche le eufotidi apparterrebbero 
a tale serie. 

Si trovano poi, fra le rocce verdi, alcune anfiboliti; esse dovrebbero deri- 
vare, per metamorfismo di contatto, dalle diabasi o dalle eufotidi. Come spie- 
gare allora un tipo di trasformazione diverso da quello che avrebbe mutato 
le diabasi in dioriti e le eufotidi nelle rocce prima ricordate ? Non certo con 
la maggiore o minore distanza dal contatto, perche, tra l’altro, le dioriti ri- 
mangono massicce nelle vicinanze immediate del granito, mentre le anfibo- 
liti, anche in tali condizioni, sono spesso manifestamente scistose, e d’altra 
parte le eufotidi sicuramente metamorfiche hanno composizione interamente 
diversa da quella delle anfiboliti. 


MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica. — I] teorema dei seni per 1 triangoli tracciah 
sopra una superficie. Nota di A. Tonoto, presentata“ dal Socio 
T. Levi-Crvira. 


Nel primo fascicolo della «Compositio mathematica » € apparsa una 
Memoria del prof. Levi—Civita %, ove sono studiate le proprieta metriche 
d’una terna di congruenze di linee tracciate sopra una superficie qualunque 
con |’intervento di tre operatori differenziali costruiti in modo assai sem- 
plice con le derivate rispetto agli archi, e coni seni degli angoli che le linee 
delle tre congruenze, passanti per uno stesso punto della superficie, formano 
tra loro. Come applicazione del metodo, Egli ha ottenuto delle formule che 
danno il teorema dei seni fino alla terza approssimazione (esclusa) per i 
triangoli infinitesimi formati con archi delle linee delle tre congruenze. Jn 
una conversazione Egli mi diceva che l’algoritmo degli operatori, se confe- 
riva simmetria ed eleganza alla trattazione, perche non dava privilegio a 
nessuna delle tre congruenze, esigeva pero dei calcoli un po’ laboriosi, e che 
si poteva sperare di arrivare alle formule del teorema dei seni in modo pit 
rapido, cercando di conservare simmetria rispetto a due delle tre congruenze. 


(1) Nella seduta dell’8 aprile 1934. 


(2) T. Levi-Crvira, Terne di congruenze sopra una superficie ed estensione della trigono- 
metria. «Compositio mathematica», vol. 1, fasc. 1, 1934. 


ihe a eae 


Ho effettuato la ricerca in questo indirizzo, applicando i canoni dell’ordinaria 
Geometria differenziale, la quale ha pienamente confermato quanto presu- 
meva l’eminente Collega. Avverto perd che, pur essendo naturale l’impo- 
stazione, anche col nuovo metodo si arriva alle formule in discorso dopo 
vari accorgimenti e calcoli che sono tutt’altro che immediati. Questa Nota 
contiene la parte concettuale del metodo, lasciando ad un pit esteso lavoro, 
che uscira nella « Compositio mathematica », il suo dettagliato sviluppo. . 


1. Sopra una superficie o dello spazio ordinario consideriamo tre con- 
gruenze di linee distinte, le cui linee saranno indicate con 1, 2,3. Pren- 
diamo a linee coordinate sopra o quelle di due — a priori qualunque — delle 
tre congruenze, ad esempio, 1,2, di parametri x',x?, e con referenza ad 
esse, sia 


(1) OS Diy OR OX 


il quadrato dell’elemento lineare di o. Cominciamo intanto a scegliere i para- 
metri x!, x? in modo che risulti ; 


(2) Aj =1 per x?=0 , Gj,==1 per xi =O. 


Le equazioni della terza congruenza le prenderemo in forma para- 
metrica 


(3) " wt f(s, w= o(s,/), 


denotando con / la lunghezza P, P, d’ogni singola linea 3, compresa fra 
le intersezioni P,,P, della 3 con le linee 1,2 passanti per Orwercon s 
‘arco d’una linea 3 contato positivamente a partire da P,. Avvertiamo che 
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le nostre considerazioni s’ intendono fatte in un intorno abbastanza piccolo 
del punto O di o, e per evitare ogni ulteriore discussione assumeremo per 
campo o un tale intorno. Si fissi un triangolo O P, P, formato da tre archi 
delle linee 1, 2,3, che s’intersecano nei vertici O (1, 2), P: (2,3), P2(G,1) 
il cui perimetro sia percorso nel verso OB P, : (verso_naturale, secondo 
Levi—Civita) e indichiamo con ) = 12, One 23 , 2 = 31 gli angoli rispet- 
tivamente formati dalle direzioni positive (segnate nella figura) delle linee 
1 ,2,3, ruotando nel verso naturale, questi angoli essendo compresi fra 
0 e 7, gli estremi esclusi. Le lunghezze dei lati del triangolo siano OP, = 1, , 
© .P, =e Pee 

Applichiamo ai secondi membri delle (3) io sviluppo di Taylor rispetto 
all’arco s: potremo assumere 


(Gy) Sot Sian pies | = Poe Bes 
dove con [3] indichiamo i resti degli sviluppi. In generale con la nota- 


zione |n| denotiamo una quantita di grado 1 almeno rispetto agli argomenti 
xt, x?,5,1,,1,,1 il quale grado corrisponde all’ordine d’ infinitesimo, quando 
il triangolo OP, P., e per esso ciascuno dei lati, si risguardi infinitesimo, 
sia nel senso della matematica pura, sia nel senso che le lunghezze dei lati 
I,,1,,1 hanno misure del primo ordine rispetto ad una prescelta unita di 
lunghezza. Le a ,a:,8.,: sono quantita che, in generale, dipenderanno 
da /, ma noi possiamo ritenere che le a, , 8; siano costanti anche rispetto 
ad 1, quando si voglia nelle (4) mettere in evidenza soltanto termini di 
primo e secondo grado. 
In forza delle (2), si puo scrivere 


(5) Ary = 1 e, X? + [2] ay, = cosy + fy, xt + f, x? + [2] 
Moo = 1+ 9,x* + [2] 


2]. 


Ne consegue: 


| Sin; == —— Moi!) ang se + |2| 


| sin bs = (Bo (D+ Bel} } sin p— 


Girt eae POs nD) 


2 sin 


Siano Y;,Y2,¥ le curvature geodetiche nel punto O delle tre linee 1 ,2, 3 
passanti per O. Si trova: 


I 
eS a cance Ya sin b = — gi —f 


(7): y sin} = 2 sin? } (a, By — & Br) + yr &, sin b (4 — Bo cos pb) + 
+ ys B sin Y (40 cos $— Bo) ++ gs ao Bo (Bo cos b—ata) + 
\ + C2 ho Bo (% cos b — Bo). 


a 
In quest’ ultima formula, e in quelle che seguono, % ,®. stanno ad 


indicare le determinazioni, per ] = 0, di a (1) , 8. (/). Si osservi ancora che 
lungo Ja linea 3 passanti per O deve sussistere l’identita qualunque sia s, 


1 dx dx” a 
Sahar Ga a 


La materiale sostituzione da un risultato del tipo E, + Eys +--+ =1 
donde E, =1,E, =0. Effettuando il calcolo, si ha 


a + B—2a.B.cos) = 
(8) | 4a (@ —Bo con ¥) + 4B, (Bo — a0 cos) — af Bo es + 
+ Oo BS gr — 2 bo Bo (to fr — Bo fo) = 0. 
Infine dalle (4) si ricava 
(9) (DP lee —— i cor a an Ae 


2. Un giudizioso maneggio delle formule (6), (7), (8), (9) conduce a 
quelle del Levi—Civita relative al teorema dei seni in seconda approssima- 
zione. Per non generare confusione indichiamo ora con (tp:): , (2). gli angoli 
che nel numero precedente furono indicati con },,,, mentre riserviamo 


—__ oe 
questa notazione agli angoli 23, 31 che le linee 1,2, 3 passanti per O for- 
mano fra loro. Allora, se poniamo con Levi—Civita 


I l ib ip 
(10) Me 3 | sind of (sind;): | (sing.)s 
si dimostra intanto che 
(11) I, 1, sen? p= ? sin y, sin, + [3], 


perché in prima approssimazione vale il teorema dei seni espresso dalle 


formule 


J=asing+|2) 4 =A(sing,): + [2] 2 = A(Sin.). + [21. 


Inoltre dall’ ultima della equazioni (7) e dalla seconda delle (8) si ricava 


y: cos p sin? h, + y2 sin? p.— ¥ os , sin? Lae 
os 2 sin’ p 


a Sue sin Y, (g1 cos )— é2) 


2sint+h 


e ee per la prima delle (6), 


/\ ¥1 cos p sin? Yi + Y2 sin? ), —y cost; sin? b 
(sin Y:): = l,+/ / 2sin3 Sie 


ee sings (es eS 8) ||, 1+ aes 08 | l|- 


2 sint y 2 sin? 


sin “5 


Da questa si deduce in forza della prima e seconda delle (7), della (11), 
e trascurando termini di terz’ordine, che 


(sind,),; —/, = sind, sinh, A, 


sin sot 
ove 
| cos y sind, 2cosvsin, + sinh, : sin} cos Ys 
a th v sin t, sin w sin y, sin ; sin 


Similmente, dalla seconda delle (6), con un procedimento simile, si 
arriva alla formula 


: 5 (sin p,). —/, = A? sin; sind, B, 
ove 
_., 2cospsinb, + sin}, cos w sin, sin ) cos t, 
2 oor sin w sin , ARE! vsind, * sind, sing, 
Se infine si elimina aad ricorrendo alla (10), si giunge alle formule 
seguenti: 
Pc ond : B Os ) 
(sind; ); = . I te asin Vie eae ve 4) \ 


IC : A Petes 
Ga I +2(sing, = —— sing, B) |, 


donde per la (10), 


! 
sind 


Sono queste le formule che danno il teorema dei seni in seconda appros- 
simaxione. Esse si possono trasformare nelle seguenti (J, = 1,0, = v) 


a It 


n} I +a(sings S + sin dy Pale 


oy peor 
(sin by): (1 + A gx) (Gur boa re eee): 
I =} i 
Sith); 0 Cri Nes) 
ove 
I 3 7 in< 
Baas Too de + me cote Vp aes cote be + mek Yi COS Yk 
Cit Corea) 


3 


I 


che sono quelle stabilite dal Levi—Civita nella citata Memoria. 
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Matematica. — Sulla formula di Parseval. Nota di C. SEve- 
RINI, presentata ‘ dal Corrisp. G. Loria. 


S’indica, come é€ noto, col nome di formula di Parseval Veguaglianza: 
I o: I 2 =e 2 2 
(1) =| Uf@)Pax=> a+ 2, @ +0), 


ove f(x) € una funzione sommabile insieme col suo quadrato nell’intervallo 
(o<x<27), ed a,,b, sono i coefhicienti della corrispondente serie di 
Fourier: 


(2) fr > to + >, Gn cos nx + b, sen nx). 


La formula é stata estesa da W. W. Kistermann ©) alle funzioni di 
piu variabili, integrabili (R): per una funzione di due variabili f(x,y), di 
cui il corrispondente sviluppo in serie doppia di Fourier sia: 


ee) 


(3) fe,y~ Dives Bon [ann COS mx cos NY + Dy, ,, Sen mx cos ny + 


+ Cm, cos mx sen ny + dy, ,, sen mx sen ny| 


con: 
{seal 
— se ih == i, = © 
4 
ee I m=0,n >0 
2 = » 
| 2 fi, =O 54 =o 
Kiera » it SO 57 SC 
Stina: 


2% 20 ee) 
a Af [ Ue nperdy= Boole tO tot eal 


Successivamente L. Tonelli) ha tolto la condizione che la f(x, y) sia 
integrabile (R), stabilendo lo stesso risultato nell’ipotesi che questa sia som- 
mabile insieme col suo quadrato. 


(1) Nella seduta dell’8 aprile 1934. 

(2) Cfr. W. W. Kisrermann, Fourier’s Constans of Several variables, « American 
Journal of. Mathematics», vol. XXXIV, 1917, pp. 113-122. 

(3) Cfr. L. Tonexxi, La formula di Parseval per le serie doppie di Fourier, « Memorie 
della R. Acc. delle Sc. di Bologna», 1925; Serie trigonometriche, cap. IX, § 5, nv 192. 
Bologna, Ed. Zanichelli, 1928. 
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La formula in discorso si ritrova assai semplicemente e si generalizza, 
se si riconduce alla sua naturale origine, che & |’equazione di chiusura dei 
sistemi di funzioni ortogonali e normali\?. Altrettanto puo dirsi di altri ri- 
sultati, che corrispondono ad altre forme della stessa equazione di chiusura, 
ad esempio del teorema sull’integrabilita termine a termine ©. 


1. L’equazione di chiusura di un sistema di funzioni: 


(5) Go (X) AO: (4) a Puts ros 


sommabili insieme coi loro quadrati, ortagonali e normali, in un intervallo 
(a,b), si pud, com’é noto, porre sotto la forma: 


(6) | | Lf (x)? dx = >. AG A, = | F(X) en (x) dx, 


a 


ed affinché il sistema (5) sia chiuso, non esistano cioe soluzioni effettive ©? 
delle equazioni integrali: 


(7) J ®@eydr=o (Oy Tel ie 


occorre che la (6) sia verificata da ogni funzione f(x), sommabile insieme 
col suo quadrato in (a,b). 
Prendendo al posto delle (5) le funzioni: 


I n+I ete 
= cos—— x se n& dispari 
I ™ = 
(8) VCO) ===, Val) = (= 1523-5), 
jor I nx 


» me pari 


ortogonali e normali nell’intervallo (0 <x < 27) ¢ costituenti, come é noto, 
un sistema chiuso, la (6) da senz’altro la (1). 

Una dimostrazione diretta della chiusura del sistema (8), notevole per 
la sua semplicita, scaturisce dalla condizione del Vitali‘), condizione espressa 
in generale, con riferimento al sistema (5), dall’eguaglianza: 


(1) Cfr. C. SevERINI, Sulla teorta di chiusura dei sistemi di funzioni ortogonali, «Rendic. 
del Circ. Mat. di Palermo», to. XXXIV, 1913. Cfr. inoltre G, Viratt, Sulla condizione 
di chiusura di un sistema di funzioni ortogonali. «Rendic. della R. Acc. dei Lincei», vol. XXX, 
ser. 5°, 1921; Geometria dello spazio Hilbertiano, p. 67. Bologna, Ed. N. Zanichelli, 1929. 

(2) Cfr. C. SEvERINT, Joc. cit. n. 2. 

(3) S’intende per soluzione effettiva una funzione @(x) sommabile insieme col suo 
quadrato, soddisfacente alle (7), che non sia nulla quasi dappertutto in (a, bd). 

(A) (Cir. Cs SEVERING locyecite nei 

(5) Cfr. G. Viraut, loc. cit. Cfr. anche: A. TonoLo, Sulla chiusura del sistema di 


fs iqram 


(9) a= %,| fo arl, 


Oo 
a 


e che, per essere stabilita, in quanto. é condizione sufficiente, richiede sol- 
tanto l’uso della disuguaglianza di Bessel. 

Indipendentemente dal teorema del Vitali, la chiusura del sistema (8) 
€ stata stabilita in modo diretto, elementare da L. Tonelli ™. 

Cio posto, la dimostrazione, di cui sopra é parola, € senz’altro conte- 
nuta nelle poche righe che seguono. 

La (9), nel caso del sistema (8), diviene: 

S 2eOsiix - x? 7? 


= — — TX + — 


; n 2 3 


ed equivale, a causa della equiconvergenza della serie del primo membro, alla 
condizione: 


~~ 2f° eae? 7? 
>> = | COsSuxax = — Tx + —)|dx (C= 22%) 
mt 2 3 ‘ 


Oo oO 


ci0é alla condizione: 


ass Pies ae 1? ar cOs © 
lim | ( TX 4 2, —— = GK) O (OS 52 TT). 


m—> OOo 2 3 


fe} 


Questa é certamente verificata, se: 


; ee 7?) a COS a 
lim | SSS GG aye || >y = ne | dx r=) 5 
2 a i 
3 


m—>CO, 1 tie 


oO 


ed a maggior ragione, in torza della disuguaglianza di Schwarz, se: 


mw 


obial vee! Tt? 2 cos nx]? 
Scene coe 


ps 
im —> OO I n 


oO 


che @ quanto dire, per lortogonalita e normalita delle (8), use: 


I cosmx sen x 
Yon Vn ° Vr 
Matematica Italiana», anno VI, n. 3, 1927. 

(1) Cfr. L. Toneiii, Sulla chiusura del sistema di funzioni di Fourier, « Bollettino 
dell’Unione Matematica Italiana», anno VI, n. 3, 1927; Serie trigonometriche, cap. Il, § 3, 
n. 41. Bologna, Ed. Zanichelli, 1928. 


(n=1,2,--~) nell’intervallo (0 , 27), « Bollettino dell’ Unione 


funzioni 


ad bh ae 


2% x2 ‘ 2 a: oo 2)n 2 
(10) Fete ae rhea Ss ies 


I 


oO 
Si verifica immediatamente, che entrambi i membri della (10) valgono 


5 
2OTERGS. 


45 
2. Accanto alla successione (5), se ne consideri un/altra: 


(11) tho (X) 5 U1 (%) 529850), =" 5 


composta di funzioni sommabili insieme coi loro quadrati, ortogonali e nor- 
mali, nello stesso intervallo (a,b), e si formi il sistema: 


(r2) Un jn (% 5 Y) == Gm (x) + Ua (CY) (Hi OS TSS e 
Sitha: 
Isem=p,n=4q 


b pb 
Unis 59) Usa 5 9) dxdy = 
i eGo) Unig 9) 82 o in ogni altro caso 
a a 
(Hh, N= te eee 
Il sistema (12) @ dunque costituito di funzioni ortogonali e normali 


nel quadrato (: = ‘ a ) , € la sua equazione di chiusura: 
! b b oe) 
(13) ( | FoF dx dy ape Dee eae 


ab b pi 
Ana =| / £59) @m (x) Un (9) dx dy, 


a 


deve, come sopra, essere soddisfatta da ogni funzione f(x, y), sommabile 


insieme col suo quadrato in (a= ; <0), se il sistema (12) € chiuso e 


viceversa. 

La chiusura del sistema (12) ha certamente luogo, se chiusi sono en- 
trambi i sistemi (5) e (11), da cui esso deriva. Detta infatti, in tale ipo- 
tesi, 8(x,y) una soluzione (sommabile insieme col suo quadrato) delle 
equazioni integrali: 


Dae 
[ [9.9 Gans dvdy =o (thy W012 552.)y 


(1) Cfr. A. Tonoto, loc. cit. Cfr. anche: J. Tamarkin, A new proof of Parseval’s 
identity for trigonometric functions, « Annals of Mathematics», vol. 27, Second Series, 
n. 4, 1926. 


Te Dosis 
cioé delle equazioni: 


b b 
| om (x) dx | B(x.) be ()dy=o (m,n =0,1,2,++-), 


a a 


poiché il sistema (5) & chiuso, deve essere quasi dappertutto nell’intervallo 
(Gro ae D)* 


[ 8G. O)=0 (= 0,1,2,-); 


e questa condizione, essendo anche il sistema (11) chiuso, porta a sua volta 
che, per ogni x, pel quale la @(x,y) é, insieme col suo quadrato, somma- 
bile rispetto ad y, sia quasi dappertutto nell intervallo (a= y<)): 


O(a) So. 


In conclusione, per ogni x di (a, 0), esclusi al pil i punti di un in- 
sieme di misura nulla, e: 


ab 
hoenehes 


e cosi in fine: 


b ah 
ia [9(x,y)Pdxdy =o, 


cioé la 6 (xy) € quasi dappertutto nel quadrato f = ‘ = ) uguale a zero “, 


Ne consegue che, se i sistemi (5) e (11) sono chiusi, deve la (13) 
essere verificata da ogni funzione f(x,y), sommabile insieme col suo qua- 
drato in (a= = ‘ Identificando il sistema (11) col sistema (5), sup- 

im, 
posto sempre chiuso, si ha per ogni f(x,y), sommabile insieme col suo 


quadrato: 
ob 


ab (oe) 
(14) | | Lf (x ae dx dy = Da yin Bon ) 


a a 


ab b 
|byage = | ih Ae ) y) Din (x) On (y) dx dy : 


Basta dopo cid considerare al posto della (5) la successione (8), perche 
la (14) dia senz’altro la (4). 

Nella (13), quando si suppongano chiusi i due sistemi Gs Ve enel I) ced 
in particolare nella (14), sta Ja generalizzazione della (4), accennata in prin- 
cipio. 


(1) Cfr. G. Lauricerta, Sopra Valgebra delle funzioni permutabili di 2° specie, § 3, 
« Annali di Matematica pura ed applicata», to. XXI, ser. III, p. 317. 


Matematica. — Riferimenti geodetici lungo pitt linee, nelle varieta 


a connessione affine. Nota di E. BorToLorri, presentata“ dal Socio 
T. Levi-Civita. 


1. Si deve a P. Dienes ® questa semplice osservazione: anche in una 
varieta a connessione affine asimmetrica (A,,) sussiste una estensione del noto 
teorema di Fermi), precisamente, esistono riferimenti anolonomi per una Ay 
pei quali, lungo una curva assegnata C, tutti 1 parametrt della connessione st 
annullano (diremo: riferimenti geodelict lungo C). Il che e conseguenza im- 
mediata del fatto che, nel passaggio da un primitivo sistema di riferimento 


; 5 ; i A A 
olonomo (x”), cui corrispondono i valori TY), dei parametri, ad un altro 


generalmente anolonomo, che hai vettori A’™ (ove a é indice ordinale) quali 


vettori fondamentali controvarianti, i parametri della connessione variano 
secondo le formule 
2 


(1) LPueecicerta year eT (2 ee ) 


Vv 
oxY 


Cosicche lungo la curva C, x” = W(t), risultera dappertutto I’ = OAsee 


Pn-pla A’ “(t) essendo ricavata a partire da un’arbitraria determinazione iniziale 
€ 


A‘* = A’*(¢.) mediante il trasporto per equipollenza relativo alla supposta 


a a 
Le) c 


connessione, si prenda poi 
(2) A OS OL) ee 


i termini trascurati annullandosi per x” = b(t) con le loro derivate prime 
e seconde rispetto alle x¥. Se in particolare si suppone che la C fosse presa 
come linea coordinata xt uscente dal punto 0(0,0,---,0), scritto allora 


ad esempio, anziche A’", A’, che vorra dire eee Sle abbiamo 
¢ I = 


eee x Se? 


la formula indicata dal Dienes (loc. cit., p. 372) 


(1) Nella seduta dell’8 aprile 1934. 

(2) Ved. la Nota Sur un théoréme de M. Fermi, in questi «Rendiconti», 6, 18 
1933, pp. 369-372. 

(3) Ved., anche per la bibliografia, le mie Note Sulle coordinate geodetiche lungo una 
linea, in questi «Rendiconti», 6, 10, 1929, pp. 486-492, 544-548; e, oltre ai lavori ivi 
cit., Pinteressante Nota di V. Hravaty, Sulle coordinate geodetiche, Ibid. 6, 12, 1930, 
Pp. 502-509. 


> 


ote 


© 
as : . o FN , i 
G) ILE aa Ths a 


a 
t I 
() 
dove >; indica somma da 1 ad m con esclusione del valore p, e 1 termini 
trascurati s’intendono, rispetto alle x! (7 = 2,3 ,++-,m) di grado 2 almeno“). 
. 1 ——) ° . . 
Notiamo ancora che le (1) danno I... = 0 quando, detti A‘, i vettori 
fondamentali covarianti del riferimento anolonomo (tali che tA: A= a"), 
- a 
sia 
bb AS NOE, AV a 
(4) TM = AT, 8) ALP ADP, AT, 


TV °T 


Queste formule - cui, nelle ipotesi pit generali circa la connessione Dis 


possiamo dunque soddisfare lungo una curva assegnata C — sono le stesse 
che danno, quando valgano in tutta una regione n—dimensionale della Ay, la 


connessione affine integrabile associata, nel modo ben noto, all’n—upla A‘*@), 


Dungue il risultato del Dienes si puO anche enunciare cosi: data a una Xn 
una connessione affine, esistono nella X, delle n—uple di campi vettoriali tali che 
la connessione integrabile associala coincida con la connessione supposta lungo una 
linea della X, assegnata ad arlitrio. 


2. Il riferimento anolonomo — 0, che ta lo stesso, I’m-upla di campi 
vettoriali — di cui al numero precedente sono dotati di larghissima arbitrarieta. 
Le condizioni cui essi sono soggetti non riguardano che lintorno del 2° ordine 
della supposta curva. Possiamo approfittare dell’arbitrarieta completa che si 
ha per quel riferimento fuori dell’intorno ora detto per imporre ulteriori 
condizioni. Si potra ad esempio costruire un riferimento che sia geodetico 
lungo due o pitt linee uscenti da un punto? tale cioé che lungo ciascuna di 


(1) Per semplicita di linguaggio presupponiamo senz’altro l'analiticila delle funzioni 
che prendiamo in considerazione, e intendiamo limitate le nostre considerazioni a un campo 
n-dimensionale contenente O in cui convergano gli sviluppi. Va pero esplicitamente notato 
che queste restrizioni non sono essenziali, essenziali sono soltanto le condizioni atte ad as- 
sicurare l’esistenza e unicita degli integrali delle equazioni del trasporto per equipollenza 
lungo le linee che consideriamo. 

(2) Ved. anche per la bigliografia le mie Note Parallelismo assoluto nelle variela a con- 
nessione affine e nuove vedule sulla Relativita, « Memorie Accad. Bologna», 8, 6, 1928-29, 
pp. 45-58, e Stelle di congruenze e parallelismo assoluto: busi geometriche di una recente teoria 
di Einstein, questi « Rendiconti», 6, 9, 1929, pp. 530-538. A quella connessione affine 
integrabile, «di Weitzenbéck-Vitali», si ricollegano anche quelle che G. Mattioli definisce 
come «coordinate canoniche lungo una base B» appartenente a una supposta n-upla di 
congruenze. Ved, Sopra cerli sistemt coordinati associati ad un’ennupla di congruenze (e ap- 
plicazioni), « Rendiconti Semin. Padova », I, 1930, pp. 110-132). Infatti si tratta sempli- 
cemente di coordinate geodetiche di Fermi lungo B, relative alla connessione simmetrica 
associata alla connessione integrabile che si collega all’n-upla supposta. (Ved. il mio lavoro 
Sulla geometria delle variela a connessione affine. Teoria invariantiva delle trasformaziont che 
conservano il parallelismo, « Annali di Matematica», 4, 8, 1930, pp. 53-101; p. 62). 


queste linee faccia assumere ai parametri della connessione valori nulli. 
E a priori prevedibile che questo non sara possibile se la connessione in 
parola non é soggetta a opportune condizioni, che dovranno pero riguardare 
soltanto l’intorno del 2° ordine di quel punto. Effettivamente mostriamo ora 
che condizione necessaria e sufficiente perché esistano riferimenti anolonomi per 
la An, geodetici lungo r linee (2=r=n) uscenti da un punto O secondo 
direxioni indipendenti, ¢ che la Ay abbia curvatura riemanniana nulla in O 


secondo la r-direzione che contiene quelle direziont. Cioe, detto Rive il tensore 
di curvatura riemanniana della A, , che si abbia Rave, v# —0, essendo v un 


bivettore controvariante arbitrario la cui 2-direzione appartenga alla con- 
siderata r-direzione. 
Due delle linee lungo le quali vogliamo che il riferimento (A;") sia 


geodetico siano assunte a linee x", x?. Si tratta, manifestamente, di esprimere 


che A’™, oltreché con la (3), puo calcolarsi pure con la formula seguente : 


@) 
5 " at % 
(5) pee od eps ee = Sake 


a 
2 2 


ove i termini trascurati sono del 2° grado almeno rispetto alle x'(G=1,3,---+,7). 
Condizione per la compatibilita dei due sviluppi (3), (5) ¢ appunto che sia 


eo igh oh nm. boar ee 
ROA a 10", e quindt Roa me. 


Se le r linee assegnate, uscenti da O secondo r direzioni indipendenti 
di una r-direzione a curvatura riemanniana nulla, sono le linee x!, x?,+++, x7 
che passano per O, abbiamo subito per le A’™ del riferimento geodetico 
lungo quelle r linee le espressioni seguenti: 


if eG) 
(6) AY = ZA —@— IAP — Dp Dy AY Te ad + 
Seat o 1 eee: 
: “dh Iw shi 
+ (= 1) ALT + Bon ATT sat + oo 


ove A‘*(x?) s'intende calcolato, lungo la linea x? uscente da O, a partire 
p 
dalla determinazione iniziale A’* mediante trasporto per equipollenza; per 
oO 
eli indici greci (che prendono i valori 1,2,--++,m) vale la convenzione di 
(p) fis 
sommazione, >; ha il significato gia indicato (numero precedente) ie) in- 
I 


indica la somma estesa alle disposizioni semplict pq di 12++-7r3 infine si ha 


= Wile (@) — Mm TB (1) 
(7) Ce = Ne v5) 25 T;., a4 ens 


hop 


ie) 


Seché Te ae ae 
(1) Cosicche IT DY pg 


ep he : : ‘n 
Riek (=0 nelle nostre ipotesi). Cfr. con le r,, iba 


ae PD ies 

é 1 termini trascurati sono di grado = 2 rispetto alle x”7+", +++ ,.x” com- 
plessivamente, oppure rispetto a due almeno delle x", x?,-++,x’ singolarmente. 

In particolare quando in O il tensore di curvatura riemanniana della Ay, 
st annulli, le (6) in cut sia posto r =n ddnno i vettori controvariant fonda- 
mentali di wn riferimento anolonomo geodetico lungo le Tinee x*, x?,+++, x" del 
primitivo riferimento (olonomo) che escono da O, ciot, insomma, geodetico lungo n 
linee arbitrariamente assegnate, che escono da O secondo n direzioni indipendenti. 
O in altri termini (fine numero precedente): danno una n-upla di campi 
di vettori contravarianti, cui € associata una connessione integrabile che 
coincide lungo quelle m linee con la connessione della Ay. 


3. Dalle (6), o anche direttamente, abbiamo subito le espressioni dei 
vettori fondamentali covarianti A’, del riferimento: ad esempio nel caso 
r=n: 

: n F 3 ae WY) pees 
(8) BO eg Age ait ay ei 


an 
« Lee) t u ah x ye A Oe) 
—(n—1) as Br ea eens xo 


ove i termini trascurati sono almeno quadratici rispetto a due almeno delle 
xY singolarmente considerate. 
Di qui ricaviamo subito, Sgg” essendo il fensore di torsione della con- 


nessione, 


(9) Pgh renee (ir) ane ate 


Tea) Bap a at ING ‘ 
ue Ses A Pei 4) 


oO 


e piu in generale TM! , ..., del mio lav. Sulla geometria delle varieta a connessione affine... 
Mieevaienan Oe 
a ae ; . pe ah (w) : 
gia cit., p. 68, form. (45) © nota (40). Le Dek aah =n i, ree _ Seryono per 
formare gli sviluppi in serie relativi alle equazioni in termini finiti delle geodetiche, x# = 2s + 


v 


+ es — > mY es, ghee... EM = ; analoga funzione hanno le NX Weert tiga 
oO 2 0 0 oO 0) - 
ww nw as 
= a rie tig) es Orr) © Le Pha coop = Va, POG) ys)? i 
metriche rispelto d Ay, +++, At, per la costruzione delle equazioni in termini finiti degli 
eventuali campi di vettori controvarianti o covarianti equipollenti per la Supposta connes- 
sione; ma ad ogni modo esse forniscono i coefficienti. degli sviluppi relativi al trasporto 


quando risultino  sim- 


lungo una linea coordinata. 


A 
(1) Circa le espressioni delle TY,,, ved. nota precedente, 


RENpDICONTI. 1934, Vol. XIX. 3 


ot 560 woo 
ora l’annullarsi di 3,, A’, € la condizione necessaria e sufficiente per l’olonomia 
aes Lae, Soy; as : ae ake : take 
del riferimento (A; ), cioé perche 1 vettori A’” siano i vettori controva~ 
rianti fondamentali di un sistema coordinato curvilineo per la An. Vediamo 


dunque come soltanto sotto ipotesi grandemente restrittive per la connes- 
sione della A, si possa rendere soddisfatta la condizione d’olonomia. 


Matematica (Analisi), —- Sul sislema canonico di una classe di 
equazioni differenziali del secondo ordine a coefficienti periodic o, 
Nota di G. Caramal, presentata dal Corrisp. G. ABETTI. 


In questioni riguardanti la Meccanica Celeste G) e nello studio della sta- 
bilita dell’equilibrio del moto“, ha importanza la equazione differenziale del 
secondo ordine a coefficienti periodici: 

d2 


() =O) 4 5692 4 gx =0 


con p(t) e g(#) funzioni periodiche di periodo noto w e che supponiamo 
continue e f variabile positiva (il tempo). E noto dalla teoria generale 6) 
delle equazioni a coefficienti periodici che se x,(/) e x.(f) sono due inte- 
grali indipendenti della (1), anche le funzioni x, (¢ + ®), X.(¢ + @), ne 
sono integrali giacché la (1) non cambia, cambiando ¢ in 1 + @, e percid 
esisterk una sostituzione lineare a coeflicienti costanti tale che 


x(t + @) = 41; %&. GO) Gi, % (@) 
(2) Xs (b+ @) "ax, OC) ae, ee) 


il cui modulo D é& dato da 


G) Daf 708, 


oO 
e se la equazione, detta equazione caratleristica della (1): 


(Oi SS 5 Ay. 


(4) = 0 


Asx ’ Mp2 —— 5 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto Matematico della R. Universita di Firenze. 

(2) Nella seduta del 22 aprile 1934. 

(3) H. Potncark, Les méthodes nouvelles dans la Mécanique céleste, to. J, cap. 1V. 

(4) A. Liarounore, Probléme générale de la stabilité du mouvement, « Annales de la 
Faculté des Sciences de Toulouse », (2), IX, p. 403. 

(5) E. Goursat, Cours d’ Analyse, to. Il, p. 492, ediz. 5%, 1929. 
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ammette soluzioni distinte, esiste un sistema fondamentale della (1) per cui 
la trasformazione (2) assume la forma canonica semplice: 


(5) Mahl oes GO) eee Set eh BY ey ee (Gh) = ee) 


risulta allora che la soluzione ha la forma seguente : 


(6) ee (byes CAL)! ban) ee (2), = e212) 
essendo 9,(t) e 9. (t) funzioni periodiche di periodo w ed ai = —log Si 


re : Payee wee : : ; Saas 
(determinat a meno di multipli di 2) i cosiddetti esponenti caratteristict 


ed i loro valori principali i numeri caratteristict. 


Si capisce come la ricerca dei numeri caratteristici sia in generale molto 
importante nello studio delle equazioni differenziali a coefficienti periodici. 
Tale ricerca € un problema molto difficile. Ci proponiamo di effettuarla 
sulla (1) con un procedimento gid usato da A. Liapounoff nello studio della 
equazione : 


(7) eee +91) x)= 0 


per il caso di g(t) non mai positivo. Vogliamo precisamente dimostrare: 
Nel caso g(t) =0 e p() <0 Le radici della equaxione caratteristica sono 
distinte, reali, entrambe positive, una maggiore di uno é Paltra minore di uno. 
Risultera in particolare come conseguenza di cid che la (1) ammette 
due integrali, formanti un sistema fondamentale, uno crescente indefinitamente 
al crescere di t, e Valtro tendente asintoticamente a O. 


Espressione della equazione caratleristica della Cy. 


Possiamo scrivere la equazione caratteristica nella forma: 
o 
— t)dt 
(8) eh pe nae os 


dove A = a;; + a,,. Per Ja determinazione di A consideriamo i due inte- 
erali f(t) e p(1) deterrninati dalle condizioni iniziali: f(o) =1,f'(0) = 9; 
p(0) =0,¢@'(0) = 1. Nella prima delle equazioni (2) oe eos! hae 
d:: = f(@); derivando la seconda delle (2) si ottiene Paltra equazione: 


p(t + @) = af’ () + 429 @) 
che nel punto ¢ = 0 da: 9(w) = a... Risulta quindi: 


(9) A=f@)+¢). 
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Il problema € quindi ricondotto alla determinazione dei valori f(t) e ¢ @ 
nel punto @. 

Per tale determinazione si pud usare del seguente metodo di appros- 
simazioni successive. 

In luogo della (1) si consideri la equazione: 


(10) $20. pO + r9@2=0 


ove A € un parametro. 
Sviluppando Ja soluzione f(‘) e @(#) in serie di potenze del parame- 
tro A si ottengono gli sviluppi: 


ary [FOALO +O + AO + oe FAO + o> 
p(t) = go(t) + AG: (4) + 7G. (t) + es + AM On(D) + -°- 

dove fo(t) € @o(L) sono polinomi, di primo grado al piu, che si determinano 
immediatamente dalle condizioni iniziali e le fu(t) e€ (4) sono funzioni 
che si annullano insieme alle loro derivate prime per t =o. Si ha preci- 
samente: fo (4) = 1, 90(t) = +t. 

Sostituendo gli sviluppi (11) nella equazione (10), tenuto conto delle 
condizioni iniziali, annullando i coefficienti delle potenze di A, ed integrando, 
Si oOttiene : 


haf a foo di 


et 


f= —{ [> Cees = dt [OL dt 


ie) 


] 
1 (t) = —fafroa—[afaorm 


Ove —faf rot fa [Oe dt. 


\ oO 


(12) 


(e) 12) 


Se poniamo: 


(1) Cfr. E. Goursat, op. cit., to II, p. 496, ed. 58, 1929. 


f= — | at | q(t) dt 


Po,1 (4) = = dt | q (t)-t dt 
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e definiamo le funzioni fo,,(t), @o.n(t), Ye (A), xn(4) con le seguenti for- 
mule e ricorrenti: 
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otteniamo : 
(15) fr =fornO +b) 5 Pn) = Pon (t) + HHO 


dove le fo,(t) € le @o,»(#) sono le funzioni relative alla equazione (7) cioe 
con p(t) identicamente nullo, funzioni gia studiate da Liapounoff, mentre 
e tn(t) € Xn(t) sono da considerarsi come termini correttivi dovuti alla 


ae prodotta dal termine OS a . Dagli sviluppi (11) che sono 


trascendenti intere del parametro A“ abbiamo per A = 1 le soluzioni della (1) 
FO=fLHO+hO+ ht <> +f@ +o 
(1) = Go!) + (E+ OM + ors + HE + 


e allora mediante le (16) e le formule ricorrenti (15) avremo: 


(16) 


G7) A=2F Dla O FOO +O +00) 


od anche 
(18) A= Act Zaltn() +00) 


dove A, é il coefficiente relativo alla equazione trattata da Liapounoff. 


Proprieta delle funzioni fo,» () » Pon (4) > bn () > xn (4) - 
a) Per p(t)=o0 ce gqH=o0 € 10 le font), Go,n(4) bn (d) , xn (4), 
sono tutte e sempre >>0, insieme alle loro derivate prime e seconde. 
b) Per p() =0 ec q) =O e€ tS 0 vale la formula: 


a0 Ol. g Rape ine 


La dimostrazione si fa con procedimento d’ induzione. 
‘La formula é valida per n = 2. Infatti e: 


2) — BOF —f pox@a—f 1O¢..0- 


—|{ 1x @ a —e 
ma essendo: : 
ait rox Od=—f LOrOn Sua OF 
Sieiia. 


AO) OF =-[ 90 %..0a-| WxnOado. 


Supposta la formula valida per »—1, dimostriamola valida per n. 
Avremo: 


(1) Cfr. E. Goursat, op. cit., to. II, n. 389, ed. 54, 1929. 
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Xn (t) —A = — 


n! 


—f Ono —BOE, 


Ponendo sotto la forma d’integrale Pultimo termine del secondo mem- 
bro si ha: 


(pH OI_ _ [pono Oa 


—| NOLO uf a Xo—1(t) dt 


oO 
il cui secondo membro é certamente maggiore di zero, perche la formula 
é supposta valida per n—1. 


Radici della equazione caratteristica. 


Nel caso p(t) =0 q(4) =0 risulta ora immediatamente che il discri- 
minante della equazione caratteristica (8) € 0 e€ percid le radici della (8) 


0) 
sono reali e distinte. Infatti osservato che —| p(t) dt = y: (@) abbiamo: 


Ae = eee —_ A2 = 4 oe (o) = 
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per le proprieta a) e b). 


Osserviamo che facendo s =1 nella (8) si ottiene l’espres sione: 


ah” pas “ (@) a 
I—A +e 3% = I—A + em a 
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$243, 2@h 3. /p fo.n(@) + Po.n(@) + Yn () +) xe) — (e@)} Sone |: 


la quale per le proprieta a) e 6) € minore di zero. 
Si deduce che le radici della (8) (certamente positive per essere A 
maggiore di zero), sono una maggiore e laltra minore dell’unita. La pro- 


prieta enunciata ¢ quindi dimostrata. 


Matematica. — Cumulanti multipli. Nota di Y. Rey Pastor, pre- 
sentate dal Socio T. Levi—Civira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Meccanica. — Sulle equazioni della Meccanica dei mezzi isotropi 
non euclidei. Nota di Maria Pastort, presentata“? dal Corrisp. 
US Cisorni, 


Nelle ordinarie equazioni della Meccanica dei mezzi elastici isotropi o 
dei fluidi viscosi entrano operatori differenziali di secondo ordine, quali A’, 
grad div, rotrot, ed € appunto sfruttando le relazioni tra questi operatori 
che si possono dare alle equazioni stesse aspetti diversi. 

E facile mettere tali equazioni in forma tensoriale, che si presti al loro 
trasporto in una varieta riemanniana a un numero qualunque di dimensioni, 
e si puo essere indotti, a prima vista, e seguire questa via per giungere 
alle equazioni della Meccanica dei mezzi non euclidei. Ma un tale modo di 
procedere in questo caso indurrebbe in errore. Nelle relazioni tra gli ope- 
ratori sopra ricordati é infatti implicita l’ipotesi della commutabilita dell’or- 
dine delle derivate seconde covarianti, valida solo per le varieta euclidee, 
in cui si annullano i simboli di Riemann. 

Per le varieta non euclidee, le relazioni stesse includono un termine 
relativo alla curvatura, il che ¢ gid stato messo in evidenza dal prof. Boggio, 


per uno spazio curvo a tre pmencion in una Nota pubblicata in questi 
« Rendiconti » ©), 


(1) Nella seduta del 22 aprile 1934. 
(2) Sull’operatore di Laplace ¢ sulle equazioni dell clasticita negli spazi curvi. Vol. XIII, 


Tuttavia non credo inutile ritornare su questo argomento per i motivi 
seguenti. 

In primo luogo, |’interesse meccanico non ¢é limitato agli spazi curv 
a tre dimensioni. Infatti in Meccanica classica si presentano varieta rieman- 
niane a due dimensioni (superficie ordinarie), che con opportune ipotesi pos- 
sono assumersi come. immagini geometriche di una membrana elastica o di 
una lamina liquida viscosa (lubrificante), e puo interessare la forma intrin- 
seca delle equazioni relative. In Meccanica relativistica, lo spazio-tempo ¢ 
a quattro dimensioni, o a cinque, secondo le pit recenti teorie unitarie , 
cosicché, anche limitandosi alle sole variabili spaziali, il loro numero puo 
essere superiore a tre. 

In secondo luogo, la ricerca analitica, pur fatta con Jo stesso metodo 
qualunque sia il numero delle dimensioni, esige pero interpretazioni diverse. 
Basta pensare infatti che l’operatore rot & legato al numero delle dimen- 
sioni della varieta, e che il nuovo termine relativo alla curvatura contiene 
il tensore doppio di Ricci-Einstein, che ha proprieta diverse a seconda del 
numero di tali dimensioni. 

Incomincio quindi con alcuni preliminari analitici. Precisamente, do linter- 
pretazione della differenza tra le due divergenze del derivato di un vettore v, 
una delle quali ¢ A’v@), Determino il legame tra ciascuna di queste diver- 
genze e il vettore grad div vw: viene cosi introdotto il termine relativo alla 
curvatura della variett e contenente il tensore doppio di Ricci—Einstein. 
Mi fermo in particolare sulle varieta di Einstein, quelle; cioé per cui tale 
tensore © isotropo. 

Applico poi i risultati precedenti alle equazioni della Meccanica dei 
mezzi elastici isotropi non euclidei perfettamente flessibili, o dei fluidi vi- 
scosi in varieta non euclidee. 


t. - RELAZIONE TRA LE DUE DIVERGENZE DEL DERIVATO DI UN VETTORE U. 


Sia v un vettore di una generica varieta riemanniana ad n dimensioni Vn 
e ne siano ad es. v; le componenti covarianti. E noto che il tensore dop- 
pio v,; derivato del vettore v, ha in generale due distinte divergenze ©), 
Consideriamone la differenza: 


ser. 62, 1° sem. 1931, pp. 412-416. — Ved. inoltre A. Tono.o, Equazioni intrinseche dt 
equilibrio dell’elasticita negli spaxt a curvatura costante. « Rend. del Semin. Matem. della 
R. Univ. di Padova», 1930, pp. I-12, in cui viene considerata una V, a curvatura co- 
stante e riferita a una terna di congruenze ortogonali. 

(1) Ved. tra le pil recenti, O. VEBLEN, Projektive relativititstheorie. « Ergebnisse der 


Math. ecc.». Berlin, Springer, 1933. 
= ae ea ae dv 
(2) E precisamente Vii! che, con le notazioni vettoriali, viene indicata con grad 7aP 
(3) Cfr. a questo proposito: U. Cisorri, Sui lensort doppi a divergenza unica. Questi 
«Rendiconti», vol. XV, ser. 6#, 1° sem. 1932, pp. 835-839; J. Dousnorr, Sur les ten- 


(1) Oh, He ere gs 
dove: 

I 
(2) Yi = > Ci — YH) 


é la parte emisimmetrica del tensore vj; . 

Nel secondo membro di (1) figura la divergenza del tensore emisim~- 
metrico (2). Essa, come ho gia avuto occasione di osservare, coincide, a 
meno di un fattore numerico, col rolore completo del tensore (1 — 2)?!° co- 
niugato di (2) o supplementare di (2), secondo Ja denominazione del 
prof. Palatini®. Per la particolare natura del tensore emisimmetrico (2) 
il suo coniugato ¢ il rotore di vw. 

Quindi, a meno di un fattore numerico, il secondo membro di (1) e 
rot rot’, ove si intenda che Voperatore rot ha il significato consueto se 
applicato a un vettore, mentre applicato a un tensore produce il corrispon- 
dente rotore completo. 

E facile verificare anche direttamente l’asserto, ricordando che: 


Usr io teen 2 = giretttn—abk yy, , 


sono le componenti controvarianti del tensore U, rotore di v. 
Il rotore completo di U sara il tensore semplice o vettore “), di com- 
ponenti : 


G3) Vis ene Uirsin—ali = (— 1)" (n — 2)! 24,h. 


n—3)'n—2 
Nel caso particolare n = 3 la (1) diviene, per (4): 


(3) Vv.) — 4. j=—V;i 


ifjs ik 


dove il vettore V ¢ rotrotw, col consueto significato di simbolli. 

Nel caso n = 2 la (3) perde significato, il che & ben naturale perché, 
essendo rot ¥ uno scalare, non si pud pil parlare del suo rotore. Il legame 
tra questo scalare U =e? y,;, e il secondo membro di (1) si trova facil- 


° . : h Xk I 
mente, ricordando le identith: ejeh = 8/8) — 378). 


seurs a divergence unique. Ibid., vol. XVII, 1° sem. 1933, pp. 507-508; A. PaLaTINi, Sui 
tensori a divergenza unica. Ibid., vol. XVLI, 2° sem. 1933, pp. 534-537- 

(1) M. Pasrort, Tensori emisimmetrici coniugati. Ibid., vol. XVI, 2° sem. 1932, pp. 216- 
220, e Proprietad dei tensori emisimmetrici coniugati. Ibid., pp. 311-316. 

(2) A. PaLaTini, Concetto di vetlore generalizzato ecc. «Rend. del Seminario Mat. 
della R. Univ. di Padova, anno IV, 1933, pp. 1-18. Il prof. Palatini prende, per defini- 
zione, come rotore di un tensore emisimmetrico (vettore generalizzato) la divergenza del 
suo supplementare o coniugato, A meno di un fattore numerico, il rotore cosi definito 
coincide quindi con quello che io ho chiamato rotore completo e ottenuto con una con- 
trazione dal rotore di un tensore, introdotto dal prof. Cisotti. 

(3) M. Pasrort, secondo loc. cit., § 4. 


Si ha infatti, per esse: 
(4) 27,1 == —exe*v,, 1 = —ey UN. 


In questo caso dunque V; é il coniugato di grad U. 


2. — RELAZIONE TRA grad div ¥v E CIASCUNA DELLE DUE DIVERGENZE 


PRECEDENTI. 


Consideriamo ora lo scalare div v = v,/. Il suo gradiente avra per com- 
ponenti covarianti: vi; . Cerchiamo il legame tra questo vettore ¢ le sue 
divergenze considerate in (1). 

Si ha, per le formole di commutazione delle derivate seconde covariant : 
(5) ee uh = Roo aj = —v Ri 
dove si sono indicate con Rjm le componenti covarianti del tensore di cur- 
vatura (simboli di Riemann di prima specie), ¢ con Ri quelle del tensore 
di Ricci-Einstein, tensore doppio simmetrico, ottenuto per contrazione dal 
tensore di curvatura. 

Si hanno quindi, per le (1) le formole seguenti: 


(6) Uy J = vl: — Ri vi 
(7) Ua up 3H 2/1 — Riv. 
Rivas CASO DEGLI SPAZI DI EINSTEIN. 


Come @ noto, si dicono spazi di Einstein quelle varieta per cut il 
tensore di Ricci-Einstein ¢ isotropo, e precisamente si ha, introducendo il 


Rt ba h I ae memee ; 
suo invariante R = R}, Ry = —Raij. In uno spazio di Einstein Pultimo 
n 


; : ; oA I 
termine di (6) e (7) viene dunque sostituito da Fea 


Sono spazi di Einstein tutte le varieta a curvatura costante (2), e in tal 
caso, indicando con K la curvatura, ¢: 


(8) Ri = — (n— 1) Kaj. 

Si ha infatti, come & noto, per gli spazi di curvatura costante: 
(9) Raije = K (aj dik —r ai) - 
Per cui: Ri = K (a1 aix — ain aj) a* = K(X — i)! dage 


(1) Cfr. ad es. L. P. ElseNHart, Riemannian Geometry. Princeton, 1926, p. 92. 
(2) Loc. cit., p. 93. 


Sono inoltre spazi di Einstein tutte le varieta a due dimensioni. Per 
esse infatti vale sempre la (9), con K in generale funzione del posto ®, 
donde la (8). 

Quindi in particolare, per n = 2 le (6) e (7) diventano: 

PAE face rn 5 / Fc 
(10) vi = Ul, + Ko; 

Oo, folie i oe 
(11) Vij i = olis + 29,5 + Ky; 
dove K varia in generale da punto a punto. 

Per n =3 gli spazi di Einstein sono necessariamente a curvatura co- 
stante @), Quindi per una V, a curvatura K costante valgono formole come 
le (10), (11), ove negli ultimi termini si introduca il fattore 2. La for- 
mola corrispondente alla (11) si scrive, con gli ordinari simboli vettoriali: 


(a1) A’v = grad div v — rot rotw + 2Kw 


che coincide con la (8’) della citata Nota del prof. Boggio. 


ey MEZzI ELASTICI ISOTROPI] NON EUCLIDEI PERFETTAMENTE FLESSIBILI. 


Consideriamo un sistema continuo, rappresentato geometricamente da 
una V, riemanniana, soggetto a forze di massa di componenti covarianti eF; 
(p densita del mezzo). Gli sforzi interni siano rappresentati dal tensore doppio 
simmetrico ® di V,. Quest’ultima ipotesi equivale a supporre il mezzo 
perfettamente flessibile, come & stato recentemente precisato dal prof. Finzi ©). 
Le equazioni indefinite di equilibrio sono: 


(12) oF, = ®," 


mentre quelle del movimento si deducono, come & ben noto, da queste so- 
stituendo a F;, F;— aj, con a; componenti covarianti del vettore accele- 
razione. 

Se il mezzo & elastico, isotropo, omogeneo, soggetto a deformazione 
infinitesima, e si indicano con v; le componenti dello spostamento infinite- 
simo, con A e pw le costanti di Lamé, si ha per il tensore degli sforzi“: 


(13) 0; = —aAv'), ij — 2 he 


(1) Cfr. anche T. Levi-~Crvrra, Fondamenti di meccanica relativistica. Bologna, Zani- 
chelli, 1928, p. 94. 

(2) L. P. Eisennarr, loc. cit., p. 92. 

(3) B. Finzi, Equazioni intrinseche della meccanica dei sistemi continui perfettamente od 
imperfeltamente flessibili. « Annali di Mat.», ser. 4°, to. XI, 1932-33, pp. 215-245. 

(4) Cfr. ad es. M. Pasrort, Equilibrio di lastre e membrane elastiche. «Rend, del Cir- 
colo Mat. di Palermo», to, LVIII, 1934, pp. 1-48, § 19 e seg, 


I 
ee } ; 
dove: §j = — (viz + vj/;). sono le componenti del tensore di deformazione. 


Le (12), per (13) possono scriversi: 
(14) pF + Op + pry) + wy) =0 
con @ = Vy coefiiciente di dilatazione. 
Tenendo conto delle (6) (7) queste ultime si possono porre sotto le 
due forme seguenti: 


(15) Olas (A + p)®); + BU, 1 — Reo) == © 
(16) oF: + (A+ 2p)On + 2ny,' — 2pRyv =o. 


Nel caso particolare = 2, il sistema continuo puo farsi corrispon- 
dere a una membrana elastica, rappresentata da una superficie perfettamente 
flessibile. E si hanno equazioni come le (15) (16), ove lultimo termine 
venga sostituito rispettivamente da wKv; e da 2uKu. 

Osserviamo a questo proposito che l’aver supposto le forze di massa 
e gli spostamenti rappresentati da vettori di V. significa aver supposto la 
superficie materiale tesa su superficie prestabilita. L’ipotesi della perfetta ftes- 
sibilita (membrana) ¢ pero indipendente da questa circostanza ed ¢ espressa 
analiticamente, come abbiamo detto sopra, dall’essere l’insieme degli sforzi 
interni caratterizzato da un unico tensore V, “). 

Consideriamo ora il caso particolare n = 3, e facciamo l’ipotesi della 
curvatura costante, in armonia con l’aver supposti costanti i coefficienti di 
isotropia @), Si hanno allora equazioni come le (15) (16), ove ultimo ter- 
mine venga sostituito rispettivamente da 2pKu; e da 4pKu;. In partico- 
lare ultima, scritta con le ordinarie notazioni vettoriali, coincide con |’equa- 
zione della citata Nota del prof. Boggio, in cui si introduca lipotesi della 
curvatura’ costante. 


Seen FLUIDI VISCOSI IN VARIETA NON EUCLIDEE. 


Equazioni del tipo delle precedenti si hanno per Vequilibrio o il mo- 
vimento di fluidi viscosi in varieta non euclidee. Per i fluidi viscosi il ten- 
sore degli sforzi ¢ rappresentato infatti da una parte isotropa come pet i 


(1) Cfr. M. Pasrort, loc. ultimo cit. Cosi, tenendo conto della sola ipotesi che si 
tratta di superficie materiale, senza introdurre quella della perfetta flessibilita, si ha nelle 
equazioni indefinite il termine — AJ dz; , relativo agli sforzi normali, e che non si annulla 
nel caso di spostamenti tangenziali (clr. la prima delle equazioni (67’) del § 17 € i §§ 
successivi), termine quest’ultimo che rende le equazioni indefinite identiche alle (16), dalle 
quali perd @ eliminato l’ultimo termine. 

(2) V. E. Brrrramt, Sulle equazioni generali dell’ elasticita. «Annali di Mat.», 1881, 
pp. 88-211. 


fluidi perfetti, e da una parte come la (13) ove si interpretino le vi; come 
componenti del vettore velocita. Si ha cio’, indicando con p la pressione: 


(17) Dj = (p —Av",) aij — 2p Gi. 


Interessa sopra tutto la forma in cui si tien conto della (7), perche 
ivi si sono messi in evidenza tutti i termini contenenti div vw, che vengono 
ad annullarsi nel caso del fluido incompressibile, o liquido. ~ 

Notiamo il caso particolare n= 2, lamina liquida su superficie pre- 
stabilita (lubrificante), in cui si avra: 


(18) pa; = pF: — py + wy," + 2uKui. 


Meccanica. — Asselto definitivo della teoria dinamica della 
turbolenza. Nota di G. D. Marriott, presentata “ dal Socio 
T. Levi-Civita. 


Il sig. J. Nikuradse ® ha recentemente pubblicati i risultati delle sue 
misure sulle correnti turbolente nei tubi eseguite nel Kaiser-Wilhelm-Institut 
fiir Stromungsforschung di Géttingen, che, per Paccuratezza sperimentale, 
debbono ritenersi le migliori in questo campo. Ho percio posto a raffronto 
la mia teoria dinamica della turbolenza, esposta in alcune Note di questi 
« Rendiconti » ed altrove %), con questi risultati d’esperienza, allo scopo di 
verificarne il grado di validita fisica e di ricavare quelle indicazioni neces- 
sarie alla costruzione dell’ integrale della equazione differenziale della turbo- 
lenza; cio che non potei fare con sicurezza nei lavori citati per mancanza 
di esatti riferimenti sperimentali. 

I calcoli numerici eseguiti dall’ing. F. Liceni - che li pubblichera pros- 
simamente in una Rivista tecnica - hanno condotto ad una totale conferma 
della teoria. Mi ¢ ora possibile inoltre di precisare - in un modo che ri- 
tengo definitivo - le condizioni da adottarsi al contorno del campo del moto, 
nonché Vinfluenza della viscosita che si fa sentire, non solo nello strato 
limite aderente alla parete, ma, sia pur lievemente ed in modo indiretto, 
anche entro la massa turbolenta. 


(1) Nella seduta del 22 aprile 1934. 

(2) Gesetxmiassigheiten der turbulenten Strimungen in glatten Rohren. «Forschungsheft, 
Wee sal »; 356. 

(3) Teoria della turbolenza. « Rend. Lincei », vol. XVII, 1933, p. 217; Teoria della 
turbolenza. Conseguenze analitiche e confronto con Vesperienza. Ibidem, p. 293; Sopra una 
condizione alla parete per Pequazione della turbolenza nei tubi. Ibidem, p. 932; Sur la théorie 
de la turbulence dans les canaux. «Comptes Rendus», to. 196, 1933, p. 1282; Sur les con- 
ditions a la paroi pour Péquation de la turbulence dans les canaux. \bidem, p. 1866; Ricerche 
sulla meccanica dei moti fluidi turbolenti. « Rend. Seminario Mat. di Padova », vol. 1V, 1933, 
p- 67. Saranno citate nell’ordine da I a VI. 


oa hae 


1. — TEORIA DEL MOTO TURBOLENTO NEI TUBI. 


Allo scopo di facilitare gli ulteriori sviluppi giova riassumere sotto 
forma pil unitaria i calcoli contenuti nei mici precedenti lavori sull’argo- 
mento, ai quali rimando per il significato delle notazioni. 

L’impostazione analitica del problema attuale ¢ fornita dalle due equa- 
zioni (Nota I) 


(1) (cry )\e— Gh, 
(2) (stu) anv, 


dove: l’apice denota derivazione rapporto ad r, distanza dall’asse del tubo; 
v & la velocita (media locale) parallela all’asse x del tubo; 6 =f, 
« =[?k, dove | e k sono rispettivamente il percorso e la frequenga di me- 
scolamento; a & una costante propria ad ogni caso d’efflusso. 

Contrariamente a quanto avevo affermato nella Nota II, le pit esatte 
misure di Nikuradse a cui posso riferirmi mi persuadono ora che la distri- 
buzione v(r) della velocita ¢ fornita da un solo integrale delle) -€2@)), 
e non da due archi di due diversi integrali come avevo creduto di dover 
affermare fondandomi su dati d’osservazione meno precisi. L’affermazione 
attuale ¢ resa anche plausibile in base a questa osservazione generale. 

Nei moti turbolenti vale un principio di similitudine per il quale l’anda- 
mento del moto turbolento del fluido che scorre adiacente ad una parete ¢ 
determinato dalla tensione tangenziale esercitata su questa. Se il campo del 
moto é illimitato, ’agitazione turbolenta interessa un esile strato (la Grenz- 
schicht di Prandtl) a contatto con la superficie degli ostacoli frapposti alla 
corrente; guando invece il campo ¢ limitato, ¢ ovvio presupporre che, in 
regime nettamente turbolento, la Grenzschicht si estenda a tutta la massa 
fluida, vale a dire nel caso attuale, a tutta la sezione del tubo. Segue allora 
che, valendo un’unica legge, si deve assumere un solo integrale delle equa- 
zioni fondamentali a rappresentare il moto. 

Integriamo percid le (1) , (2) dalPorigine r= 0. La costante d’inte- 
grazione é nulla per Ja prima equazione, atteso lannullarsi dei due membri 


con v; denotandola a (vo — 5) (uv, velocita sull’asse) per la seconda, otteniamo 
(Cig) sy = ——, 
@) erv’ =a(rv —V + VU — b). 


La costante ) resta disponibile per imporre una condizione all’integrale 
u(r) (che sara quella di fornire v = vo per r= O). 


PON ee 


Eliminando il coefficiente d’agitazione turbolenta ¢ otteniamo 


oe z a rv ans ae 5 
(3) yl st o/2 y2 


In relazione alla legge di Stanton“), di cui pero riconosceremo una 
validitt solamente approssimata, giova assumere come variabili adimensionali 


Cg i 
ime ater eee a Jeol i 


dove: R é il raggio del tubo, e 


me =) 
i Pee hoa 3 
2 


con %> tensione tangenziale esercitata sulla parete. La (3) diventa percio, 
indicando con un punto la derivazione rispetto a &, 


” _ ,, 84#— UB) 


(3 ) i Ea ’ 
ove si & posto 

b 
(5) een ASEM B =<. 


Dalla (3) si ricava 


la cui integrazione si riduce alle quadrature ponendo 


ee Dae 


y log & = ; eae. < 
2 é = S ; Ce*y — y 
Yo 


Per le considerazioni indicate nella Nota HI, Pintegrale da adottarsi € 
determinato dalla singolarita lim # = co alla parete €= 15; per cui assu- 
mendo & = 1, y ¢@ da farsi co. 

L’integrale del moto turbolento nei tubi ¢ pertanto rappresentato dalle 
equazioni 


[oe) 
6 eae B aN) fon — dy f 
( ) 2 , , ie é / Ce — y 


y 


(1) The mechanical viscosity of fluids. «Proc. R. S.», vol. 35, 1911, p. 36. 


=e 


ul I d 4 as \ \ 
Purché sia oo: integrando ¢ sempre positivo, talche y é fun- 
zione univalente di €, € cosi pure quindi la (€). Il valore che assume la 
costante Cx soddisfa in ogni caso pratico alla diseguaglianza. 


E chiaro allora che & = corrisponde a y—— oo; inoltre si ricava 
facilmente che 


lim y= —M; 
y>—0 


cosicché, assumendo B = M, la curva w (&) rappresentata dalle (6) passa 
per Vorigine §& =o. 

Con questa specificazione della costante B (che & determinata appena 
sieno scelti i valori da attribuirsi alle x e C), le (6) risolvono il problema 
del moto turbolento entro i tubi cilindrici, per quanto riguarda la determi- 
nazione del campo di velocita 


2. — LEGGE DI RESISTENZA. 


Nella Nota [I € indicato come la viscosita del fluido interviene diret- 
tamente ad influenzare l’efflusso turbolento. E ivi ammesso che in un sot- 
tilissimo strato aderente alla parete il moto fluido sia viscoso, e lo spessore 
di questo strato-limite viscoso sia - in misura adimensionale, cioé diviso 


per R - 


con u* costante da determinarsi (indicata precedentemente con w**). L’ inte- 
grale (6) vale allora da § =o fino a §=1 —8: 

Per &>>1—68, y risulta trascurabile di fronte a Ce*y, cosicché si ha 
approssimativamente 


log § = — se *Y, 


Cx 


e per & = 1—8, a meno delle potenze di 3 superiori alla prima, 


(7) 6 = ut — = —e—*('1—B), 


dove u, denota il valore di 1 (€) per & = 1 — 8, cioe sulla superficie che 
delimita esternamente la massa turbolenta. 

Come é indicato in II, u* rappresenta lo scorrimento viscoso alla parete 
della massa turbolenta, talché dovra essere 


v 
(8) pe (1. = 3) 
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con v, velocita massima osservata sull’asse & =o. 

Le (7), (8), note le altre quantita e dopo eliminazione di w,, deter- 
minano lo scorrimento u*. 

Siamo ora in condizione di costruire la formula di resistenza. Dalle (4), 
prendendo i valori medi — indicati con le lettere lineate - deduciamo 


$= Up — UU, 


dove @ si calcola mediante la u (€) fornita dalle (6) con la formula 


ge 2 [ & (&) dé. 


oO 


A rigore l’estremo superiore dovrebbe essere posto = 1 — 8, ma [’er- 
rore € trascurabile data la piccolezza di 8. 
Eliminando v, mediante la (8) si ottiene 


U % % 
cies 2 + u*—t 


e mettendo infine per #, il suo valore ricavato dalla (7) 


* = 
(9) (ee Nomis geen oe 
che é€ la cercata formula di resistenza. 


3. — CONFERME SPERIMENTALI. 


La (5) si presta ad un facile e immediato confronto con le misure. 
Scritta sotto la forma 


(5’) log nS ee! + log C 


8 


teas : 
essa esprime una relazione lineare tra z e log u. La costante B é ignota, 


ma, in base alla sua determinazione indicata dianzi, si constata che @ assai 
piccola e tale da introdurre differenze inapprezzabili nei calcoli numerici. 
Si puo quindi porre 6 = o ai fini della verifica attuale. Il Liceni, adottando 


le cifre di Nikuradse, anche per 1 determinata mediante derivazione grafica, 
ha constatato : 


1° che per ogni esperienza relativa a numeri di Reynolds compresi tra 


nae u : 
105.000 ¢ 3.240.000, 71 punti di coordinate Tae log u stanno effettivamente su 


una retta — anche senza notevoli oscillazioni attorno ad essa —; 


2° che queste retle sono esatlamente parallele, per cui la % é la stessa 
per tutte; 


3° che 1 valori della costante C sono molto ben rappresentati dalla formula 


(10) geile 


Le x e y sono due costanti wniversali di turbolenza per le quali sono 
risultati i valori 


Hie OA0S, | Fay 10.275 


La prima (Note IV, V) é inoltre indipendente dalla forma del campo 
del moto: ad esempio si ritrova con lo stesso valore anche nel caso dei canali. 

La dipendenza di C dagli elementi dinamici dell’efflusso mostra inoltre 
che u(&) non & una funzione universale; in altre parole che la legge di 
Stanton non é a rigore verificata se non a titolo di approssimazione e per 
numeri di Reynolds non troppo diversi. 

Il Liceni ha quindi calcolati i valori dello scorrimento adimensionale u* 
2 Rv 


il quale risulta leggermente crescente col numero di Reynolds N = 


Ad esempio per N = 105.000 si ha u* = 10.26; per N = 3.240.000, 
ormaiit. 24, 

Ponendo nella (9): per C il valore (10), e per il coefficiente di vi- 
scosita v la sua espressione in termini di N, si ricava (trascurando B) 


y v I 2utyx( v \~ .. 
(9’) — = — — log a (a) + u*—“f. 
oF 


ser EN 


Questa formula di resistenza corrisponde molto bene alla realta: ad 
esempio per N = 3.240.000 il valore di @ calcolato dalla (9’) risulta 4.06, 
mentre si ottiene 4.05 in base alla sua definizione. I valori di 7 dedotti 
dalla (9’) crescono inoltre al diminuire di N in modo che corrisponde 
soddisfacentemente alla determinazione (10) della C. 


4. In conclusione, per togliere alla teoria della turbolenza ultima 
traccia di empirismo occorre ancora: 1° giustificare la (10) — © legge di 
cui la (10) é la rappresentazione approssimata; 2° trovare teoricamente la 
dipendenza dello scorrimento viscoso dal numero di Reynolds (o dalle ve- 
locita v*, 0). 

La messa a punto della teoria qui indicata & senz’altro ripetibile per 
eli altri tipi di movimento; ad esempio per i canali da me trattati nelle 
Note dei « Comptes Rendus ». 


Meccanica. — Integrazione delle equazioni indefinite della mec- 
canica dei sistemi continui, Nota 1 di B. Finzi, presentata® dal 
Corrisp. U. CisorTri. 


Gli sforzi che si esercitano in un sistema continuo flessibile (filo, mem- 
brana, ordinario corpo tridimensionale) costituiscono un tensore dello spazio 
che rappresenta geometricamente il sistema continuo (linea, superficie, spazio 
tridimensionale) ). Le corrispondenti equazioni indefinite di equilibrio af- 
fermano che il tensore degli sforzi € simmetrico ed ha, in ogni punto, di- 
vergenza eguale alla forza unitaria che caratterizza le forze esterne distri- 
buite nello spazio occupato dal sistema continuo. Data la linearita di queste 
equazioni, la loro integrazione pud, come é noto, farsi dipendere dall’inte- 
egrazione delle equazioni indefinite stesse, nell’ipotesi che la forza unitaria 
di campo sia ovunque nulla. Il problema della determinazione del pil ge- 
nerale tensore che rappresenti gli sforzi di un sistema flessibile in equili- 
brio, € cosi ricondotto a quello di individuare il pit generale tensore sim- 
metrico a divergenza nulla. 

Anche il corrispondente problema dinamico pud essere posto sotto la 
stessa forma, se si osserva che le equazioni indefinite di movimento di un 
sistema continuo possono scriversi annullando la divergenza del tensore ener- 
getico, il quale € un tensore doppio simmetrico del cronotopo%). Se la 
metrica quadridimensionale del cronotopo ¢ pseudoeuclidea, le equazioni inde- 
finite cosi ottenute sono quelle della dinamica dei sistemi continui nella 
relativita ristretta: la loro soluzione, con un’approssimazione pit che suf- 
ficiente agli ordinari problemi meccanici, si identifica con la soluzione delle 
equazioni indefinite della dinamica classica dei sistemi continui. Se, invece, 
la metrica del cronotopo non é pseudoeuclidea, le equazioni indefinite cosi 
ottenute sono le equazioni della dinamica dei sistemi continui nella relati- 
viti generale. Notiamo che, se anche non si vuole uscire dall’ambito della 
meccanica classica, l’impostazione precedente — concettualmente pil semplice 
dell’ordinaria “ — permette di porre nella stessa forma il problema dinamico 
e quello statico. 

Il problema ora posto @ stato risolto nel caso statico piano, con riferi- 
mento a coordinate cartesiane ortogonali, esprimendo gli sforzi mediante la 


(1) Nella seduta del 22 aprile 1934. 

(2) B. Fryzi, « Annali di Matematica», ser. IV, to. XI, 1932-33. 

(3) T. Levi-Crvira, Fondamenti di Meccanica relativistica. Bologna, 1928, pp. 67-81. 

(4) Tale maggiore semplicita concettuale & del resto comune a tutta la meccanica 
relativistica, rispetto alla meccanica classica. 


Shs 


{unzione di Airy“. E stato pure risolto nel caso statico spaziale euclideo, 
ancora in coordinate cartesiane ortogonali, esprimendo gli sforzi mediante 
le funzioni di Maxwell), oppure mediante quelle di Morera). In queste 
Note il problema statico é risolto in coordinate generali (prescindendo dal 
caso banale dei fili) per un sistema flessibile, sia euclideo, che a curvatura 
costante. Il problema dinamico ¢ risolto in coordinate generali, sia in cro- 
notopi pseudoeuclidei, propri della relativita ristretta e quindi praticamente 
anche della ordinaria dinamica dei corpi continui, sia in cronotopi a curva- 
tura costante, propri ad esempio dell’universo relativistico di de Sitter. 


1. — STATICA PIANA. — Consideriamo dapprima il seguente caso parti- 
colare: nello spazio euclideo ordinario un corpo continuo in equilibrio sia 
soggetto a sforzi interni rappresentati da un tensore piano. Riferendosi a 
coordinate cartesiane ortogonali x, y nel piano direttore, gli sforzi saranno rap- 
presentati dal tensore doppio simmetrico di componenti Dx , Oxy =Dyx, Dyy, 
le quali, prescindendo dalla forza unitaria, ubbidiranno alle seguenti equa- 
zioni indefinite : 
3D, Dx ODyx  ODyy 


+z. =0 d ox = — 0G 


© : 


E noto che la soluzione generale delle 2 equazioni (1) nelle 3 compo- 
nenti distinte del tensore degli sforzi pud esprimersi cosi: 


ey. 0? : oe, 5 
Miby Take toys et Ce eign On ae ee 


Nelle (2) x é la funzione di x ed y introdotta da Airy “. 

Riferendoci ora a coordinate generali x” (r = 1, 2) nel piano direttore, 
diciamo ®; (i,j = 1, 2) il sistema doppio simmetrico che, nella metrica 
euclidea 
(3) ds? = dys ax" axs (ars =Aasy ,7,S=1, 2) () 


del piano direttore, rappresenta covariantemente il tensore degli sforzi. Noto- 
riamente le (1) si scrivono cost: 


(4) ®;' = 0 G,j= 52); 


dove @,/"e il tensore derivato controvariantemente del tensore D,. 


(1) G. B. Airy, «Brit. Ass. Rep.», 1862. 

(2) C. Maxwett, « Edinburgh Roy. Soc. Trans. », v. 26, 1870. 
(3) G. Morera, questi « Rendiconti», ser. 5°, to. I, 1892. 

(4) G. B. Arry, loc. cit. 

(5) In questa formula e nelle successive € sottointeso il segno &. 
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Detto e€,s il noto tensore doppio emisimmetrico di Ricci nella metrica 
bidimensionale (3), la soluzione generale di (4) si puo esprimere cos}: 


(5) Di =F eit eik Lhk 5) 


dove yx € una funzione arbitraria delle coordinate x’. 

Si constata intanto immediatamente che, in coordinate cartesiane orto- 
gonali, le (5) coincidono con le (2). Si verifica poi facilmente I’ asserto, 
sostituendo (5) in (4) e ricordando che il tensore e,s ha derivato nullo, 
mentre, nella metrica euclidea considerata, le derivate covarianti sono com- 
mutabili. Si ha infatti: 


[i k et 
0; = Ay gtk ei Xhki 


Ma, scambiando i con 4, ¢ cambia segno, mentre y/j4; rimane inalterato: 
dunque ¢ x4; = 0, e quindi la (4) € verificata. 

In conclusione, poiché manifestamente il tensore ® dato da (5) e sim- 
metrico, ed é definito a meno di una funzione arbitraria, esso, essendo so- 
luzione di (4), costituisce il piu generale tensore degli sforzi soddisfacente 
a tutte le condizioni fisiche imposte. 


2. — STATICA DELLE MEMBRANE A CURVATURA COSTANTE. — Consideriamo 
ora un sistema continuo bidimensionale perfettamente flessibile: una mem- 
brana. Essa puo geometricamente essere rappresentata da una superficie, la 
cui metrica, in generale non euclidea, definiremo cosi: 


(6) as? == dys dxt Axs (G27 Bree 


Gli sforzi che si esercitano in questa membrana sono rappresentati da un 
tensore doppio ®j;; della metrica (6). Le condizioni indefinite di equilibrio 
della membrana su superficie prestabilita, prescindendo dalla forza unitaria, 
si esprimono affermando che il tensore degli sforzi é simmetrico e nulla ne 
é la divergenza “): 


(7) Doe 


Se, in particolare, la membrana é piana o sviluppabile, (6) si identifica 
con (3) e (7) con (4). Nel caso ora considerato possiamo soddisfare alle 
equazioni indefinite esprimendo, mediante le (5), le componenti del tensore 
degli sforzi in funzione di un’unica funzione x. Si presenta quindi naturale 
il problema di soddisfare alla (7), nella pi generale metrica (6), espri- 


mendo le componenti del tensore degli sforzi in funzione di un’unica fun- 
Zione=¥ 


(1) B. Fuzz, loc. cit. 
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Malgrado il carattere invariantivo della relazione (5), ¢ facile constatare 
che —- in generale, per superficie cioé non sviluppabili — il tensore doppio 
simmetrico ¢ ¢i' x), non ha divergenza nulla nella metrica (6). Infatti, detto 
Rui: il tensore quadruplo di Riemann, é “) e' ef X44; = e” ei* (YX ynik — Xu Ro! ei). 
Ma, data la simmetria di yx), rispetto agli indici ) ed i e lemisimmetria 
di ei, & ey), = 0. Osservando poi che, detta K la curvatura gaussiana 
della superficie di metrica (6), é ¢* c/# Ry'yi = Kai, si ha: 


(8) ei! elk Xi = Ky . 


Questa mostra appunto che, se il tensore ¢e'’ ¢i' x), non € nullo, la sua di- 
vergenza si annulla soltanto se la membrana é sviluppabile. 

La (8) suggerisce immediatamente la soluzione del problema proposto 
per membrane a curvatura costante (sfere, pseudosfere, o pil generalmente 
superficie applicabili su queste). Si ponga infatti: 


(9) | Mij — gil eik X pois +- Kya . 


Essendo K costante, si verifica immediatamente, in virti di (8), che la (7) 
é soddisfatta. 

In conclusione, per membrane a curvatura costante, il tensore 4, 
espresso da (9) mediante un’unica funzione arbitraria, ¢ manifestamente sim- 
metrico e soluzione di (7). Questo tensore ¢ dunque il pil generale tensore 
degli sforzi, soddisfacente a tutte le condizioni fisiche imposte. 


3. - STATICA DEI CORPI EUCLIDE] — Consideriamo ora un sistema 
continuo tridimensionale in uno spazio euclideo (quale & considerato nella 
pi ampia generalita in meccanica classica). Esso ha gli attributi della fles- 
sibilita, cioé il tensore degli sforzi € un tensore dello spazio che lo definisce 
geometricamente. Prescindendo dalla forza unitaria, l’annullarsi della diver- 
genza del tensore degli sforzi e¢ la simmetria di quest’ultimo, costituiscono 
le condizioni indefinite di equilibrio. Esse si traducono, in coordinate carte- 
siane ortogonali, nelle seguenti 3 equazioni nelle 6 componenti distinte del 
tensore degli sforzi: 


Dey aD, y oO x; = 
ey ae ane Oe a 


Os Ecc: 


E noto come possano esprimersi le componenti del tensore degli sforzi, 
soluzione di (10), mediante 3 funzioni indipendenti. Sono classiche in pro- 


(1) Cfr. T. Levi-Crvrra, Lezioni di calcolo differenziale assoluto. Roma, 1925, p- 210. 


582 — 


posito le funzioni di Maxwell e quelle di Morera ®), che Beltrami e Mo- 
rera stesso mostrarono potersi legare alle precedenti ‘). Queste due soluzioni 
sl esprimono rispettivamente cosi: 


Ope pL. w i) EECCQUA NS Mes 
(1 1) O,, = dy? + ay? > CCG. Y); = ®., —— —— ay oz > EGGS 3 
? op, ; I jo ob, oy, Oy, 
(1 I ) OD,» — dy dy > CCC, ,. =, —3 = +(e (— aye -|- ay + a) » €CC, 


Riferiamoci a coordinate generali x” (r = 1,2,3) e diciamo ®, il 
sistema doppio simmetrico che, nella metrica tridimensionale euclidea 


(iz) AS* aa ak dao NG dep ys eee a3 
rappresenta covariantemente il tensore degli sforzi. La (10) si scrive: 


(33) "= 0 G5 j = T5258). 


Detto es il tensore di Ricci nella metrica (12), la soluzione generale 
di (13) pud esprimersi cosi: 


(14) ; Mii = gibr gjks Yoel 


dove ys & un tensore doppio simmetrico qualsivoglia nella metrica (12). 

Si puo intanto constatare che, in particolare, in coordinate cartesiane 
ortogonali, la (14) si riduce alla soluzione ottenuta sommando la solu- 
zione (11) di Maxwell con quella (11’) di Morera. All’uopo basta infatti 
porre: Pr = Arr, CCC, Yr = —(Ya3 + H52), ecc. La soluzione (14) si iden- 
tifica dunque con (11) se si pone, in particolare ys = 0, per r=Es, 
mentre si identifica con (11’) se si pone, in particolare, yy, = 0. 

Constatiamo ora che (14) € soluzione di (13). E ovvio intanto, data 
la simmetria di Ys. rispetto alle coppie di indici rs, bk, che il tensore @ii, 
espresso da (14), ¢ simmetrico. Che esso sia soluzione di (13) pud poi 
facilmente verificarsi, procedendo analogamente al n. 1, qualora si ricordi 
che la metrica (12) é euclidea. 

Osserviamo ora che, se il tensore doppio simmetrico xs fornisce, posto 
in (14), un dato tensore ®, il tensore ys + Ays, posto in (14), fornisce 
lo stesso tensore Di, se 


(15) etbr ejks Ay sink =O. 


(1) C. MaxweE-t, loc. cit. 
(2) G. Morera, loc. cit. 
(3) E. Betrrami, questi « Rendiconti», ser. 5%, to. I, 1892; G. Morera, ibid. 


Ma le (15) non sono altro, nella metrica euclidea (12), che le condizioni 
di Saint Venant relative ad un tensore di deformazione A,;;. Le (15) am- 
mettono lintegrale generale Ays = u,,, + u,, dove le 3 componenti del 
vettore wu, sono arbitrarie. Dunque, assegnando ad arbitrio 3 funzioni, invece 
delle 6 funzioni y,s (ad es., in coordinate cartesiane ortogonali, le 3 funzioni 
di Maxwell o quelle di Morera), si otterranno tutti i tensori distinti dati 
da (14). Con cid la pik generale soluzione delle 3 equazioni differenziali 
lineari (13),  fornita dalla (14). 

In conclusione dunque la (14) fornisce, per spazi euclidei, il pit ge- 
nerale tensore degli sforzi, soddisfacente a tutte le condizioni fisiche imposte. 


4. — STATICA DEI CORPI A CURVATURA COSTANTE. — Consideriamo ora 
un sistema continuo tridimensionale flessibile, geometricamente individuato 
da uno spazio a curvatura K cos/anie. La metrica di questo spazio ¢ indi- 
viduata da (12): essa perd non é euclidea. Se diciamo ancora ij (¢,j7 = 1,2, 3) 
il tensore simmetrico degli sforzi in questa metrica, l’equazione indefinita di 
equilibrio pud essere espressa dalla (13). 

Malgrado il carattere invariantivo di (14), essa non fornisce, in gene- 
rale, una soluzione di (13). Infatti, spezzando y,.jj,; nella somma di un ten- 
sore simmetrico e di uno emisimmetrico rispetto alla coppia di indici hi, 
esprimendo quest’ultimo mediante il tensore Rpg: di Riemann @), e ricor- 
dando che Roy: = Kei, e's, risulta: 


(1 6) ether eit Kt — SS K (i! 9 x7 i ; 


La (16) mostra che, in generale, la divergenza del tensore fornito da (14) 
non é nulla in spazi a curvatura costante non nulla. 

La (16) suggerisce pero la soluzione delle equazioni (13) im spazi a 
curvatura costante. La soluzione in parola é Ja seguente: 


Giz) | Mij eas eibr ejks Vis + K (XK aii — xi) 2 


Infatti, si verifica agevolmente che il tensore Oi ¢ simmetrico, ed ¢ (in virtu 
di (16)) soluzione di (13). 

Osserviamo ora, come al n. 3, che, se il tensore doppio simmetrico Yrs, 
posto in (17), fornisce un dato tensore Mii, il tensore yys + Ars fornisce 
la stesso tensore M4, se 


(18) eibr its Avi, K (A, aij — Ati) = 0. 


(1) Cfr. T. Levi-Crvira, loc. ultimo cit. 


Le (18) (come le (15) nella metrica euclidea) sono, nella metrica tridimen- 
sionale a curvatura costante K, le condizioni di Saint Venant “. Ripetendo 
quanto si € detto al n. 3, si conclude che la (17) fornisce il pil generale 
tensore degli sforzi, soluzione della (13) in uno spazio a curvatura costante. 


Fisica. — L’azione di un campo elettrico esterno sui metalli idro- 
genati. Nota di T. Franzini, presentata“ dal Corrisp. A. AMERIO. 


Lo studio dellocclusione dei gas nei metalliG ¢ stato completato re- 
centemente da lavori tendenti a stabilire la termodinamica del fenomeno “) 
e da altre prove di A. Coehn%) a conferma del fenomeno (gia messo in 
evidenza dallo stesso Autore per il palladio e da me per il nichel ‘7)) dello 
spostamento, mediante campo elettrico applicato agli estremi del filo, del- 
Pidrogeno occluso in essi. Da cid il Coehn ha logicamente dedotto che 
Vidrogeno occluso nei metalli vi si trovi non solo allo stato monoatomico, 
come aveva da tempo prospettato O. W. Richardson “), ma anche, almeno 
in parte, ionizzato cioe allo stato di protone. Queste conclusioni dei citati 
lavori miei e di Coehn sono state riprese da J. Frank che in una sua 
Nota analizza la possibilita di un tale stato protonico. 

D’altra parte, in base alle correnti teorie elettroniche, io ho pensato 
alla possibilita dell’ esistenza di un potere termoelettromotore dei metalli 
idrogenati rispetto ai non idrogenati “® e alla possibilita di una azione estrat- 
tiva, dei protoni di idrogeno occlusi nel filo, da parte di un campo elettrico 
esterno di conveniente intensita e verso. Queste ultime esperienze formano 
appunto loggetto della presente Nota. 

Ho usato per queste dei fili di palladio, in quanto questo metallo puo 
occludere quantita di idrogeno di gran lunga superiori a quelle degli altri 
metalli (Ni, Fe, Pt) e perché landamento della gasificazione del palladio 


(1) Cfr. E. Papova, questi « Rendiconti», ser. 4%, to. 5, 1889. Sotto la forma (18) 
possono porsi le condizioni che Ricci dava esplicitamente nelle sue lezioni di Fisica—ma- 
tematica all’ Universita di Padova. Cfr. A. PaLarini, « Atti del R. Istituto Vencto » 
to. LXXVI, 1916-17. 

(2) Nella seduta del 22 aprile 1934. 

(3) T. Franzini, «N. Cim.», 1931, n. 9. 

(4) M. C. Jounson, « Trans. Far. Soc.», 1932, 162; H. S. Taytor, «Trans. Far. 
DOC) m9 32 alg neces 

(5) A. Conun, «ZS, f. Phys. », 83, 1933, 201. 

(6) A. Cogun, «ZS. f. Phys.», 62, 1930, I € 71, 1931, 79. 

(7) T. Franzini, «Rend, R. Ist. Lomb. », 1931, 709. 

(8) O. W. RicHarpson, « Phil. Mag.», 8, 1904, 1. 

(9) J. Frank, «Gotting. Nachr.», 1933, 293. 


(10) T. Franzini, e G. Gazzanica, «Rend. R. Ist. Lomb. », 1933. 
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pud essere seguito molto esattamente mediante misure di resistenza elettrica 
e in base a dati accuratamente controllati di Fischer “. 

Il dispositivo usato & indicato nella fig. 1. Il filo di palladio A’ B’ del 
diametro di mm 0.1 e lungo cm 12 é teso lungo Vasse di un cilindro di 
Ni avente il raggio interno di mm 7. Il tutto & contenuto nell’ apposito 
tubo di vetro indicato in figura in modo che il filo ¢ mantenuto teso e 
centrato rispetto al cilindro di nichel. 

La tubulatura inferiore D serve a riempire E 
e a vuotare il tubo della soluzione di NaOH usata 
per la idrogenazione del filo; dopo tale uso essa 
viene chiusa alla fiamma. 

Il tubo di prova indicato in figura ¢ com- 
pletamente immerso in un bagno di olio di va- 
selina insieme ad un buon termometro in decimi 
di grado e ad un agitatore. Un secondo recipiente 
non indicato in figura, e contenente molti litri 
d’acqua, circonda il primo allo scopo di regola- 
tore termico: esso puo essere riscaldato elettrica- 


mente o raftreddato con ghiaccio in modo da 
riportarlo sempre, nelle misure di resistenza, ad 
una temperatura costante. 

L’insieme descritto ¢ saldato tutto in vetro, 
attraverso il tubo E, ad una trappola per i vapori 
di mercurio raffreddata in anidride carbonica so- 
lida, ad un Me Leod e¢ ad una pompa a diffusione 
di mercurio in vetro la quale forma ultimo stadio 
del complesso di pompe a vuoto usate. 

Le tensioni da applicare alla placca cilin- 
drica c sono fornite da un trasformatore-raddriz- 
zatore «Proton» a 25 kilovolt con oscillazioni 
della tensione raddrizzata inferiori all’1 °/..I valori 
della differenza di potenziale tra la placca e il 
filamento posto a terra sono misurati da un voltmetro elettrostatico e la 
eventuale intensita di corrente che fluisce tra placca e filamento da un mil- 
liamperometro inserito nel circuito. 

Le resistenze del filamento sono infine misurate, a meno Geln@; 2S) 5% 
con un ponte di Wheatstone a cassetta al quale sono congiunti con fili di 
rame i sostegni di platino A B del filamento. 

Le esperienze sono eseguite nel seguente ordine: teso il filo in esame 
nell’apposito tubo descritto, se ne determina la resistenza. I] tubo stesso si 
riempie della soluzione elettrolitica ¢ applicando tra placca e filo la tensione 


(1) F. Fiscuer, «Ann. d. Phys. », 20, 1906, 503. 


di una batteria di tre accumulatori si idrogena questo nel modo noto @) 
cioé con l’idrogeno elettrolitico che si svolge su di esso, Si estrae quindi 
la soluzione, si lava il tubo con acqua distillata, lo si asciuga in corrente 
d’aria calda e si determina la nuova resistenza del filo. Per pit giornt suc- 
cessivi si segue l’andamento della sua resistenza e ad intervalli di tempo si 
applica alla placca un potenziale negativo. 

Una di tali serie di misure ¢ riportata nella seguente tabella. 


| 


Ore dalla Reston Ma a aaah 
N. coe Trattamento del filo a Pecunia: ta 
zione | lume del filo 
1 prima della idrogenazione. . . . . . 3,3280 
2 dopo 54 di idrogenazione con amp. 0.025 | —5,0495 (719) 
3 7 nell’aria a pressione atmosferica. . . . 50729 729 
4 26 nel vuoto dell’ordine di 1o-4 mm. Hg . 5,0714 
5 28 nell’alto vuoto (pompa in azione). . . 530707 
6 100 nell’aria a pressione atmosferica. . . . 5,0700 
7 167 nel vuoto dell’ordine di 1o-4mm. Hg . 5,0701 
8 applicato per 15’ alla placca un potenziale 
posit. di 15 Ky (tubo in alto vuoto) . 50698 
9 idem per 15’ potenz. negat.15 Kv. . . 4,6170 (527) 
10 idemmeper) 30 | potenz) positasrsskuv aan 4,6168 | 
II 196 nel vuoto nell’ordine di 1o-+mm. Hg . 4,6230 530 
12 220 » » » » » ‘ 4,6233 
13 applicato per 15’ potenz. negat. 15 Kv . 4,3020 (388) 
14 240 nel vuoto dell’ordine di ro-+mm. Hg . | — 4,3065 390 


I dati della tabelia sono riportati nel diagramma unito (fig. 2). 

L’interpretazione di questi risulta ora abbastanza agevole. Dopo I’ idro- 
genazione il filamento subisce il previsto notevole aumento di resistenza 
(N. 2) in base al quale, con i dati del citato lavoro di Fischer, si é potuto 
calcolare i volumi di idrogeno molecolare absorbito (a 0° e a 760 mm di Hg 
per ogni unita di volume del filo, ossia la concentrazione in volume di H, 
nel palladio. 

La resistenza del filo accusa dapprima un ulteriore piccolo aumento 
(N. 3) attribuito al fenomeno di assestamento interno da me gia messo in 
evidenza e del quale ho prospettato altrove una possibile interpretazione 


(1) T. Franzint, «Rend. R. Ist. Lomb.», 1930, 465. 
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teorica “), Dopo questo, la resistenza rimane sensibilmente costante cioe 
nessuna parte dell’idrogeno absorbito, e calcolato in 729 volumi, & riemesso 
sia lasciando il filo per molte ore in un vuoto deil’ordine di ro~4 mm 
di Hg (quale cioé ho potuto ottenere a pompe ferme) sia sottoponendolo 
alazione di un vuoto molto pil: spinto (pompe in azione) non misurabile 
con il Mc Leod usato il quale pud arrivare ad apprezzare 0.5 + 10~* mm 
di Hg. 

Cosi pure nessuna influenza ha l’applicazione (in alto vuoto) di un 
potenziale positivo di 15.000 volt alla placca. Tale potenziale, corrispon- 
dente ad un gradiente alla superficie del filamento di 600.000 volt /cm, 
produce il passaggio di una corrente di pochi decimillesimi di ampétre, do- 
yuta presumibilmente ad uno strappamento elettronico dal filamento ©. 

Al contrario Vapplicazione in alto vuoto di un potenziale negativo di 
15.000 volt alla placca, cioé ancora di un gradiente, alla superficie del fila- 
mento, di 60.000 volt /cm , produce una rapida sgasificazione del filo stesso. 


(vedi N. 9 e 13 della tabella). 


1) T. Franzint, «Rend. R, Ist. Lomb. », 1930, 803. 
2) R. A. Mitiikan, «Phys. Rev.», 27, 1926, 51 € 33, 1929, 598. 
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Giova osservare ancora che con l’applicazione del detto potenziale il 
tubo & attraversato da una corrente che é di circa 12/10 di milliamp. per 
il caso registrato nella tabella al N. 9. Escluso che possa trattarsi di una 
corrente elettronica proveniente dal cilindro, perché alla superfice di questo 
il gradiente del potenziale ¢ troppo basso per effettuare uno strappamento 
elettronico, non resta che ammettere che tale corrente sia appunto dovuta 
ai protoni strappati dal filo, neutralizzati sul cilindro e quindi asportati 
dalla pompa in azione. Un rapido calcolo ci convince della attendibilita di 
questa ipotesi. Infatti: 


volume del flo v = mm} 0.942 
H, emesso = 530 v — 390 v = 140 = mm} 132 = protoni 7.5 - 1078 


éatica. trasportata =.7.5 “10° 4.77 - 10 *° U, €,:6,0=—= 1.19. coulomD 


e questa appunto é la quantita di elettricita che passa nel tubo nel quarto 
d’ora di applicazione del campo, quale é registrata dal milliamperometro 
inserito. 

Per quanto del tutto superfluo osserveremo ancora che dopo strap- 
pamenti protonici, eseguiti su vari altri fili senza lasciare la pompa in 
funzione, l’analisi spettroscopica dell’interno del tubo permetteva di consta- 
tare la indubbia presenza delle righe dell’ idrogeno. 


Fisica. — Effetto del campo elettrico sul limile della serie del po- 
tassio “?. Nota di E. AMALpI, presentata ° dal Socio A. Lo Surpo. 


L’effetto del campo elettrico sulle righe elevate dalla serie di assorbi- 
mento del K € stato studiato da H. Kuhn G) e pit recentemente da C. J. 
Bakker ©. Questi sperimentatori hanno riscontrato i seguenti effetti: le 
righe prossime al limite della serie 4S —nP diminuiscono di intensita col 
crescere del campo elettrico esterno e la serie si accorcia; contemporanea- 
mente appaiono le righe proibite corrispondenti alle transizioni 4S — nD 

e 45 —nS. Queste ultime sia negli esperimenti di H. Kuhn che in quelli 
‘i C. J. Bakker non sono risolte. 

L’accorciamento della serie 4S — nP si spiega solo in parte tenendo 
conto della ionizzazione forzata dei livelli prossimi al limite della serie (), 
poiche Vindebolimento delle righe permesse e l’apparizione delle righe 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto Fisico della R. Universita di Roma. 
(2) Nella seduta dell’8 aprile 1934. 

(3) H. Kunn, « ZS. f. Phys. », 67, 805, 1930. 

(4) C. J. Bakker, «Proc. Amst. », 36, 589, 1933. 

(5) C. Lanczos, «ZS, f. Phys.», 68, 204, 1931. 


proibite, che si inquadrano assai bene nella teoria svolta da E. Segré e 
G. C. Wick“, sono essenziali per la corretta interpretazione degli espe- 
rimenti. 

Data la piccola dispersione e la relativamente piccola intensita dei 
campi elettrici usati da C. J. Bakker, si ¢ ritenuto opportuno ripetere gli 
esperimenti. E stato possibile in tal modo osservare le serie 48 —nS e 
4S — nD risolte in polarizzazione parallela al campo elettrico (7) mentre 
in polarizzazione normale (oc) appaiono solamente le righe 4S — nD. 

Dalla misura delle frequenze delle righe sia permesse che proibite é 
stato anche possibile mettere in luce un efletto Stark-Lo Surdo quadratico; 
coi campi usati (fino a 2700 volt/cm) gli spostamenti per effetto del campo 
elettrico delle righe permesse pili elevate (n= 15) sono dell’ordine di 
qualche numero d’onde; anche Je righe proibite subiscono tale effetto come 
é mostrato dal crescere della separazione dei doppietti 4S—(m + 1)S 
4S —(n— 1)D col crescere del campo elettrico. Questo fenomeno é assai 
piccolo a causa della particolare disposizione dei termini del K; in questo 
elemento i termini (7 + 1)S ed (2 —1)D sono quasi coincidenti mentre 
i termini mP sono quasi esattamente a meta distanza fra i termini mS ed 
(1 + 1)S3 ne segue che i termini che perturbano un determinato livello 
sono relativamente distanti ed inoltre disposti a due a due in modo tale 
che le perturbazioni corrispondenti si sottraggono dando cosi un eftetto 
risultante molto piccolo. 

Il fatto che lo spettro di assorbimento del K in un campo elettrico 
sia differente in polarizzazione ™ e o porta come conseguenza il presentarsi 
di dicroismi e birifrangenze anomale in prossimita delle righe di assorbi- 
mento. Sono quindi state eseguite delle esperienze a questo riguardo e la 
fig. 4 mostra lo spettro ottenuto ponendo il tubo assorbente fra due nicol 
incrociati ed a 45° col campo elettrico. Nel paragrafo 3 si discutera tale 
risultato un po’ pil dettagliatamente. 


2. Come sorgente per lo spettro continuo € stato usato un arco a 
idrogeno alimentato con corrente alterna a 50 periodi, 5000 volt e 0,5 
ampere. La lampada, di pyrex, ¢ simile a quella della fig. r del lavoro di 
Z. Bay e W. Steiner ®, salvo che di lunghezza tripla. Il K si trovava in 
un tubo di ferro del diametro interno di 35 mm., lungo un metro, i cui 
estremi erano raffreddati ad acqua mentre la parte centrale era riscaldata 
da una resistenza elettrica; la temperatura al centro del tubo era di circa 
800° assoluti in modo che Ja tensione di vapore del K era di circa 5 cm 
di Hg. Per evitare che il K distillasse rapidamente nelle parti fredde del 
tubo, questo veniva riempito con dell’azoto ad una pressione di circa 10 


(1) E. Sucre, e G. C. Wick, «N. Cim.», 10, 211, 1933- 
(2) Z. Bay e W. Sreiner, «ZS. f. Phys. », 49, 48, 1930. 
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cm di Hg; la presenza di questo gas estraneo non alterava in modo senst- 
bile la posizione delle righe spettrali; a questo proposito é stata fatta una 
ricerca a parte“), Agli estremi il tubo era chiuso con due lastre di quarzo 
fuso masticiate. 

Per avere nella parte centrale del tubo un campo elettrico il pit uni- 
forme possibile normale alla direzione di propagazione della luce, veniva 
introdotto nel tubo un condensatore piano i cui piatti, di acciaio, erano 
lunghi 90 cm., alti 20 mm e distanti Puno dall’ altro 4,5 mm.; per man- 
tenere i due piatti del condensatore fissi |’ uno rispetto all’altro essi erano 
avvitati ai due estremi a due blocchetti di fibra forati nel centro per la- 
sciare passare la luce; questi due pezzi di fibra venivano cosi a trovarsi 
vicino agli estremi del tubo che erano mantenuti freddi. Una delle due 
piastre del condensatore era in contatto elettrico col tubo esterno mentre 
altra era isolata e portata ad un opportuno potenziale (circa 1400 volt) 
a mezzo di una batteria di accumulatori. 

Per evitare che i pezzetti di K , che si dovevano porre nella parte 
centrale del tubo, cortocircuitassero il condensatore é stato usato un arti- 
ficio che si ¢ mostrato molto utile: dietro alla piastra del condensatore che 
era in contatto col tubo esterno era stata avyitata una specie di scatola di 
ferro profonda 8 mm., larga 3 mm.e lunga 20 cm.; in essa venivano posti 
i pezzettindi Ky 

Durante le pose che duravano circa mezz’ora, la tensione veniva con- 
trollata con un voltmetro elettrostatico; in serie col condensatore vi era 
un milliamperometro che rivelava le eventuali scariche nell’interno del 
tubo; in condizioni normali nel tubo passava una piccola corrente dovuta 
in parte alla deficienza dell’isolamento del condensatore ed in parte alla 
inevitabile conducibilita della miscela di N. e K; non @ stato possibile 
raggiungere campi maggiori di 2800 volt/cm. poiche avvenivano delle sca- 
riche fra i due piatti del condensatore. La distribuzione effettiva del campo 
nell’ interno del tubo non era controllabile. Si é fatta ’ ipotesi, certo alquanto 
arbitraria, che essa fosse uniforme. 

A mezzo di un cristallo di calcite e di una lente di quarzo fuso si 
ottenevano sulla fenditura dello spettrografo (E, di Hilger) due immagini 
della sorgente, una polarizzata parallelamente e l’altra perpendicolarmente 
al campo. elettrico; nell’intervallo fra questi due spettri veniva sempre 
fotografato lo spettro di un arco a ferro nel yuoto per avere delle righe 
di riferimento. 

Per studiare la birifrangenza anomala ed il dicroismo di cui si é parlato 
nel paragrafo 1, € stato usato uno spettrografo E,,, di Hilger perché pit 
luminoso dell’E,; a mezzo di un cristallo di calcite opportunamente scher- 
mato la luce veniva polarizzata a 45° col campo elettrico prima che entrasse 


(1) E. Amatpi e E. Szcrt, «N. Cim. », 17, 145, 1934. 
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nel tubo; dopo i] tubo era stato posto un secondo cristallo di calcite a 90° 
rispetto al primo. In queste condizioni senza campo elettrico non giungeva 
affatto luce sulla fenditura dello spettrografo mentre quando c’era il campo 
elettrico si osservavano alcune righe di emissione. 


3. La fig. 1 é la riproduzione fotometrica di una lastra eseguita senza 
campo elettrico. La prima riga a sinistra corrisponde alla transizione 
4S — 12P (A = 2942,67); € stato possibile seguire la serie senza campo 
fino alla riga corrispondente alla transizione 4S—30P. Le lunghezze 
d’onda delle ultime tre righe, che non erano ancora state osservate, risul- 
tano dalle nostre misure rispettivamente 2868,63 2867,69 2866,80 A Ne 
si deve notare a questo proposito che le lunghezze d’onda delle righe im- 
mediatamente precedenti della serie sono risultate sistematicamente inferiori 
ai valori dati da Bacher e Goudsmit “ di 3 decimi di A. 

Le fig. 2 e 3 sono le riproduzioni delle fotometrie dei due spettri 
m € o eseguiti con un campo di 2470 volt/cm. In polarizzazione x si vedono 
apparire le transizioni proibite 4S —(n +1)S 4S —(n—1)D risolte, 
mentre in polarizzazione « compaiono solamente le righe 4S — nD. 

La tabella seguente raccoglie i risultati delle misure relative a questa 
lastra; nella seconda colonna sono riportati i valori dei termini P presi 
dal Bacher e Goudsmit; nella terza e quarta colonna i valori degli stessi 
termini misurati rispettivamente in polarizzazione o e zm corretti dalla dif 
ferenza sistematica di cui si e detto sopra: 


nP nD nS 


n E=0 G T rp fo} TT n Te 
ie 
12 1033 1033 1033 
A 954 954 
13 938 
13 862 862 862 
12 800 8o1 
14 786 
I 28 728 728 
: ; : | ae 683 683 
| 15 670 
15 622 624 626 
| ae! 589 590 
| 16 576 
16 537 540 540 | | 
15 516 — 
17 503 
17 468 472 
| 18 441 


(1) R. F. Bacuer e S. Goupsmit, Atomic energy states, New Vorknero32: 
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Dal confronto di queste tre colonne si vede che le righe permesse, a 
cominciare dalla 4S —15P, subiscono un effetto Stark—Lo Surdo quadra- 
tico che importa uno spostamento del termine P di qualche numero d’onde ; 
il calcolo di tale spostamento é stato eseguito in base agli ordinarii metodi 
della teoria delle perturbazioni, calcolando numericamente gli elementi di 
matrice della energia di perturbazione colla formula “) 


@) (n,1—1,m|FP|n,1,m) = 
3 (PP) muro gl ape ny a 
a? Fn / cat = 654910 Fa |/ ie 


nella quale F @ misurato in Kilovolt/em., P ¢ il momento elettrico del- 
Patomo, e la carica dell’elettrone ed a, il raggio della prima orbita di Bohr. 

In questo modo si trova che il termine 15P con un campo di 2470 
volt/em. si innalza di 1,2 cm~* in polarizzazione o e di 2,5 cm? in po- 
larizzazione 7; il risultato di questo calcolo sembra quindi accordarsi, entro 
i limiti degli errori sperimentali, con i risultati delle misure ; la precisione 
di quest’ ultime ¢ perd insufficiente per riconoscere una differenza nello 
spostamento dei termini P nelle due polarizzazioni, infatti come si vede 
dalla tabella, mentre il termine 15P si sposta di pi in polarizzazione = 
che in polarizzazione o, il termine 16P subisce lo stesso spostamento nelle 
due polarizzazioni. 

Cogli stessi metodi € stato calcolato Peffetto Stark-Lo Surdo dei termini 
14D e 16S; si & cosi ottenuto che il termine 14D deve spostarsi, con-un 
campo di 2470 volt/cm., di circa 9 cm~* in polarizzazione m e dikS Scnis* 
in polarizzazione o, mentre il termine 16S, si sposta sempre nello stesso 
senso di solo 2,5 cm~'; i valori di questi termini dati nella tabella ‘an- 
drebbero quindi diminuiti di queste quantita per ottenere i loro valori in 
assenza di campo; un controllo su questo punto non & pero possibile in 
modo rigoroso perché i termini elevati S e D non sono noti per altra via; 
si pud perd cercare di calcolarli con una formula di Rydberg, cosa che 
appare plausibile dall’andamento dei termini S e D pit bassi che sono noti. 
In tal modo si trova che i due termini 16S e 14D hanno rispettivamente 
i valori 574 e 584 cm—*. Da questi valori e dagli spostamenti sopra cal- 
colati per effetto del campo elettrico si deduce che la separazione del 
doppietto 48 —16S 4S—14D dovrebbe essere, di 16 cm~* mentre il 
risultato sperimentale ¢ di 14 cm7*. 

Una prova pit diretta del fatto che Je righe proibite subiscono, nelle 
nostre condizioni sperimentali, al pari delle righe permesse leffetto Stark— 
Lo Surdo quadratico, & data dalla misura della separazione dei doppietti 
48 —(n+1)S 48—(n—1)D per differenti campi. Dalla misura di 
una lastra eseguita con un campo di circa 890 volt/cm. si & trovato che 


(1) Cfr. per es. E. U. Connon, «Phys. Rev.», 43, 648, 1933. 
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il doppietto 48 —16S 4S—14D ha una separazione di circa 10 cm~*; 
il calcolo teorico da’ invece 12 cm~'. Da tutto cid si puo concludere 
che i termini nS ed nD subiscono un effetto Stark-Lo Surdo quadratico 
che per campi come quelli usati nel presente lavoro importa degli sposta- 
menti di qualche numero d’onde; la precisione delle misure, ¢ pero insufh- 
ciente per poter controllare che l’aumento della separazione dei doppietti 
48—(n +1)S 48—(n—1)D & proporzionale al quadrato del campo. 


Fig. 4. 


Da quanto si é detto fin’ora si comprende come il vapore di K posto 
nel campo elettrico debba presentare, in prossimita delle righe di assorbi- 
mento, un dicroismo ed una birifrangenza anomala. Questi due effetti, pur 
sovrapponendosi, hanno una diversa importanza per le varie righe della 
fig. 4. Per chiarire questo punto ricordiamo brevemente la teoria classica 
della dispersione, fatta tenendo conto dello smorzamento k degli oscillatori 
che rappresentano schematicamente gli atomi del mezzo. Indichiamo con 
Nx € vx la densita e la frequenza degli elettroni di dispersione oscillanti 
parallelamente al campo elettrico e con Ng e vg le stesse grendezze relative 
agli oscillatori che agiscono perpendicolarmente al campo. Si trova allora 
che la differenza nz —n, degli indici di rifrazione complessi per la luce 
polarizzata parallelamente e perpendicolarmente al campo é data approssi- 
mativamente dalla nota formula 
(2) Nx — Ng = a Ne ae nE 

eee eso on 
y) 27 


Nella fig. 4 compaiono alcune righe che corrispondono alle transizioni 
45—nP e 4S—nD e che hanno quindi circa la stessa intensit’ ma di- 
versa frequenza (per l’effetto Stark-Lo Surdo quadratico) nelle due pola- 
rizzazioni; accanto a queste compaiono le righe corrispondenti alle transi- 
zioni 45 —nS le quali esistono solo in polarizzazione m. Si vede subito 
dalla (2) che in vicinanza delle righe del primo tipo la differenza nz — ng 
€ positiva sia a destra che a sinistra della riga, mentre per le righe 4S — nS 
la differenza nz — mg si riduce semplicemente a ng —1 ed & quindi positiva 
dal lato delle basse frequenze, negativa dall’altro. 

Voglio infine ringraziare il Prof. P. Zeeman nel cui laboratorio sono 
state eseguite le fotometric delle lastre. 


"Epo ies 


Fisica. — FEffetio del campo elettrico sulla serie di assorbi- 
mento del sodio™. Nota di E. Secri, presentata® dal Socio 
A. Lo Surpo. 


Lo spettro di assorbimento del Potassio presso il limite della serie su- 
bisce alcune notevoli alterazioni qualora il vapore assorbente si trovi in un 
campo elettrico. Tali effetti sono stati dettagliatamente investigati sperimen- 
talmente da Kuhn, Bakker e pil recentemente da Amaldi%); una teoria che 
rende conto dei fatti osservati é stata svolta da Segre e Wick “, 

E risultato da considerazioni teoriche che lo spettro del sodio si deve 
comportare in modo notevolmente diverso da quello del K di fronte al campo 
elettrico. La ragione di cid &¢ che i due spettri, pur avendo una struttura 
molto simile, hanno correzioni di Rydberg diverse nelle serie omologhe come 
risulta dalla seguente tabella: 


S Re D E 
Sodio 635 0.85 0.01 0.00 
Potassio 2.19 Tegal 0.25 0.00 


Cio porta di conseguenza che mentre nel K i termini S e D, con quanto 
totale differente di 2 unita, hanno circa la stessa energia e i termini P sono 
a circa meta strada fra due termini S successivi, nel Na i termini sono di- 
sposti in modo totalmente diverso. Per questo elemento infatti i termini D, 
F ecc. collo stesso quanto totale m hanno praticamente la stessa energia, 
assai prossima a quella del termine P con quanto totale m + 1, mentre i ter- 
mini S si trovano isolati a meta strada fra i termini P successivi. 
D’altra parte € ben noto che sotto |’azione del campo elettrico si per- 
turbano tra di loro solo termini con quanto azimutale differente di una unita 


\ 


e la perturbazione ¢ tanto piu forte quanto pil sono prossimi i termini che 


interagiscono, sicché é facile vedere che nel caso del K tutte le perturbazioni 
sono relativamente piccole, mentre nel caso del Na le perturbazioni fra 1 
termini quasi degeneri P, D, F ecc. saranno certamente cospicue. In par- 


ticolare ricordiamo che l’effetto Stark—-Lo Surdo € proporzionale al campo 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto Fisico della R. Universita di Roma. 

(2) Nella seduta dell’8 aprile 1934. 

(3) H. Kuxn, «ZS. f. Phys.», 61, 805, 1930; C, J. Bakker, «Proc. Amst.», 36, 
589, 1933; E. Amatpi, «Rend. Lincei», 19, 586, 1934. 

(4) E. Seert e G. C, Wick, « Nuovo Cimento», 10, 211, 1933. 
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se i termini che si perturbano distano di una quantita piccola in confronto 
ni), 
47 me 300 
grande rispetto alla stessa quantita (F = campo elettrico in volt/cm). Nei 
casi intermedi la dipendenza dell’effetto dal campo ¢ complicata e va cal- 
colata volta per volta, I] K presenta un effetto Stark-Lo Surdo tipicamente 
quadratico, il Na invece presenta tutta una varieta di tipi che finiscono col- 


mentre ¢ quadratico se la distanza fra i termini e 


accostarsi a quello lineare. 

E sembrato interessante fare uno studio sperimentale dello spettro di 
assorbimento del Na presso il limite della serie per mettere in luce tutti 
questi fenomeni, i quali pur essendo prevedibili teoricamente, darebbero 
luogo a calcoli estremamente complicati e forse praticamente ineseguibili. 
Scopo di questa Nota é di riferire su tali esperimenti e di dare una spie- 
gazione qualitativa dei risultati raggiunti. 

L’apparecchio usato € stato gia descritto altrove “) percio non ne ripor- 
tiamo le particolarita. Abbiamo eseguito fotografie con campi variabili tra 
600 e 3000 volt/cm pur dovendo fare alcune riserve sulla misura del campo 
che puo essere affetta da un errore notevole se, cio che non puo escludersi, 
la distribuzione del campo fra le armature del condensatore contenente il 
vapore assorbente, dovesse essere disuniforme. 

Reputiamo opportuno illustrare i risultati conseguiti su di un esempio. 
In fig. 1, 2, 3 della tav. I, sono riprodotte tre microfotometrie delle lastre. 
La prima corrisponde allo spettro di assorbimento in assenza di campo, la 
seconda da lo spettro con un campo di 3000 volt/cm in polarizzazione o 
(vettore elettrico della luce perpendicolare al campo nel condensatore) e l’altra 
da lo spettro in polarizzazione m. Le due fotografie sono state fatte contem- 
poraneamente e sulla stessa lastra. La prima riga a sinistra nelle fotografie 


corrisponde alla transizione 3 S—11P A= 2475 ee 

Per interpretare i fotogrammi cominciamo col dare la posizione dei 
termini imperturbati e osserviamo che mentre i termini D, F, G ecc. sono 
da considerarsi come praticamente degeneri, trai termini P e D c’é un pic- 
colo intervallo che diminuisce via via che ci si avvicina al limite della serie 
come risulta dalla seguente tabella: 


FP -t065.9em,-% 10D, 1098 cm= ter Po Dames 28 cre 


I2P 883.4 11D 907.1 12P 11D 237 
ee 743.3 ro) 76 La 13P—12D_ 18.4 
14 P 634.9 i3,D 647.7 14P—13D_ 12.8 
Toe 548.1 14 D 559.0 15P—14D 10.9 


(1) E. Amatpi, loc, cit. 


a ay 
In base a quanto abbiamo detto prima risulta che l’effetto Stark-Lo Surdo 
dei termini D, F, G ecc. & praticamente del tipo lineare e la sua separa- 
zione totale é circa 
2 Fn* (n* — 
(1) Noe AOE rats 
15590 


dove Av é dato.in cm~' e F in volt/em; n* é il numero quantico efficace. 
La formula precedente vale in realta per Pidrogeno in cui tutti i termini 
collo stesso m sono degeneri, nel caso del Na invece i termini S sono di- 
stanti dagli altri e anche per i termini P la degenerazione non ¢ esatta, 
tuttavia riteniamo che tale formula sia valida ancora con buona approssi- 
mazione. Le autofunzioni dell’idrogeno, come € ben noto, vengono oppor- 
tunamente separate in coordinate paraboliche nella teoria dell’effetto Stark- 
Lo Surdo. Cid non si puod fare esattamente per il Na per la ragione teste 
detta, tuttavia @ chiaro che le autofunzioni perturbate dal campo elettrico 
non possono piu essere contrassegnate con un numero quantico azimutale 
e quindi non ha propriamente senso di parlare di termini P, D, F ecc. Le 
autofunzioni effettive degli stati derivanti dai termini S, P, D ecc. si po- 
tranno sviluppare in serie di autofunzioni imperturbate e questo per un noto 
meccanismo porta alle apparizioni di transizioni proibite fra lo stato 3S, 
che é il fondamentale e i termini nS e nD. Abbiamo indicato con nS e 
nD i termini provenienti da quelli imperturbati di tali numeri quantici, pur 
ripetendo che questa notazione ¢ puramente convenzionale e che la usiamo 
solo per brevita. 

Finché la separazione totale dei termini D & piccola in confronto alla 
distanza fra il termine D e il termine P pit prossimo, le righe 3 S-n D 
vengono scisse simmetricamente. Cid avviene p. es. nella riga 3 S— 10D; 
appena perd la separazione totale data dalla (1) raggiunge la distanza dalla 
riga P pit prossima, l’interazione fra i termini P e D comincia a diventare 
notevole ¢ si manifesta in una asimmetria della distribuzione delle intensita 
del tipo Stark-Lo Surdo. In particolare le componenti pit. prossime alla riga 
permessa vengono rinforzate perché per esse & maggiore la contaminazione 
col termine P. Inoltre i termini P pur conservando ancora la loro indivi- 
dualita, vengono respinti dai termini perturbanti per un noto teorema di 
teoria delle perturbazioni e questa interazione si manifesta con spostamenti 
di alcuni cm—'. Avvicinandosi al limite della serie la distanza fra i termini 
P e D diminuisce e infine i termini P si fondono completamente coi ter- 
mini D dando luogo a una scissione quasi simmetrica. Questa ¢ approssima- 
tivamente raggiunta nella riga 3 S— 15 P. Oltre questa riga il Av della (1) 
& paragonabile addirittura colla distanza fra due termini successivi della stessa 
serie e lo spettro assume un aspetto caratteristico, come di una banda. 

Tale banda si prolunga fin quasi al limite della serie ed ha struttura 
diferente in polarizzazione x ¢ in polarizzazione o. Essa merita alcune con- 


siderazioni. Gli stati quantici dell’elettrone ottico da un certo n* in poi, sotto 
lazione del campo elettrico divengono instabili; cio avviene per energie supe- 


San PN 1 
riori a — 2 | a ovvero per 2* > Ee sari) =. 134.F "* dover cau 
campo in volt/cm. Per tali valori dell’energia le superficie V = E (V energia 
potenziale, E energia totale) entro cui si muove |’elettrone non sono piii chiuse 
e il moto cessa di essere periodico, Sembrerebbe a prima vista che cid ba- 
stasse a determinare la fine dello spettro discreto e a passare direttamente 
al continuo. Cio avviene effettivamente nel K; invece nel Na si vede se- 
guitare una notevole fluttuazione dell’intensita dello spettro, che pud ben 
assimilarsi a uno spettro di righe, fin quasi al limite della serie e certo fino 
a valori dell’energia per cui le superficie V = E sono aperte. 

Una ragione plausibile di questo fenomeno si trova nella meccanica 
di Bohr Sommerfeld, al modo seguente: si pud calcolare che esistono delle 
orbite elettroniche che si svolgono, anche quando la superficie V = E é 
aperta, in modo da non far sfuggire lelettrone. Cid avviene pero solo se 
i termini sono degeneri in modo da lasciarsi separare in coordinate para- 
boliche, il che si verifica approssimativamente per il Na ma non per il K. 

In altri termini l’elettrone si muove in una specie di imbuto slabbrato 
da una parte “ ma si tiene sempre distante dalla slabbratura. 

Le orbite di questo tipo sono poche e quindi le righe ad esse corri- 
spondenti, che sono le sole che sopravvivono delle numerosissime righe a 
cui darebbero luogo gli ultimi termini della serie, sono rade, piu. rade per- 
fino delle ultime righe delle fotografie senza campo. 

Nella meccanica ondulatoria cid si spiega facendo vedere che vi sono 
alcune autofunzioni che hanno valori piccolissimi nella zona in cui il poten- 
ziale ha quella specie di sella attraverso a cui gli elettroni possono sfuggire. 

Dobbiamo infine parlare delle transizioni 3S —nS che si osservano 
in polarizzazione ~ solamente, per ragioni ben note ©). I termini S elevati 
che stanno, come abbiamo gia rilevato, isolati, non presentano effetto Stark- 
Lo Surdo lineare e quindi le righe 3 S— 7S non sono scisse; finché almeno 
la separazione dei termini prossimi non diventa cosi grande da raggiungere 
i termini S; cio accade circa a partire dal termine 17S. Del resto anche 
i termini S pur non essendo scissi sono spostati di alcuni cm—? (effetto 
Stark-Lo Surdo quadratico). 

L’intensita delle righe 3S—wnS ha un andamento in funzione di n 
simile a quello delle corrispondenti transizioni del K e si vede nettamente 
come i tipi Stark delle righe permesse vicine sono indeboliti per aver tra- 
sterito la loro intensita alle righe proibite. In particolare il diverso compor- 


(1) Un esempio di una superficie molto simile a quella qui considerata é@ riportato 
da J. C. MaxweLt, Treatise on Electricity. Oxford, 1873, vol. I, tav. III. 
(2) E. SeGrRE e G. C. Wick, loc, cit. 
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tamento che si osserva in polarizzazione m e o al di 1a della transizione 
3S—16P & dovuto almeno in parte al fatto che le transizioni 3 S—ns 
che presentano una scissione relativamente piccola assorbono in polarizza- 
zione 7 buona parte dell’intensita che in polarizzazione o viene distribuita 
fra tutte le componenti dei tipi Stark-Lo Surdo. 

Abbiamo cercato di spiegare almeno qualitativamente su di un esempio 
i complessi fenomeni osservati. Paragonando fra di loro lastre eseguite con 
diversi campi elettrici abbiamo anche potuto seguire lo svolgimento dei vari 
effetti in funzione di F pur non essendo possibili, per le incertezze dei va- 
lori del campo, precise misure quantitative. 

Infine abbiamo eseguito alcune fotografie ponendo il tubo assorbente 
tra polarizzatori incrociati e cogli assi a 45° col campo elettrico per osser- 
vare le birifrangenze anomale e i dicroismi che debbono apparire in vici- 
nanza delle frequenze per cui i due spettri di assorbimento sono diversi e 
abbiamo cosi potuto constatare che il vapore di Na presenta questi effetti 
nel campo elettrico. 

Vogliamo infine ringraziare il prof. P. Zeeman per averci permesso 
di fotometrare le lastre nel suo laboratorio e il dott. G. C. Wick per nu- 
merose e¢ istruttive discussioni sulla teoria di questi fenomeni. 


Chimica (Chimica organica vegetale). — Nuovo melodo di 
preparazione dello xilosio dai tulol di mais‘. Nota di C. ANTONIANI, 
presentata ® dal Socio N. Parravano. 


La preparazione dello xilosio dai vari prodotti vegetali ricchi in pentosani 
interessa il chimico ed il biologo oggi pil che nel passato. Cio sopratutto 
in virtt della nascente importanza tecnologica ¢ fisiologica che per questo 
miechero & venuta delineandosi negli ultimi anni, da quando cioe la ricerca 
ne ha messo in luce da un lato la fermentescibilita per opera di batteri e 
microfunghi diversi e, d’altra parte, la stessa possibilita di partecipazione al 
metabolismo glucidico animale. Ma a questa crescente importanza dello xilosio, 
non ha corrisposto un progresso nei metodi di preparazione, che ripetono 
ancor oggi in sostanza il vecchio procedimento inizialmente usato da Welher 
e Tollens 6) per l’idrolisi della gomma di legno e, cid che pil conta, urtano 
spesso in difficolta notevoli di applicazione che sempre si risolvono a scapito 
del rendimento. 


(1) Lavoro eseguito nel Laboratorio di Industrie Agrarie del R. Istituto Superiore 
Agrario di Milano. 

(2) Nella seduta dell’8 aprile 1934. 

(3) «Ann, Chem. », 254, 316, 1889. 
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Per quanto ¢ a mia conoscenza, a prescindere da Councler “ che indicd 
come pit vantaggiosa l’idrolisi con HCl e da Scurti e Morbelli ©) che spe- 
rimentarono comparativamente |’azione dei vari acidi minerali a pressioni 
diverse, prefiggendosi per altro scopi differenti da quello della preparazione 
dello xilosio, tutti usano ancor oggi quale agente idrolizzante, sia operando 
sullo xilano previamente estratto, sia operando direttamente sulla materia 
prima, l’acido solforico a concentrazioni variabili da 1 °/,a 7 °/o. Cosi é del 
metodo, quasi generalmente usato, di T. S. Harding “) anche nelle varie mo- 
dificazioni di dettaglio apportate dai vari sperimentatori in questi ultimi anni 
e cosi ¢ pure dei metodi di preparazione su scala semi-industriale, quale 
quello di W. S. Schreiber, N. V. Geib, B. Wingfield e S. F. Acree) in 
cui all’idrolisi con acido solforico si fa semplicemente precedere un tratta- 
mento con acqua sotto pressione per allontanare impurezze diverse. 

Durante ripetute preparazioni di xilosio dai tutoli di mais, preparazioni 
cul mi sono accinto in vista di intraprendere una serie di ricerche sistema- 
tiche su alcuni processi di fermentazione batterica dei pentosi, ho notato 
come si realizzassero vantaggi notevolissimi sostituendo, quale agente idro- 
lizzante, l’acido nitrico all’acido solforico. Cid mi ha portato alla elaborazione 
di un nuovo semplicissimo procedimento di preparazione dello xilosio, che 
ritengo generale, e che espongo qui nei dettagli di applicazione, credendo 
di fare con cio cosa utile a chi si interessi dell’argomento. 

Grammi 50 di tutoli di mais macinati si trattano con cc. 1500 di acido 
nitrico all’uno per mille e si mantengono per circa due ore in autoclave a 
due atmosfere. Si filtra, lavando la massa residua con 300-400 cc. di acqua. 
I] filtrato acido previamente decolorato, si concentra sino a piccolo volume 
a pressione ridotta, poi ulteriormente nel vuoto su P.O, sino a denso sci- 
roppo. Da questo si separa, spontaneamente o previo innesco, ma senza 
bisogno di alcuna purificazione, lo xilosio, in aspetto di massa bianca micro- 
cristallina, facilmente filtrabile alla pompa. II filtrato sciropposo, ulteriormente 
concentrato, fornisce un secondo prodotto di purezza poco inferiore a quella 
del primo. 

Lavati con alcool alla pompa e ricristallizzati una volta dall’acqua, questi 
due prodotti forniscono dello xilosio che & gid praticamente puro “) e che 


y =) ° ¢. . . . 
puo essere senz’altro impiegato, ad es., per ricerche di carattere fermentativo. 


(1) «Chem. Zeit. », 18, 966, 1894. 

(2) «Staz. Sper. Agr. It.», 52, 238, 1919. 

(3) «Sugar.», 25, 124, 1925. 

(4) J. A. Preece, « Bioch. Journ. », 24, 973, 1930; 25, 1304, 1931; J. K. CHow- 
pHURY e T. M. Sana, « Chem. Centralbl. », II, 450, 1931; J. SaBaTE e S. SapaTs, « Bull. 


Soc. Chim. Biol.», 13, 604, 1931;E. ANDERSON e S. KinaMau, « Journ. Biol. Chem. », 94, 
39, 1931. 


(5) «Ind. eng. Chem.»; 22, 497, 1931. 
(6) Ecco le caratteristiche del prodotto; 
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Il rendimento, non computando la frazione che ancora rimane nelle acque 
madri dopo la separazione del secondo prodotto, e che pud esser per la pit gran 
parte separata previa purificazione degli sciroppi coi metodi consueti, varia 
da 6a8 grammi di xilosio per 50 grammi di tutoli (al 30 °/. di pentosani). 
Cioe oscilla intorno al 15 °/, della materia prima. Il rendimento ottimo del 
metodo di Harding é del 12 °/,; ma si limita spesso, in preparazioni di labo - 
ratorio al 4-6 °/o. 

Questo procedimento dell’acido nitrico diluito sotto pressione, offre, 
come gid ho detto, vantaggi indiscutibili sugli altri metodi sin qui in uso. 
Consente di ottenere un liquido di saccarificazione pochissimo colorato ed 
assai puro, ovviando pressoché completamente alla formazione di sostanze 
umiche durante Vidrolisi. Elimina la necessita di neutralizzazione dell’acido, 
dato che questo viene per la massima parte allontanato durante Ja concen- 
trazione a pressione ridotta. Ovvia ogni successivo trattamento di purifica- 
zione dell’idrolizzato, semplificando con cid di molto il processo di prepa- 
razione che risulta, di conseguenza, anche notevolmente abbreviato. Consente 
infine un maggior rendimento in xilosio, pur limitando il computo ai soli 
prodotti di prima e seconda cristallizzazione. 

Mi riservo lo studio dell’applicazione semi-industriale del procedimento. 


p. f. 146-148°; ap = + 20 + 21 (c. 10°). 

Osazone: p. f. 163°; levogiro in soluzione alcoolica. 

Residuo minerale: 0,6-0,8°/,, in massima parte costituito da solfati. 
Acidita espressa in acido nitrico: 0,10-0,15 °/o. 
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Biologia. — Determinazioni cariometriche su fegato di topo por- 
latore di tumore a vario sladio di sviluppo. Nota 1 di V. Carmi- 
NATI, presentata‘” dal Corrisp. P. RonponI. 


In questa Sezione Biologica sperimentale si va osservando da piu di 
un quinquennio per svariate ricerche il comportamento biologico dell’ade- 
nocarcinoma mammario ceppo Ehrlich del topo bianco; ebbi modo cos! di 
esaminare un numero veramente ragguardevole di preparati istologici di 
tale portatore e potei avvalorare l’impressione che nel tessuto epatico 1 
nuclei a maggior diametro siano molto pit frequenti che nel topo normale, 
non portatore. 

L’interessante osservazione mi indusse a svolgere sistematiche ricerche 
cariometriche che formano |l’oggetto della presente Nota. 

Nella letteratura non wv’ cenno, ch’io mi sappia, di osservazioni del 
genere, sebbene non manchino lavori intesi a dimostrare Ja variabilita delle 
dimensioni nucleari in rapporto a determinati momenti fisiologici e pato- 
logici, indotti questi ultimi anche sperimentalmente. 

Cosi sono da ricordare le belle ricerche di Morpurgo B. (1889-90) ; 
PA. vide per il primo che 1 nuclei di vari tessuti e specialmente lepatico 
di piccioni viaggiatori digiunanti e di conigli fatti morire di fame, sono pit 
piccoli e pil uniformi di quelli di conigli renutriti, dove i nuclei « sono 
spesso cosi grossi che superano quelli del coniglio normale ». Lukianow M. 
(1897-98), come ricorda lo stesso Morpurgo (1898) in una ulteriore Nota, 
dove rivendica giustamente la priorita delle sue osservazioni, ¢ pervenuto 
a risultati consimili in determinazioni cariometriche di cellule epatiche di 
topi bianchi sottoposti ad inanizione completa o parziale. Boehm P. e Asher L. 
(1908), citati da Voss H., avrebbero pure osservato variazioni di grandezza 
dei nuclei del fegato in animali tenuti a diete diverse. Apaloff, citato nel 
trattato di istologia di Prenant, Bouin e Maillard (Ediz. 1911, pag. 917), 
avrebbero osservato nel fegato di animali tenuti a dieta iperazotata aumento 
di cellule binucleate. 

Nella letteratura vi sono ancora pit numerosi lavori di cariometrica 
su tessuti patologici vari (granulomi, processi vari, tumori) in confronto 
ai tessuti limitrofi e di provenienza (Epantshin W., Oertel Hh, Heiberg K., 
Nomicos ed altri) ma non interessano qui direttamente. 


(1) Nella seduti del 22 aprile 1934. 

(2) «Arch. de Biologie » di A. Mosso, t. XII, 333, 1889; «Arch. per le scienze 
mediche », vol. XIV, n. 3, 29-62, 1890 (estratto); « Atti R. Accademia dei Fisiocritici » 
vol. X, ser. IV, 1-5 t., 1808. 
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Citerd ancora le determinazioni cariometriche svolte su tessuti normali 
di animali in accrescimento per parte di Heidenhain M. (1907-11-23-25) , 
di Jakobj W. (1925), che dimostrarono un rapporto costante fra volume 
nucleare e sviluppo somatico. Rapporto che fu espresso, forse troppo assio- 
maticamente, persino in una legge dell’accrescimento ritmico in proporzioni 
costanti (Heidenhain M.). Tali ricerche vennero poi in parte o in tutto con- 
fermate da altri: ad esempio da Clara M. (1930), Voss H. (1928), 
Silvestroni E. (1933). Ma anche queste ricerche non interessano diretta- 
mente per il lavoro che qui si riferisce e passo senz’altro ai particolari di 
esso. 

I. Tecnica. 


Per una impostazione adeguata del presente lavoro si istituirono ricerche 
comparative su fegati di animali portatori di tumore a diverso stadio di 
sviluppo, sempre col confronto di fegati di animali normali. Si usarono 
topi bianchi, della stessa eta (attorno agli 8 mesi) e dello stesso peso 
(gr. 23), provenienti dall’allevamento proprio. 

Alimentazione, temperatura ambiente ecc. vennero tenuti costantemente 
eguali. A lotti di 10 capi furono via via sacrificati ed i rispettivi fegati, 
subito asportati, pesati, contrassegnati, venivano messi in massa in soluzione 
di formalina al 10°/, neutra, per tre giorni; i passaggi successivi (alcool, 
xilolo, paraffine) erano eseguiti pure in massa, avendo cura di rinnovare 
due volte ogni bagno, che durd sempre 2 h. Il passaggio in massa degli 
organi si credette opportuno per livellare le alterazioni indotte dal tratta- 
mento (coartazione, rigonfiamento, ecc.) non eliminabili altrimenti. Le se- 
zioni del tessuto furono costantemente di p. 6; si colorarono con ematossilina 
Carazzi—Eosina. 

Gli animali portatori di tumore venivano sacrificati a lotti di 10 capi, 
come s’é detto, dopo 10, 20, 30 giorni dall’innesto, tenendo conto anche 
del peso del tumore. 

Per la misurazione del diametro nucleare si fece uso di microscopio 
Zeiss a tavolino traslatore micrometrato; montato con ocul. 20 k., munito 
di scala micrometrata e con obiett. 20 apocromatico. Per ciascun fegato si 
determinava il diametro di 1000 nuclei almeno, scartando gli ovoidali e 
gli irregolari; per criterio di guida si determinava il diametro dei nuclei 
che venivano via via a trovarsi in linea sulla scala micrometrata. Sin dalle 


(1) «Klin. Woch.», Bd. I, 97, 19253 « Klin. Woch.», Bd. 1, 481, 1925. 

(2) «Arch. Entwickmechan. », Bd. 106, 1925. 

(3) «Zeitschr. f. mikr.-anatom. Forschung », Bd. 22, H. 1-3, 145-219, 1930; « Anat. 
Anz.», Bd. 72, 10-11, 209-240, 1931; « Zeitschr. f, Anat. u. Entwickelungsgeschichte », 
Bd. 99, H. 5, 622-631, 1933. 

(4) «Zeitschr. f. Zellforsch. u. mikroskop. Anatomie», Abt. B., Bd. 7. H. 2, 187-200, 
1928. 

(5) «Boll, Soc. Ital. di Biol. speriment. », vol. VIII, fasc. 5, 1933- 
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prime determinazioni parve opportuno suddividere i nuclei in classi crescenti 
di r w., partendo da un minimo diametro di 5 w. (in questa classe si com- 
presero i nuclei inferiori ai 5 w., in verita assai raramente osservatt). 

Il metodo descritto e seguito parve il pi adatto ad ovviare errori di 
interpetazione, specie in confronto a quelli impiegati da altri AA.; per 
esempio da Voss, il quale impiego cellule fresche liberate per dissociazione 
e sospese in soluzione di acido acetico glaciale all’1°/o. 

Torna qui opportuno far osservare che non é ancora risolta la vecchia 
questione se Vacido acetico a determinate concentrazioni alteri o meno le 
dimensioni degli elementi cellulari e d’altra parte che la preparazione di 
una pappa cellulare non puo dare la certezza che gli elementi rimangano 
immodificati. 

Per la critica mossa dalla stesso Voss a Jakobj « essere cioé poco esatto 
condurre determinazioni cariometriche su tessuti fissati e paraffinati, in quanto 
la coartazione che avviene altera i reperti» si puo far rilevare che é logica 
se si riferisce a valori assoluti, non logica se si riferisce a valori compa- 
rati come nel caso di Jakobj e nostro. La coartazione, anche se avviene, 
e uniforme, ed i valori sono fra loro egualmente comparabili, quando, ben 
s'intende, si osservino scrupolosamente per tutti i tessuti, aventi lo stesso 
volume, i tempi dei singoli trattamenti per l’allestimento dei preparati isto- 
logici. 

Per la critica ancora di Voss a Jakobj, che nel computo entrano anche 
«calotte di nuclei » trattandosi di sezioni microtomiche, almeno per le pre- 
senti determinazioni comparative, non pare ci si debba preoccupare sover- 
chiamente, in quanto la frequenza delle « calotte di nuclei » non pud essere 
sensibilmente diversa nei tessuti di controllo e nei tessuti in esame, quando 
sia costante lo spessore delle sezioni e si determini il diametro di almeno 
1000 nuclei. 

I. Risultati. 

Come appare dall’annessa tabella si poté evidenziare un sensibile aumento 
proporzionale di nuclei epatici a diametro superiore a 7 uw. nei topi porta- 
tori di adenocarcinoma da innesto, in confronto ad animali controllo, sani, 
press’a poco coetanei, e in certo senso parallelamente allo stadio di sviluppo 
del tumore. 

Se prendiamo in considerazione infatti le frequenze delle classi di 8 p. 
€ superiori, troviamo che esse, sommate, danno per i topi senza tumore 
un valore di 275 (ossia su 1000 nuclei se ne hanno 275 di diametro da 
8 uw. in su); per i topi con tumore di ro giorni, 20 giorni, 30 giorni si 
hanno rispettivamente valori di 751, 785, 836, corrispondenti ad aumenti 
di 476, 510, 561 per mille sul valore originario. Se reciprocamente calco- 
liamo la somma dei nuclei con diametri di 7 p. 0 meno, abbiamo che dal 
valore 725 dei topi normali si cala per i topi con tumore a diverso grado 
di sviluppo a 249, 215 e 164 (30° giorno). 
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L’aumento dei diametri nucleari é dunque assai brusco in 10* giornata 
dal?innesto, meno sensibile ma costante nelle due decadi successive. Lo 
studio particolare del comportamento di frequenza dei diametri nucleari in 
ogni fegato mostra a un di presso il risultato che ¢ espresso nella tabella 
come « media »; gli scarti di frequenza di una medesima classe di nuclei 
non superano il centinaio. 

Dunque si ¢ di fronte ad un comportamento considerevolmente costante 
e che non puo dipendere, dato anche il numero di animali studiati, da 
una accidentalita. 

Determinazioni cariometriche condotte su fegati di animali portatori 
di tumore con segni manifesti di sofferenza generale per cause varie (suppu- 
razione dell’innesto, ulcerazione del tumore, diarrea ecc.) evidenziarono o 
un aumento meno netto dei nuclei a maggior diametro o addirittura una 
frequenza normale e subnormale. Fatto che concorda con le osservazioni 
di Morpurgo e Lukianow, gia ricordate, sulla inanizione da denutrizione. 

Questo fenomeno, della relativa ipertrofia nucleare nel fegato di topi 
portatori di adenocarcinoma, dimostra che il tumore influenza il metabo- 
lismo nucleare di organi normali; e cid pud fare probabilmente per due 
meccanismi, sui quali naturalmente mi esprimo con ogni riserva: puo darsi 
anzitutto che il tumore, in cui predominano colla crescita sempre pil i 
fatti necrotici, liberi materiali nucleari, che sono riassorbiti ed utilizzati dai 
nuclei epatici per processi costruttivi. In realta i nuclei delle cellule epa- 
tiche offrono possibilita di influenzamenti per parte di diversi interventi, 
secondo fu detto e sopratutto per apporto anche di materiali nucleari esogeni 
come sara detto in altra Nota. 

Un’altra ipotesi ¢ che il tumore influenzi in via enzimatica il metabo- 
lismo nucleare di organi a distanza; allo stesso modo che, secondo osserva- 
zioni di Klein e Ziese“, negli animali portatori di tumori € aumentato il 
contenuto in arginasi nella muscolatura, parallelamente all’alto contenuto 
in arginasi del tessuto neoplastico, cosi potrebbe darsi che quegli apparati 
enzimatici implicati nel metabolismo nucleare, che certo devono avere im- 
portanza somma nel neoplasma, in specie nella loro funzione sintetica (sin- 
tesi di acido nucleinico ecc.), fossero per un meccanismo ignoto esaltati 
© comunque modificati anche nel fegato dei portatori. 

I nuclei nel fegato dei portatori appaiono ben conservati e del tutto 
normali; ed il dominante aumento loro di volume non puod essere interpre- 
tato come espressione di pura degenerazione, imbibizione e simili; perche 
in tal caso si dovrebbe avere un aumento di volume generale dell’organo, 
il che non €; ma piuttosto si ha lieve diminuzione. 


(1) «Zeitschr. f. Krebsforsch. », Bd. 37, H. 4, 323-346, 1932. 
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Biologia. — Determinazioni cariometriche su fegato di topo inoculato 
con nucleo-proteidi di timo di vitello. Nota di V. CarminatTi, presentata dal 
Corrisp. P. Ronponl. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Biologia. — Determinazioni cariometriche su fegato di topo portatore di 
tumore ed a diela timica. Nota di V. Carminami, presentata dal Corrisp. 
P. Ronponi. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 
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Geologia. — Questioni di geologia toscana, particolarmente 
elbana. Nota 11 del Corrisp. P. Atozsi. 


Oltre alle dioriti, alle eufotidi ed alle anfiboliti, delle quali mi sono 
occupato nella Nota I®, ci sono fra le mie rocce preofiolitiche, e molto 
abbondanti, le peridotiti: esse sarebbero delle serpentine, anzi le serpentine 
ofiolitiche, modificate per contatto dal granito. Voglio fare qui un’osserva- 
zione preliminare: il de Wijkerslooth dice (p. 122) che io, ingannato dall’alto 
contenuto di olivina, ho indicato, a torto, come peridotiti delle serpentine me- 
tamorfosate; e quando, nel suo lavoro, parla di queste rocce, le chiama 
« cosi dette peridotiti». Ora per me, e credo per tutti i petrografi, rocce 
che hanno per costituente essenziale il peridoto, associato a pirosseni ed 
anfiboli, son da chiamare peridotiti. Che a lui faccia comodo dirle serpentine, 
é un altro paio di maniche; ma se nella gia troppo complessa nomenclatura 
petrografica, invece di stare sul saldo fondamento della composizione mine- 
ralogica, si dovesse tener conto di quello che pu convenire alle teorie, pil 
o meno fondate, dei geologi, si starebbe proprio freschi! 

Che, per fenomeno di contatto, il silicato di magnesio si disidrati e si 
ricombini col ferro, per riformare quel minerale dal quale esso ha avuto 
origine, e che qualche cosa di analogo avvenga anche per il serpentino de- 
rivato, nelle stesse rocce, dai pirosseni, potra essere; ma che questo si sia 
verificato nel caso nostro, mi sembra sommamente improbabile. 


(1) Presentata nella seduta del 22 aprile 1934. 
(2) Ved. questi « Rendiconti», vol. XIX, fasc. 7, p. 539, 1934. 


RENDICONTI. 1934, Vol. XIX. 39 


— 610 — 


La serpentina ofiolitica, sia quella elbana, sia quella del continente, ¢ 
di tipo molto uniforme; come si spiegherebbe allora che da essa, per un 
medesimo fenomeno, fosse derivata tutta la varieta di rocce diverse (peri- 
dotiti tremolitiche, peridotiti antofillitiche, wehrliti, harzburgiti tremolitiche, 
harzburgiti antofillitiche, peridotiti talcose) che si rinvengono al monte Ca- 
panne? Non certo con la maggiore o minore distanza dal contatto, perché 
rocce analoghe si trovano tanto a ridosso del granito, quanto piu o meno 
lontane da esso. 

Si noti poi che qualche volta I’ olivina delle peridotiti & parzialmente 
serpentinizzata, come, per esempio, nell’harzburgite antofillitica di S. Ilario; 
dato che la disposizione dei residui peridotici nel serpentino dimostra con 
evidenza che questo deriva da quelli, e non viceversa, bisognerebbe ammet- 
tere una successione di fenomeni assai curiosa, e cioe: 1° I] peridoto delle 
originarie peridotiti si ¢ trasformato nel serpentino delle serpentine ofiolitiche. 
2° Il serpentino delle serpentine ofiolitiche si e ritrasformato in peridoto 
per metamorfismo di contatto. 3° Il peridoto di queste rocce metamorfiche 
si € di nuovo trasformato in serpentino. 

D’altra parte, in alcuni luoghi, per esempio al Caviere, a Graziano ed 
altrove, si trovano insieme peridotiti e serpentine; si dovrebbe aver qui la 
prova della derivazione delle prime dalle seconde, ed in queste ultime si 
dovrebbero poter riconoscere i caratteri delle serpentine ofiolitiche. Ma non 
avviene proprio nulla di tutto questo. Mentre le serpentine ofiolitiche non 
contengono altro che in rari casi residui di olivina, e mai, che io sappia, 
cid & stato verificato per serpentine elbane sicuramente ofiolitiche, in queste 
del monte Capanne il peridoto ¢ quasi sempre presente, e€ spesso in copia 
notevole. Ora, mi sembra, non si pud uscire, in questo caso, dal dilemma: 
Volivina, nelle serpentine in discorso, & originaria, oppure, come vuole il de 
Wijkerslooth, & derivata, per metamorfismo di contatto, dal serpentino. I] 
modo di presentarsi dell’olivina (gruppi di grandi isorientati, separati da ser- 
pentino) dimostra in modo sicuro che il serpentino ¢ secondario dal peri- 
doto, ragion per cui, se si volesse ammettere che questo, a sua volta, fosse 
derivato da serpentino per metamorfismo di contatto, bisognerebbe ricorrere 
a quella complicata e, a mio parere, poco verosimile serie di trasformazioni 
e ritrasformazioni, alla quale ho accennato poco fa. 

Del resto, in qualche caso poco frequente (alle Tombe), si trovano, 
fra le rocce da me considerate preofiolitiche, anche delle serpentine senza 
peridoto; queste rocce che, una volta ammessa la derivazione del peridoto 
dal serpentino per azione del granito, dovrebbero rappresentare i tipi ancora 
intatti, 0 quasi, hanno una struttura cosi particolare (v. fig. 2, tav. II del 
mio lavoro), da farle nettamente riconoscere dalle serpentine ofiolitiche. 

Moltissimi, in conclusione, sono i caratteri che distinguono le rocce 
peridotico—serpentinose del monte Capanne dalle serpentine ofiolitiche; voglio 
accennare anche ad uno di tali caratteri, di natura diversa da quelli ricordati 
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fino ad ora, e cioé alla presenza frequente, nelle peridotiti, di inclusi anfi- 
bolici od anfibolico-pirossenici, nettamente distinti dalla roccia includente. 
Anche questo fatto, visto che nella serpentina ofiolitica inclusi non ce ne 
sono, deve essere attribuito al metamorfismo di contatto? 

Siccome poi, nella serie ofiolitica, di rocce non feldispatiche c’é solo la 
serpentina, bisognerebbe ammettere, accettando le idee del de Wijkerslooth, 
che da essa, oltre ai tipi svariati di peridotiti dei quali ho fatto cenno, fos- 
sero derivate anche, sempre per il solito metamorfismo di contatto, le rocce 
anfiboliche, con peridoto o senza, tanto frequenti nell’ anello in connessione 
con le peridotiti; e Vorneblendite della Crocetta; e le pirosseniti anfiboliche 
di Grotta d’Oggi; e le rocce cloritiche; e le rocce a spinello. Che madre 
prolifica quella serpentina! E non pud darsi, piuttosto, che, in questo caso, 
il granito sia, come diceva il Coquand“), « fort innocent des actes de vio- 
lence qu’on lui attribue »? Non di tutti, ma di molti credo di si. 

Naturalmente il de Wijkerslooth non si limita ad affermare che le mie 
rocce verdi preofiolitiche sono quelle ofiolitiche metamorfosate dal granito, 
ma porta anche, per provarlo, degli argomenti secondo lui molto validi; 
vediamoli. 

a) Tutte le rocce basiche dell’ Elba occidentale giacciono sul Neoco- 
miano-Giura superiore, come avviene per le oftoliti dell’Elba orientale. 

Questo argomento e fondato sulla determinazione cronologica, fatta dal 
de Wijkerslooth, delle rocce sedimentarie metamorfiche del monte Capanne, 
e perde tutto il suo valore quando tale determinazione si ponga in dubbio, 
cid che, secondo me, é legittimo e doveroso di fare. 

b) Le peridotiti e le serpentine delle rocce verdi preofiolitiche mo- 
strano le stesse tipiche strutture di laminazione che son comuni nelle ser- 
pentine ofiolitiche. 

Questi fenomeni di laminazione si osserverebbero principalmente, oltre 
che nelle peridotiti e serpentine del monte Capanne, nelle serpentine (p. 243) 
ofiolitiche di Cima del Monte e di monte Castello, nella parte orientale del- 
VElba, ed in quelle, sempre della parte orientale, ritenute presiluriane dal 
Lotti, ma riferita alla serie ofiolitica dal de Wijkerslooth. Essi consisterebbero 
in una facile divisibilita, secondo superfici lucide e bianche. Non ho ora 
presenti le serpentine di monte Castello e della Cima del Monte; per quelle 
presiluriane e per alcune delle rocce preofiolitiche, ho osservato una tessitura 
scistosa spesso assai evidente. Ammettendo anche che in tutti i casi si abbia 
a che fare con fenomeni di laminazione, si pud forse considerare un tal fatto 
come prova della corrispondenza delle rocce che presentano i fenomeni ora 
detti? A me sembra proprio di no; mi pare invece naturalissimo che rocce , 


(1) H. Coquann, Sur les terrains stratifiés de le Toscane. « Bull. Soc. geol. de France », 
Il, ser. 2°, Paris, 1845. 
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analoghe, anche se di eta diverse, abbiano soggiaciuto nel medesimo modo 
alle stesse azioni meccaniche. 

c) Nella serpentina (la mia wehrlite) del monte Agacciaccio, presso 
Fetovaia, si troverebbe una «breccia intrusiva » formata di frammenti di 
calcari maiolica, metamorfosati dalla serpentina. 

La presenza della « breccia intrusiva » mi & sfuggita interamente, ma 
questo non conta nulla, dato che il de Wijkerslooth Vha vista. Egli afferma 
che il metamorfismo del calcare & stato prodotto dalla serpentina (la mia 
wehrlite), ma, veramente, sarebbe stato bene che avesse specificato le ragioni 
che giustificano tale sua asserzione , anche questo, peraltro, ha poca impor- 
tanza. Quello che pitt conta @ che il calcare sia veramente quel calcare che 
intende il de Wijkerslooth, e che altrove ¢ caratterizzato dalla sua microfauna. 
Ora, per i calcari dell’Agacciaccio, |’Autore stesso (p. 135) dice che «i cal- 
cari maiolica sono debolmente metamorfici per contatto e finemente cristal- 
lini. La loro microfauna é divenuta percid indeterminabile ». L’attribuzione 
& fatta fondandosi sull’aspetto esterno, e sulla posizione dei calcari rispetto 
alla wehrlite che, ed abbiamo veduto su quali basi poco solide, e ritenuta 
serpentina ofiolitica metamorfica. Come si vede sono affermazioni che si sor- 
reggono a vicenda; se ne fallisce una crolla tutto ledifizio! 

d) La costante successione: serpentina, eufotide, diabase, che si man- 
tiene anche dove c’é stato un intenso metamorfismo di contatto. 

Che la successione suddetta sia sempre verificabile per le rocce ofio- 
litiche, € cosa ormai ammessa da tutti; che essa si manifesti nelle rocce 
della mia serie preofiolitica (e sarebbe: peridotiti a rocce connesse, eufotidi, 
dioriti) io non ho potuto stabilirlo, anche per la grande scarsita di rocce 
gabbriche, ma mi farebbe molto piacere che si potesse verificarla, perché 
renderebbe pil compiuto il parallelismo che ho cercato di stabilire fra i due 
periodi intrusivi elbani, e sul quale tornerd fra breve. 

In conclusione, mi sembra che nessun argomento positivo e certo auto- 
rizzi a riunire le rocce verdi pit o meno metamorfiche del monte Capanne, 
con quelle ofiolitiche; viceversa, tutti i fatti sicuramente stabiliti tendono a 
dimostrare che si tratta di due formazioni distinte e successive. 

Il nostro autore accenna anche alla eufotide ed alle rocce scistose le quali, 
in piccola quantita, si trovano all’isola di Montecristo, e dice che (p. 274), 
se ¢ giusto quanto afferma il Lotti, cioe che esse corrispondono a quelle 
dell’anello del monte Capanne, si tratta anche qui di rocce di eta giurassica 
superiore e successiva, metamorfosate del granito. 

Per le rocce scistose ci sono solo le poche parole del Lotti, dalle quali 
una corrispondenza con quelle sedimentarie metamorfiche del Capanne sem- 
brerebbe risultare veramente. Per ]’eufotide le cose stanno assai diversamente: 
da uno studio dell’Ugolini®, che il de Wijkerslooth cita nella bibliografia, 


(1) R. Ucottnt, Rocce di Montecristo, « Atti R. Acc. Fisiocr.», n. 6, 1909. Siena, 1909. 
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ma che forse non ha letto, risulta infatti che si tratta di una eufotide an- 
fibolizzata con lawsonite, la quale non ha la corrispondente in nessun tipo 
elbano. Si deve aggiungere anche questa trasformazione, alle tante da_attri- 
buire al metamorfismo di contatto col granito? 

Ma allora, dato che rocce simili si trovano al Giglio, all Argentario, 
alla Gorgona, e che in questi ultimi due luoghi di granito non c’é traccia, 
se ne deve concludere che il granito, anche se assente, esercita lo stesso 
il metamorfismo di contratto? 

Delle rocce verdi del Giglio, dell’Argentario e della Gorgona il de Wij- 
kerslooth non ne parla, né si capisce perché; a me invece conviene di trat- 
tenermici brevemente. 

AllArgentario ed al Giglio la successione dei diversi tipi non é chia- 
ramente stabilita, ma alla Gorgona si, e, guarda caso strano, dagli studi 
accurati dell’Ugolini “) e del Manasse % risulta che, anche qui, si ha la serie 
ascendente: serpentina eufotide, diabase. Visto che di questa successione il 
de Wijkersloot fa fondamento per stabilire l’appartenenza delle mie rocce 
verdi preofiolitiche alla serie ofiolitica, se ne deve dedurre che anche le rocce 
verdi della Gorgona sono ofioliti metamorfosate? 


I] de Wijkerslooth, delle opinioni degli altri geologi, e delle loro ipotesi, 
accetta come oro di zecchino quelle che confermano il suo modo di vedere; 
le altre, secondo lui, sono semplicemente errate. Io mi limitero a dire che, 
finché nuove osservazioni non abbiano dimostrato il contrario, la mia ipotesi 
mi pare pil probabile della sua. 

E siccome, secondo quanto ho avvertito in principio, tale mia ipotesi 
sembra esser ignorata dai geologi, la riassumo qui per sommi capi, rispar- 
miando loro cosi la fatica di andare a cercarla nel mio libro. 

Si avrebbero, all’Elba, due gruppi distinti di rocce eruttive: 


a. eridotiti 
Rocce verdi preofiolitiche P ey: ela 
| eufotidi e dioriti 
1 — 
| granitite 


Rocce granitiche 


filoni aplitici 


\ serpentine 
| Rocce ofiolitiche { eufotidi 


Il ] diabasi 


ae porfido granitico 
Rocce granitiche 


aplite porfirica (eurite) 


(1) R. Ucotmi, Appunti sulla costituzione geologica dell’isola di Gorgona. « Mem. Soc. 


Tosc. Sc. Nat.», XVIII. Pisa, 1902. 
(2) E. Manassz, Le rocce della Gorgona, ivi, XX. Pisa, 1903. 


— 614 — 


Ciascuno dei due gruppi, che dovrebbero corrispondere a due succes- 
sivi periodi di attivit’ endogena, si inizierebbe con una prima emissione di 
rocce basiche, alla quale ne seguirebbe, sempre in ciascun gruppo, una di 
rocce granitiche; inoltre, in ognuno dei due periodi, si avrebbe una sempre 
maggiore acidita, fra i termini estremi, peridotiti e serpentine da un lato, 
apliti dall’altro; ambo i periodi terminerebbero con una fase pneumatolitico— 
idrotermale, e queste due fasi avrebbero dato origine, tra l’altro, ai minerali 
rari dei filoni di S. Piero, ed alle concentrazioni tormalinifere del porfido 
e dell’eurite. 

Leta del primo periodo rimane, secondo me, indeterminata, ma pre- 
terziaria; il secondo, anche se si debba ammettere che abbia avuto inizio 
prima della fine del secondario, ¢ certamente terminato nel terziario. 

Quindici anni fa io dicevo che questa mia ipotesi era da considerare 
come un primo tentativo, e cid ripeto anche oggi; le osservazioni del de 
Wijkerslooth ne hanno, in parte almeno, confermato la giustezza, ma po- 
trebbe darsi benissimo che studi successivi la dimostrassero infondata. 

Il de Wijkerslooth, con il suo bel lavoro, frutto di una quantita vera- 
mente rageuardevole di osservazioni personali, ha dato, ai giovani geologi 
italiani, un esempio che mi auguro serva di incitamento e di sprone; se 
qualcuno di loro, riprendendo lo studio, tanto complesso e difhicile, della 
geologia elbana, giungera a risultati sicuri, che non siano conformi alla mia 
ipotesi, sarO io il primo a dargliene lode “. 


Astronomia. — Osservazioni del diametro orixzontale del sole fatte nel 
R. Osservatorio del Campidoglio negli anni 1901-1910. Nota del Socio A. Di 
LEGGE. 

Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Astronomia. — Sulla utilizzazione delle determinaziont spettroscopiche delle 
velocita radiali nello studio del moto berturbato dei sistemi stellari. Nota del 
Corrisp. V. Nosi.e. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


(1) Vorrei permettermi di dare qui un consiglio ai giovani geologi, quello di studiare 
senza preconcetti teorici, i quali sono molto pericolosi, giacché possono far prendere delle 
cantonate solenni. Tipica quella di un geologo e petrografo di grandissimo valore, il Termier. 
Nel 1910 io descrivevo (Rocce gramitiche negli scisti della parte orientale dell’isola d’ Elba, 
«Mem. Soc. Tose. Sc. Nat.», XXVI. Pisa, 1910) i filoni granitici e le rocce da essi me- 
tamorfosati nell’Elba orientale; quasi contemporaneamente il TERMIER (Sur les granites, les 
gneiss et les porphyres écrasés de Vile d’Elbe, «C.-R. Ac. Sc.», CXLVUI. Paris, 1909), nel 
desiderio di applicare all’Elba la teoria dei carreggiamenti, descriveva le rocce stesse come 
miloniti; gli studi successivi, anche quelli del DE WijkERSLOOTH (Die falschen und die wahren 
Mylonite des tertiéren Granitkomplexes von Elba, «Proc. K. Ak. v. Wtsch.», 34. Amster- 
dam, 1931, e Baw und Entwicklung ecc., pp. 31-32), hanno confermato la giustezza della 
mia interpretazione. 
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MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA, SOGI 


Matematica (Analisi). — Alcuni teoremi di esistenza e di 
unicita per l’equazione xu, +u,,+2u,=0. Nota di Maria Cr 
BRARIO, presentata‘? dal Socio G. Fusin. 


In un lavoro precedente @ si e studiata lequazione: 
(1) XZxx + Xyy = 0, 


che & di tipo iperbolico per x<0 e di tipo ellittico per x > 0, e si sono 
dati per essa alcuni teoremi di esistenza e di unicita. Ci proponiamo qui 
di estendere, molto brevemente, i risultati trovati per la (1) alla sua equa- 
zione aggiunta, cioe alla: 


(2) : Xxx + Uyy Seo == Or ; 


Questa, ponendo: 


G) < (x,y) = xu (x,y), 


si trasforma nella (1). Ne segue che: 


(4) u(0,y)= Him * 2 D 4 (0,9). 


Le caratteristiche sia della (1) che della (2), reali per x <0, sono le 
parabole: 


(5) (y—yo)? + 4x =0, 


di cui la parte corrispondente a y=. costituisce la caratteristica di un 
sistema per il punto (0, yo), mentre la parte corrispondente a y= Yo Costi- 
tuisce quella del secondo sistema per il punto (©, yo); esse hanno come 
inviluppo l’asse y, cioé la curva parabolica dell’equazione. 

Tenendo conto delle relazioni (3) e (4), dai teoremi di esistenza e di 
unicita per la (1), dimostrati nel lavoro citato, a cui ci riferiremo costan- 
temente, seguono quelli relativi alla (2). 


(1) Nella seduta del 6 maggio 1934. 
(2) M. Crprario, Intorno ad una equazione lineare alle derivate parziali del secondo 
ordine di tipo misto iperbolico—ellittica, « Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa », 


1934. 


ore tera 


Si ha cosi il: 


Trorema I, — Nel trilatero T, posto nel semipiano x =0 e limitato da 
un segmento m=y=n dell’asse y (MN nella fig. 1, in cur si & supposto 
m=—1,n=1) e dai due archi di caratteristiche per 1 swot estrems 


(MR e NR nella fig. 1), esiste uno e un solo integrale della (2) u(x,¥Y), 


Jeafey, Ths 


che é funzione D™ ) anche per x = 0 e che sul segmentom=y=—n dell asse y 
si riduce ad una funzione DIY assegnata v(y); tale integrale u(x, ¥y) é dato 
dalia formula: 


(6) Meee Sf Pa —+)?¥[Y()]d, 


dove: 
(7) BG) SoM uae 4 ae ee Go ee oy Gee 


Infatti S) nel trilatero T esiste uno e un solo integrale della (1), che 
é funzione D™ anche per x =0 e che soddisfa le condizioni ai limiti: 


r(07,y =0 5 xx (0, y) =v) 


(1) Ci si pud sempre ridurre a supporre m= —1 , 1 =1 col cambiamento di va- 
riabili: 

at ae m+n DA = 
x= Sox 5 ye as ae ; Y, che non altera le (1) e (2). 


© (2) Con funzione D” intendiamo una funzione finita e continua con tutte le sue de- 
rivate continue fino a quelle di ordine » incluse. 
(3) M. Crprario, loc. cit., § 1, Teorema I. 
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esso ¢ dato dalla formula: 


<(# 59) =f ra — 1) v[YN) d, 


re) 


dove Y (t) ha la forma (7); ne segue subito l’enunciato precedente. Qualche 
difcolta potrebbe sorgere circa le derivate: ux (0, y) e txx (0, y); ma con 
un calcolo piuttosto laborioso si trova che é: 


ge eal 2) ACD 
2 


ux(O,y) = ears Cl geese? 

cioe che per x = 0 é soddisfatta, oltre alla (2), anche l’equazione, che si 
ottiene derivando la (2) rispetto a x. Appunto per poter calcolare la uxx (0, y) 
si € dovuto supporre che v (y) fosse D'Y. Si vede dunque che nel trilatero T 
un integrale della (2) € determinato, quando sul segmento dell’asse y, che 
lo limita, ¢ dato ad arbitrio il solo valore dell’ integrale stesso u (0, y) = 


=v. () (¢ non quello della sua derivata wx(0,y), che € uguale a 
oe 
>) 


la’ (@): pers miso 

Tale singolarita & dovuta al fatto che l’asse y € retta eccezionale per 
la (1) e per la (2) e alla forma dell’equazione (2). 

Si ha poi il: 


» caso eccezionale per una equazione di tipo iperbolico, come é 


Teorema II, — Nel trilatero T (MNR nella figura 1) esiste uno e un 
solo integrale della (2), funzione D" anche per x = 0, che si riduce a una 
funzione DY! p(y), assegnata su uno degli archi di caratteristiche, che limi- 
tano T (per esempio su MR; v. fig. 1), oppure assegnata sulla parte interna 
al trilatero T di wna qualsiasi delle parabole caratteristiche che lo attraversano 
€p;.e.sull'arco LIF;: v.- fig. 1). 

Tale teorema segue subito dalla (3) e dai risultati relativi alla (1). 

Passando al semipiano ellittico, si ha, anzi tutto, il: 


Trorema II]. — Esiste ed ¢ unico lintegrale della (2), definito in un 
dominio 8 posto tutto nel semipiano x >>0 (e quindi senza punti a comune 
coll’asse y), che sul contorno di 8 si riduce a una funxione continua assegnata, 
come segue dal risultato analogo per la (1) @). 

Si ha poi il risultato fondamentale : 


Trorema IV. — Nel dominio D, avente per contorno nel semipiano 
x==0 un arco di curva y (v. fig. 1), terminato a due punti M e N del- 


(r) M. Crprario, loc. cit., § 1, Teorema II e Teorema III. 
(2) M. Crprario, loc. cit., § 2, Teorema IV e Teorema VI. 
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l'asse y, e nel semipiano x =0 i due archi di caratterisiche MR e NR per 
gli estremi di y, esiste ed &¢ unico Pintegrale della (2), che su ¥ si riduce ad 
una funzione finila e continua, assegnata su tutto Parco y, estrems inclusi ; net 
punti estremi di y l’integrale, pur restando finito, pud divenire indeterminalo. 
Nei punti interni a D, sia nel semipiano ellittico che nel semipiano iperbolico e 
per x = 0, tale integrale ¢ una funxione analitica di x ¢ y. 

Se le equazioni parametriche di y sono x=x(1) , y=y(J), se 
e(t) & la funzione assegnata su y, e se esiste un integrale w (x ,y) della 
(2), che soddisfa il teorema, la funzione: x(x, y) =e Cae, y) e aniote 
grale della (1), che su y si riduce a f(t) = (4) (ft). Ora una tale fun- 
zione x (x,y) esiste ed & unica in D(, é@ analitica nei punti interni a D, 
e si puo porre nella forma x(x, y) =x u(x,y), dove u(x, y) € pure una 
funzione analitica @. 

Cosi dal teorema analogo per la (1) segue“) che per la (2) vale il 
teorema di Harnack: 


Trorema V. — Se una serie di inlegrali della (2) converge uniforme- 
mente su y, converge uniformemente in tutto D (anche nella sua parte posta 
nel semipiano x <0) e ivi rappresenia un integrale della (2). 

Nel caso in cui y sia un arco di quella, che nel lavoro precedente 
si era chiamata una curva normale c per la (1) © per la (2), cioé una 
delle parabole di equazione: 


4x + (¥—Yo)? =k (k costante positiva), 
dai risultati analoghi per la (1) segue il: 


Trorema VI. — Nei punti interni al dominio D, avente per contorno 

nel semipiano x == 0 Varco, corrispondente a x ==0, di una curva normale c, 

avente, p. es., lequaxione 4x -+ y? =1 (Caso a cui ci si pud sempre ricondurre) 

e nel semipiano x =0 gli archi MR e NR di caratteristiche per 1 suoi estremi 

M e¢ N (vedi fig. 1), esiste uno e un solo integrale della (2) u(x,y), fun- 

xione analitica di x,y, che soddisfa una delle seguenti condizioni ai limiti: 
1) Sull’asse y si riduce ad una funxzione analitica: 


vy) = Dany (—-1<y<), 


n=O 


(1) M. Ciprario, loc. cit., § 2, Teorema VII e § 4, Teorema X. 

(2) M. Crprartio, loc. cit.; v. nel § 4 le dimostrazioni del Teorema IX e del Teo- 
rema X, e in particolare la form. (8). 

(3) M. Crprartio, loc. cit., § 2, Teorema VIII, e § 4, Teorema XI. 

(4) M. Crprario, loc. cit., § 4. 

(5) M. Crsrario, loc. cit., § 4, Teorema XII. 

(6) Il cambiamento. di variabili: x =kX ; y=%.+Vk Y non altera.le (@e@) 
e muta la 4x+(y— yo)? =& nella: 4X + Y2 = 1. 
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A - - i i Al 
dove la serie converge per |y|<C1. Se S| an| converge, u(x, y) ¢ definila 
anche sul contorno di D®. 

2 > 
2) Sullarco TOS (w. fig. 1) della parabola 4x + y* = 0 interno a D 
(posto nel semipiano x =0) si riduce ad una funzione analitica assegnata: 


o()= > bay, 


n=oO 


I 
dove la serie converge per |\y|< ea Se converge : 


>3: (n + 1)(m+ 2) 


la u(x,y) é definita anche sul contorno di D. 
3) Su uno degli archi di caratteristiche, che limitano D nel semipiano 
x<0, p. es. su quello MR (v. fig. 1), corrispondente a —1 =y=0, st 


riduce ad una funzione assegnata @(y), analitica per : 


ieee) la U 
ees eD 


anthemper == O- eye — I. 


Matematica. — Un teorema generale sulle funxioni di due variabili com- 
plesse. Nota di R. Caccioppo.t, presentata dal Corrisp. G. Scorza. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 

Matematica. — Intorno ad un’algebra reale a 4 unitd. Nota di N. Spam- 
PINATO, presentata dal Corrisp. G. Scorza. 

Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 

Matematica. — Un teorema desistenza dei piani multipli. Nota di 
O. Curstnt, presentata dal Socio F. Enriques. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


(1) Si ha cosi il risultato curioso di un integrale di una equazione alle derivate par-’ 
ziali del secondo ordine, che ¢ determinato in un dominio, dando i soli valori dell integrale 
su un segmento dell’asse y, che & retta eccezionale per l’equazione e attraversa il do- 


minio stesso. 


Oh 


Meccanica. — Integrazione delle equazioni indefinite della mec- 
canica dei sistemi continui. Nota II di B. Frvzi, presentata dal 
Corrisp. U. CisoTtt. 


5. DINAMICA DEI CORPI CONTINUI NELLA RELATIVITA RISTRETTA. — Le 
equazioni indefinite di movimento di un corpo continuo possono essere 
scritte in forma invariantiva in un cronotopo riemanniano qualsivoglia, la 
cui metrica quadridimensionale € cosi definita: 


(19) as? = "ars ax! ax (GOs F SS 0,233); 


quando si consideri, accanto alle coordinate spaziali x”(r=1,2,3), la 
coordinata x° rappresentante il tempo misurato in unita rémeriane. Detto, 
nella metrica (19), Ti; il tensore energetico, simmetrico ed esprimibile nel 
modo noto mediante il tensore degli sforzi, la densita di materia ed il flusso 
di materia ®), le annunciate equazioni (prescindendo dalla forze di massa) 
Sl scrivono cosi: 


(20) Tilt =e 0 (Ce Fares te as) © 


Queste 4 equazioni corrispondono alle 3 equazioni che in dinamica classica 
traducono, in ogni punto P dello spazio geometrico, l’eguaglianza fra la di- 
vergenza de] tensore degli sforzi ed il vettore opposto al prodotto della 
densita per |’accelerazione del punto P, ed in pit all’equazione di continuita, 
che in dinamica classica traduce il principio di conservazione della massa. 

Supponiamo la metrica (19) pseudoeuclidea e determiniamo il tensore 
simmetrico Ti; soluzione generale di (20). Esso sara il tensore che nella 
relativita ristretta soddisfera alle equazioni indefinite della dinamica dei corpi 
continui, nelle ipotesi stabilite. 

La soluzione annunciata é analoga alla (5) ed alla (14) ed € la seguente: 


(21) TH = elbru gjksv Xrs uv hk ., 


Nella (21) €pymn & il tensore di Ricci nella metrica quadridimensionale (19) 
€ Xrsuv € un tensore quadruplo della metrica (19), simmetrico rispetto alla 
coppia di indici rs ed alla coppia wv. Senza pregiudizio della generalita, po- 
tremo sostituire la (21) con la seguente: 


(21’) Ti = eibru gjksvu Phra Sophk y 


(1) Nella seduta del 6 maggio 1934. 
(2) T. Levi-Crvira, Fondamenti di Meccanica relativistica. Bologna, 1928, pp. 67-81. 


oe 


dove le componenti 3,usv godono delle proprieta formali dei simboli di 
Riemann di prima specie“); sono cioé emisimmetriche rispetto alle coppie 
ru ed sv e godono della proprieta ciclica: in esse le coppie ru ed sv sono 
quindi scambiabili. 


Immediata ¢ la constatazione della simmetria del tensore definito da (21) - 


o da (21’), e, data la commutabilita delle derivate covarianti nella metrica 
considerata, si constata pure agevolmente che la (20) € soddisfatta. 

La soluzione trovata é la pil generale, perche — analogamente a quanto 
constatammo al n. 3 — se il tensore Busv fornisce un dato tensore T%, 
lo stesso tensore Tii é@ fornito da Brusv + Arusy, se 


(22) ; Sy creicne Aru so] bk = O. 


Nelle (22) le componenti A,;usv godono delle stesse proprieta formali delle 
componenti 3,ysv: ne segue che l’integrale generale di (22) si esprime me- 
diante le 14 componenti distinte di un tensore triplo, emisimmetrico rispetto 
ad una coppia di indici e godente della proprieta ciclica ©’. Ma il tensore 
Bus» & individuato, come il tensore di Riemann da 20 componenti distinte: 
assegnando dunque ad arbitrio 6 funzioni, invece delle 20 funzioni Brusv, 
si ottengono tutti i tensori distinti dati da (21'). Con cid (21), o Oey. 
forniscono il pit generale tensore energetico, individuato da 10 componenti, 
soluzione, nella metrica considerata, delle 4 equazioni (20). 


6. DINAMICA CLASSICA DEL CORPI CONTINUI. - Per quanto & stato detto 
nell’ introduzione di queste Note, con un’approssimazione pit che sufficiente 
negli ordinari problemi meccanici, dal tensore energetico definito da (21) 
o (21’) si potranno trarre immediatamente eli sforzi, la velocita e la den- 
sita (rappresentati rispettivamente dai tensori ®:;,v:, ¢ dello spazio geome- 
trico) soddisfacenti alle equazioni indefinite della dinamica classica dei corpi 
continui. Basta all’uopo sostituire in (21) 0 (21’) alle componenti del tensore 
doppio simmetrico del cronotopo Ti; le seguenti espressioni, che se pur, 
collettivamente considerate, non individuano un tensore del cronotopo, da 
quest’ultimo differiscono per quantita praticamente trascurabili: 


f 


ig) (per i= 0, j= 0); 
(23) | cou; (per i==0, 7 = 9), 
®;; + prs 0; (per i= 0, j= =0). 
(1) Cfr. T. Levi-Crvira, Lexioni di Calcolo differenziale assoluto. Roma, 1925, p. 204. 
(2) L’integrale generale di (22) si esprime cosi: 
Da Vous t Yorke te sae we Neral 
dove il tensore Yp1 € emisimmetrico rispetto alla coppia pq ¢ gode della proprieta seguente: 


Ypgt + Yqtp FT Vig O* 
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Nelle (23) ¢ & una costante universale che rappresenta la velocita della luce 
nel vuoto “), 

Benché il problema della determinazione degli sforzi, della velocita, della 
densita, soddisfacenti alle equazioni indefinite della dinamica classica dei corpi 
continui, possa ritenersi praticamente risolto dalle considerazioni precedenti, 
é interessante, da] punto di vista matematico, mostrare come questo pro- 
blema possa risolversi rigorosamente, in forma tensoriale, nello spazio geo- 
metrico ordinario. 

Nello spazio geometrico ordinario si considerino: lo scalare gp, il vet- 
tore Q; = — pu: (§} = 1,2,3), il tensore doppio simmetrico Pi; = Oy + 
+ pvivj i,j = 1,2,3). Questi tensori siano funzioni del parametro 1 
che rappresenta il tempo. Indichiamo con un apice la ordinaria derivazione 
rispetto a questo parametro, e scriviamo quindi le equazioni indefinite della 
dinamica classica dei corpi continui nella seguente forma invariantiva nello 
spazio geometrico: 


(Or hae 


RG ae t Mie ra 
| po —Q:l!=0 \ 


(24) 


La soluzione delle (24) pud esprimersi cos}: 
Pii = etbr gjks Xrs/ hk Je (Giz eisv + ejhr eis?) ce ofh + girl gjsv oe 
(25) Qi eal (eu eh ++ gir Ea) sup bk ioe oi ee &, usufk 


elt su 
== cue Soe Su su] hk + 


Nelle (25) yrs & un tensore simmetrico, &,s» ¢ emisimmetrico rispetto agli 
ultimi due indici e gode della proprieta ciclica, Bs» € un tensore che gode 
delle stesse proprieta formali dei simboli di Riemann di prima specie. 

La verifica ¢ immediata: constatata la simmetria di P.;, basta ricordare 
che, nello spazio geometrico euclideo considerato, si pud mutare l’ordine 
di derivazione covariante. Si pud pure mostrare, analogamente a quanto ¢ 
stato detto al n. 5, che la soluzione trovata ¢ generale: in essa possono 
assumersi come elementi arbitrari (in un assegnato riferimento) 6 conve- 
nienti componenti dei tensori x e &, prefissando le altre. 

Determinata cosi la soluzione generale di (24), la densita, la velocita, 
gli ssorzi si calcolano immediatamente. Mentre ep é i pemene espressa 
dalla terza delle (25), risulta: 


(1) T. Levi-Crvrra, loco primo citato, p. 70. 
(2) Cfr. T. Levi-Crvrra, loco ultimo citato. 
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Cosi (in un dato riferimento), fissato y,; = 0 per rs ed indicato y+ 
con 9, fissato Bysy = 0, fissato Byusv = 0 per rs uv ed indicato 
28 ruru CON Qru (Pru = @ur): la soluzione (25) si esprimera mediante i 
seguenti 6 elementi arbitrari: @, , 2,3 , 2; 31 »Qr2- Ad esempio in coor- 
dinate cartesiane ortogonali, si ottiene: 


f Q2 2 o2 o2 bs o2 
Paa= £ a Me + P25 REHECGe, «Payee de ee Cosery, 
(26) et ee pew 
2 
= ©? Pos xg & @a3 o P51 & Dy, 
| Qs = TE ne er pr “ = i 


La soluzione (26) puo, se si vuole, considerarsi come una generalizzazione 
dinamica della soluzione statica di Maxwell espressa dalle (11). 


7. DINAMICA DEI CORPI CONTINUI IN CRONOTOPI A CURVATURA COSTANTE. - 
Come si & passati da metriche euclidee a metriche a curvatura costante nel 
problema dell’ integrazione delle equazioni indefinite di equilibrio dei sistemi 
continui flessibili (membrane e sistemi corporei), cosi si passa facilmente dal 
problema dell’integrazione delle equazioni indefinite di movimento dei sistemi 
continui corporei in cronotopi pseudoeuclidei, all’analogo problema in cro- 
notopi a curvatura costante. Ricordando che, nella teoria cosmologica rela- 
tivistica, il cronotopo dell’universo di de Sitter € appunto a curvatura costante 
(negativa) “, si vede come il problema di cui si é detto precedentemente 
si identifichi con quello di integrare in questo universo le equazioni inde- 


finite della dinamica dei corpi continui. 
facile constatare, generalizzando (21) 0 (21’) in modo analogo a (9) 


ed a (17), che Vintegrale generale di (20) nella metrica (19), supposta a 
curvatura K costante, si esprime cos1: 


(27) li = = gibru ejrsv Eh Dealee —— K (&, ig ai f my 2, Bi rir) | e 
Osserviamo, in fine, che facilmente si potrebbero estendere, in una 
generica V, euclidea od a curvatura costante, le considerazioni svolte; ma 
(a priori almeno) quest’ultima aS appare di scarso interesse meccanico. 
oO _ 

Di maggiore interesse appare invece l’applicazione delle considerazioni gene 
rali svolte ai sistemi elastici: questa applicazione sara oggetto di una pros- 


sima ricerca. 


(1) W. pe Srrrer, «K. Akad. Wetenschappen Amsterdam», to. 20,1917; T. Levi- 
Civrra, questi « Rendiconti», to. XXVI, ser. 5°, 1917. 
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Meccanica. — Gruppi di onde elettromagnetiche in mezxi aniso- 
tropi. Nota di G. Peretti, presentata “? dal Corrisp, U. CisoTtt. 


Le ricerche di Hugoniot e Hadamard rendono possibile l’associazione 
di una propagazione ondosa ad un fenomeno caratterizzato da funzioni del 
tempo e di un punto nello spazio @). 

Se tali funzioni dipendono anche da un parametro variabile v, esse 
sono atte a caratterizzare un gruppo di fenomeni, ciascuno dei quali & in- 
dividuato da un determinato valore del parametro, e a questo gruppo di 
fenomeni pud associarsi un gruppo di onde 9). 

Il prof. Finzi ha dimostrato che se si ritiene che il parametro v as- 
suma valori appartenenti ad un intorno del primo ordine di un valore pre- 
fissato, con che, come si dice, le onde associate formano un gruppo del 
primo ordine, al movimento dell’insieme si puo associare il movimento di 
una superficie sulla quale concordano le fasi delle onde del gruppo ™. 

Se invece si ritiene che v assuma valori compresi in un intorno del 
secondo o del terzo ordine di un valore prefissato, al movimento in que- 
stione si puo rispettivamente associare quello di una linea o quello di un 
punto, eccettuati alcuni casi particolari, come quelli delle onde piane, delle 
onde sferiche, delle onde di Maggi, nei quali é possibile soltanto parlare di 
gruppi del primo ordine. 

In particolare, mi propongo di considerare un insieme di onde elet- 
tromagnetiche, e precisamente di onde periodiche, definite ciascuna da un 
valore v della frequenza ed emananti tutte dallo stesso epicentro. 

Se il mezzo sede di tale fenomeno é elettricamente, oltre che magne- 
ticamente, isotropo, siamo nel caso sopra citato delle onde di Maggi per le 
quali esiste solo il gruppo del primo ordine. 

In questa Nota mostrerd, come nell’ipotesi pil generale di un mezzo 
magneticamente isotropo ed elettricamente anisotropo (ad esempio mezzi 
cristallini), esistano effettivamente oltre che gruppi del primo ordine anche 
gruppi del secondo e del terzo ordine. 

MostrerO anche, come questi gruppi possano essere analiticamente in- 
dividuati e di quali semplici propriet’ cinematiche goda il loro movimento. 


(1) Nella seduta del 6 maggio 1934. 

(2) Cfr., ad es., T. Levi-Civira, Caratteristiche dei sistemi differenziali e propagazione 
ondosa. Bologna, 1931. 

(3) Cfr. B. Finzi, Velocita di gruppo per onde associate a fenomeni. Questi « Rendi- 
conti», vol. XVI, 2° sem., fasc. 10. 

(4) Cfr. B. Finzi, Movimenti di superficie, linee, punti associati a gruppi di onde. Questi 
« Rendiconti», vol. XVII, ser. 62, 1° sem., fasc. 6. 


tke 


“FE 


ee aed ee ie Nee 


— 625 — 


I. — EQUAZIONE DELLA SUPERFICIE D’ONDA. 


Trattandosi di un mezzo magneticamente isotropo ed elettricamente ani- 
Sotropo € opportuno riferirsi ad una terna cartesiana che coincida con la 
terna principale dell’omografia elettrica. Con tale riferimento, l’equazione di 
una generica superficie d’onda o nell’istante t= 1 é quella della superficie 
di Fresnel, detinita dall’equazione @: 


5 V2 x? 
(1) See 


i — 
I V; — p? 
nella quale p? = x7 + x5 + x7, e: 
C 


Sages ; (@=1,2,3) 


da ritenere funzione nota della frequenza v di ogni onda della famiglia, 
€ per avere l’equazione relativa ad un generico istante ¢ basta sostituire 


> Xi 
nella (1) ad x; il valore: a 
Otterremo quindi l’equazione: 
MONE 
2 ;————_ = 0. 
(2) Dre 


Se poi contiamo i tempi a partire dal valore f, di ¢, Vequazione (2) 
prende la forma piu generale: 


; Vix 
5 i == A0) 
G) 2 ViG=1,)—o 


Questa, resa intera semplificata per p? e ordinata rispetto alle potenze 
di t —t,, diventa 


(4) eas eae legge 8) 
Slee Ere ree) re Mee Aeon: VEN Cong) ato) oh 
BEV Me dee Ka tN aie) (hoa Peek) Og 
Poiché le Vi(i = 1,2, 3) sono funzioni della frequenza v, la (4) ci 


potra rappresentare per ciascun valore di v tutte le onde del gruppo con- 
siderato. | 


(1) Cfr., ad es., T. Levi—-Crvira, loc. cit., p. 93. 
(2) Cfr., ad es., T. Levi-Crvira, loc. cit., p. 88. 


RENDICONTI. 1934, Vol. XIX. 40 
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Ponendo in essa: 
ViViV, = ke 
ViVi! + AD EVIVIG +2) + VINCE +5) =N 
(Vis EVI + Vi) + al aM 
la scriveremo: 
k2 (t —t.)*—-N@—h) +M=o. 


Se poniamo: 


peg eee 


2k 


risolvendo la equazione in 1 —f,, € tenendo conto solo della soluzione po- 
sitiva, si ha: 


(5) bp Rose ti, ha i 5) to 


2. — VELOCITA DI GRUPPO. 


Se riteniamo che la fase di una generica onda del gruppo sia definita da: 


(6) =2nvt, 


dove t ¢ l’espressione che compare nella (5), e consideriamo in un punto P 
il versore 7 normale alla superficie d’onda in P, potremo calcolare la ve- 
locita di gruppo quale é stata definita dal prof. Finzi, estendendo la mede- 
sima nozione stabilita da Lord Rayleigh per onde piane sinusoidali“, Tale 
velocita si esprime cosi: 


(7) Ue 


e rappresenta la velocita con la quale si muove nel verso di m un punto 
ove concordano le fasi delle onde del gruppo. 
Nel caso nostro é: 


(1) Cfr. B. Frnzi, loco primo cit., p. 492. 
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Abbiamo quindi tutti gli elementi necessari per il calcolo di w defi- 
nito dalla (7). 


30 SUPERFICIE ASSOCIATA AL MOVIMENTO DELLE ONDE DEL GRUPPO. 


Nella Nota gia citata il prof. Finzi ha stabilito che Pequazione della 
superficie o, di gruppo, nel caso che il parametro assuma valori compresi 
in un intorno del primo ordine di un certo valore vy é@ data da: 


Oo, PV) Or 


Se riteniamo che la fase di una generica onda del gruppo sia quella defi- 
nita dalla (6) in modo che » = 2mv(t— R) la superficie 6, avra l’equazione: 


(8) t{—R—vR’=0 


avendo con R’ indicato la derivata della fanzione R rispetto a v. E espres- 
sivo il confronto dell’ equazione (8) con quella (5) di o. Si noti che la 
superficie o, € come o una superficie algebrica. 

Questa superficie quando esiste, ¢ in generale mobile e deformabile, 
la sua velocita di avanzamento, in direzione normale sari: 


f[grad@’|_|eradg’| 


(9) Vv; sma 


OO. Fi; n, 
% 


Possiamo subito far notare che nel caso in cui il mezzo sia isotropo, 
ossia, €; =€, =€,, e quindi: V, = V, = V,, l’espressione che. abbiamo 


n(P) 


indicato con R diventa del tipo: R = Vv) avendo con 7 (P) indicato una 
v 


funzione di x; x, x; e con V(¥v) una funzione della sola v. Ossia le onde 
sono onde di Maggi, e piu particolarmente onde sferiche, per le quali 


n(P ae ; oA a 
={— oe) e la velocita di avanzamento di o, coincide con la velocita 
VQ) 
di gruppo. 


1A ae LINEA ASSOCIATA AL MOVIMENTO DELLE ONDE DEL GRUPPO. 


Se riteniamo che la frequenza vari in un intorno del secondo ordine 
del valore v, 0, come si dice, che il gruppo sia del secondo ordine, affinche 
in un punto ed in un istante coincidano le fasi delle onde del gruppo, deve 


essere (1): 
Q —— 9 1) = 20), 


(1): Cire Be Biszn loc. T<cit., p. 462. 
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Di queste due equazioni, la prima é l’equazione della superficie 6, data 
dalla (8) la seconda é quella di equazione : 


(10) 2R’+vR”=0. 

Questa superficie @ fissa e con la o, definisce una linea A mobile, data 
appunto dalla intersezione della superficie mobile « con la superficie fissa o, 
e sulla quale concordano le fasi delle onde del gruppo del secondo ordine. 


Date le circostanze particolari, la velocita di avanzamento di A nella 
superficie 6, in senso normale sara: 


o = V, cosa 


essendo V, la velocita di avanzamento normale di o, data dalla (9) ed « 
Yangolo che 6, forma con o,. 


j= PUNTO MOBILE ASSOCIATO AL MOVIMENTO DELLE ONDE DEL GRUPPO. 


Se il valore di v € compreso in un intorno del terzo ordine di un valore 
prefissato, il gruppo & del terzo ordine, e affinché in un punto ed in un 
istante coincidano le fasi delle onde del gruppo deve essere “): 


O70 Oe oO @. == 0% 
Le prime due non sone altro che la o, e la o,, la terza ¢ una super- 


ficie o, di equazione: 


RMS y Ro Ss OF 


i Notiamo che anch’essa é fissa e la sua intersezione con o; e con o, 
individua ad ogni istante un punto nel quale concordano le onde del gruppo 
considerato. 

La velocit’ di questo punto lungo la linea A & ancora: 


Viz Ne COSIB 


dove 6 é l’angolo che o, fa con A. 


“ef (2) Cfr., B. Fina, loc. II cit., p. 463. 


iy TH eu 7S er 
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Meccanica. — L’équation ondulatoire d'un corps a masse va- 
riable. Application a la radioactivité. Nota di J. J. PLAcINTEANU, 
presentata ‘ dal Socio T. Levi—Crvira. 


La conception d’un corps dont la masse varie avec le temps d’aprés 
une loi expérimentalement connue, est parfaitement realisée dans les phé- 
nomenes radioactifs, specialement dans le cas de désagrégation par émission 
des particules «. On est naturellement conduit alors 4 se demander s'il 
n’est pas possible de décrire un tel phenomeéne a l’aide d’une équation ana- 
logue a celle de M. Schrédinger, mais ayant comme point de départ l’équa- 
tion du mouvement d’un corps 4 masse variable au lieu de l’équation mé- 
canique d’un corps dont la masse reste constante comme I’on fait d’habitude. 

Il est bien connu que la theorie de M. Gamow pour l’émission des 


particules a, cherche a construire une solution de léquation ondulatoire 
habituelle 


| fa lr ! 
Si? pu 


ayant la forme 


Y= we-=', 


ou A est la constante de désagrégation radioactive. La’ nécessité d’une telle 
solution s’impose par certaines conditions aux fronti¢res. Le corps radio- 
actif est concu comme une cuvette de potentiel d’ot les particules « tendent 
4 s’évader. Pour expliquer l’apparition de la constante de désagrégation A, 
caractéristique pour le corps radioactif, dans l’équation ondulatoire de la 
particule émise « (de masse uw), on interpréte le paramétre E comme su- 
sceptible de prendre des valeurs propres complexes, de la forme 


|i —— Be Lee 
4 


[l est plus logique d’associer le phenomene de désintégration d’un corps 
radioactif au fait physique, expérimentalement constaté, de la variation de 
la masse du corps donné, par émission (ou absorption) des particules «. 
Dans ce cas l’apparition de la constante \ caractéristique pour le corps émissif, 
dans l’équation ondulatoire de la particule % émise, trouve une explication 
toute naturelle dans |’association entre la désintégration et la variation de 


la masse. 


(1) Nella seduta del 6 maggio 1934. 


— 630 — 


1. Soit donc m= m(t) la masse du corps donné. L’équation du mou- 
vement d’un tel corps, sous action d’une force extérieure F due a un po- 
tentiel U (qui n’est pas fonction du temps f), a ét¢ donnée par M. T. Levi- 
Civita, sous la forme “ 


da dr 
(1) | am )=F 


dans le cas ob il y a accroissement de la masse par captation (absorption) 
des corpuscules; — et sous la forme 


ar 


) m eae F 


( 


i) 


dans le cas du rayonnement avec perte de masse (€mission). 

Pour trouver |’équation ondulatoire de Schrédinger on doit former 
Péquation de énergie. On trouve immédiatement pour le corps dont la 
masse est variable avec le temps 


“ 


1 [dm (dr\? 
a + —_ ees (= = 
@) re if 2 (2) a+u E 


2 i eae : : ae 
OU, fa nv est Pénergie cinétique, U le potentiel des forces exterieures 


et E la constante de l’energie totale. Le signe (+) correspond au cas de 
absorption, donc a la forme (1) de l’equation de mouvement; le signe (—) 
correspond au cas de l’emission, done a )equation (2). 

Faisons maintenant l’hypothése fondamentale, que la variation de la 
masse s’effectue de telle mani¢re que |’expression 


varie extrémement lentement, ou si l’on veut, qu’elle soit une constante 
+A (+ silon a absorption et — si l’on a emission), A étant une constante 
positive caractéristique pour le corps considéré. Cette hypothése exprime 
dailleurs la loi expérimentale bien connue de la désintégration radioactive 


(4) i eh 


ou A est la constante de désintegration radioactive caractéristique pour chaque 
corps radioactif. 


(1) T. Levi-Crvira, Ancora sul moto di un corpo di massa variabile. « Rendiconti de 
Lincei», vol. XI, aprile 1930, p. 626. 


Considérons maintenant lintégrale qui figure dans la relation (3) 


“dm (dr\ er dm 
fis(eanfitare 


to to 


gui, si lon tient compte de (4), devient 


oa | 2Tdt = +-AS(r,r), 


en désignant par S = S(#”,7,) la bien connue fonction d’action de Jacobi. 
Il suit alors (avec une notation évidente) de I’ équation de |’ énergie (3), 
Péquation aux dérivés partielles de Hamilton-Jacobi 


(5) H(q, | +25 =5, 


la méme pour les deux cas de l’absorption ou de emission. Ici H = T + U 
est la fonction de Hamilton. Le fait qu’on trouve la méme équation (5) 
pour les deux equations (1) et (2) est contenu dans l’hypothese faite sur 
la variation de la masse du corps, c’est-a-dire la forme de la loi radio- 
active (4) qui explicite les deux cas, d’augmentation ot diminution de masse. 
On va trouver done pour les deux cas ]a méme éguation ondulatoire. 

Pour obtenir l’équation de Schrédinger, on a 4 faire dans (5) les sub- 
stitutions formelles 


) Fs) } 
EG oe edi Sth ((=~=a 5h =). 
og q 27 


(1) La substitution 
S— hi 


peut étre regardée comme une génetralisation formelle des substitutions bien connues de 


Schrédinger 


La justification est fournie par le résultat_ meme auquel elle conduit. En effet la méca- 
nique classique permets d’etablir, pour action S d’un corps, dont la masse varie d’apreés 
la loi m =m, e+, comme nous I’avons montré plus haut, l’équation 


ssa ke 
(2) H(9,5-)+ 7S—E=o. 


D’autre part, d’aprés Gamow, l’équation ondulatoire d’un corps radioactif, que nous 
avons considéré comme exemple caractéristique pour un corps dont la masse est variable 


On trouve de cette maniére, aprés multiplication de loperateur ainsi 
obtenu par la fonction d’onde , l’equation cherchée 


(6) SS ALE+RM—U! b=o 


avec les notations habituelles. Elie différe de Véquation courante de Schré- 
dinger par lapparition du terme additif hi da a la variation de la masse, 


d’aprés la loi (4). 


2. Soit maintenant un tel corps radioactif, dont la constante de désin- 
tégration caractéristique est A. Ce corps doit émettre une particule « de 
masse w. Considérons l’ensemble formé par le corps radioactif (C) et la 
particule ¢mise («), dans I|’hypothése qu’il n’y a pas des forces exterieures 
qui agissent sur le corps (C), donc U = 0 dans (6). Entre le corps (C) 
et Ja particule («) existe un potentiel d’interaction que je désigne mainte- 
nant par U®). Soit, de méme, E le paramétre de énergie du systéme total. 

L’équation ondulatoire pour le systeme complet sera évidemment 


a mm MO) =. ee pho +E+ tou v= 


(7) 


ot. Acc) et Aq représentent le laplaceien correspondent aux coordonnés du 
corps (C) et de la particule («), respectivement. 

Mais la masse m du corps radioactif (C) est tres grande par rapport 
4 la masse p de la particule («). On peut donc s’imaginer que le corps (C) 
reste en repos et que c’est seulement la particule («) qui se meut par rap- 


2 
port a celui-ci. On peut alors negliger dans (7) le terme ua Aw. De méme, 


avec le temps d’aprés la loi exponentielle écrite plus haut, doit, pour des raison expéri- 

mentales, avoir la forme 

jPAtE+hi2—uly ao 
La comparaison avec (2) rend plausible notre substitution S—> hi. De plus on est 

conduit 4 admettre par généralisation inductive que le fait n’est pas accidentel, mais a une 

validité bien plus large. On peut dés lors énoncer la proposition suivante: Dans tous les 


cas, ou action S elle méme intervient sous forme explicite dans l’équation hamiltonienne 
de la mécanique classique, on doit faire la substitution 


S>hi 
pour passer a l’équation ondulatoire. 


(1) Je me représente le corps réduit 4 un noyau, de telle maniére que U est une 
barriére de potentiel dans le sens de Gamow. 


le parametre E de l’energie totale se réduira au paramétre de l’tnergie pour 
la particule % (la contribution du corps (C) étant nulle). On poura dire 
alors que l’équation ainsi obtenue est exactement |’équation ondulatoire d’une 
particule («) de masse p émise par un corps radioactif dont la constante 
de désintégratiou est A, l’energie de Ja particule étant E, quand cette par- 
ticule aura a passer une barriére de potentiel U. L’équation d’une telle par- 
ticule sera donc 

ips : ~k 

(8) sph FE thi > —Uly=o. 

D’apres ce qu'il a été dit plus haut, le cas de labsorption conduit a 
la méme equation. Il est trés satisfaisant, je pense, de pouvoir donner ainsi 
une explication consequente, de l’apparition de la constante de désintégra- 
tion A, caracteristique pour le corps émétant, dans l’équation ondulatoire 
de la particule « de masse p et d’énergieé E, émise par ce corps. 

Si lon vent maintenant considérer (8) comme une .orme particuliere 
de Péquation ondulatoire courente 


(9) FA +E—Uly=o0 


on est conduit 4 ’idée de Gamow, d’aprés laquelle on doit attribuer au 
paramétre E des valeurs propres imaginaires, a savoir 


E>E+hi=- 


3. Il est tout a fait naturel maintenant de chercher une expression pour 
A qui soit une consequence de la loi (4), essentielle pour le corps radio- 
actif, et de l’équation (8) qui définie la maniére dont la particule « doit 
se comporter. 

Le corps radioactif (C) soit formé de N atomes. Dans un noyau quel- 
conque (k) se trouvent m: particules « de masse p chacune. La masse totale 
du corps (C) sera donc 


(10) m= Ymp. 


La variation de cette masse sera due 4 l’expulsion des particules « par les 
noyaux, donc a la variation du nombre m des corpuscules @ qui se trouvent 
dans chaque noyau (k). Donc 


N 
(11) Sm =p > dn. 


1 


On peut appliquer maintenant 4 un noyau quelconque (hk) le processus 
de Gamow en supbosant que ces phénomenes sont indépendents pour les divers 
noyaux (k). Si R est le coefficient de passage d’une particule par la bar- 
ritre de potentiel et + le temps nécessaire 4 une telle particule de parcourir 
le rayon r, du noyau, dans le temps Sf on aura pour la variation du nombre 
des corpuscules contenus dans le noyaux (fk), la valeur 


df 
On, = —ne-R- - 9 
T 
Vou, dapres (11) et (10) 
R 
om = —m-st-—, 
9 
ce qui comparée 4 (4), nous donne 
R 
A= — 
© 
qui est lexpression de M. v. Laue. 
Meccanica. — Leggi del movimento planetario einsteiniano. Nota di 


G. Garcia, presentata dal Socio T. Levi-Civira. 

Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 

Meccanica. — Correzione einsteiniana del tempo nel movimento planetario. 
Nota di G. Garcia, presentata dal Socio T. Levi-Civira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Astronomia. — Delerminazione di latitudine in primo verticale. 
Nota di G. L. Anprissi, presentata‘? dal Socio G. ARMELLINI. 


1. Nel 1932 il prof. G. Armellini®, Direttore del R. Osservatorio Astro- 
nomico sul Campidoglio, occupandosi dello studio simultaneo della variazione 
della latitudine e della variazione annua della refrazione zenitale, decise di 
istituire, a lato delle misure di latitudine in meridiano con il metodo di Hor- 
rebow—Talcott rese sistematiche dal 1920, altre misure di latitudine da ese- 
guirsi simultaneamente in primo verticale. A tale scopo in prossimita dello 
strumento dei passaggi Bamberg, ne istallo un altro analogo, su di un solido 
pilastro in muratura, disposto in primo verticale. 

Ricordiamo che, secondo Horrebow %), l’?idea fondamentale delle osser- 
vazioni in primo verticale si dovrebbe ad O. Rémer il quale parti dalla con- 
siderazione che nell’istante del passaggio di una stella in primo verticale, il 
triangolo sferico: Polo-Zenit-Astro diviene un triangolo rettangolo allo zenit 
e si ha allora, indicando con ¢ la latitudine, con $ la declinazione della stella 
e con t l’angolo orario all’istante del passaggio: 


(1) tang @ = tang 6 sect 


dalla quale relazione si ricava la latitudine conoscendo la declinazione della 
stella e determinando /¢ con le osservazioni, essendo in tal caso l’angolo orario 
eguale alla semidifferenza fra i tempi dei due passaggi ad Est ed a Ovest 
della stessa stella al primo verticale. Il metodo venne pero usato soltanto 
molto pil tardi da F. W. Bessel“) nelle misure geodetiche della Prussia 


orientale. 
Ma il metodo Rémer—Bessel venne successivamente perfezionato da 
P. A. Hansen) a J. F. Encke © ed infine da F. G. Struve™ che lo uso 


(1) Nella seduta dell’8 aprile 1934. 

(2) Cfr. Calendario del R. Osservatorio Astronomico di Roma. Anno 1933, P- 98; 
anno 1934, p- 94. 

(3) P. Horresow, Basis Astronomiae, Copenhaghen, 1753. Ctr. Encyclopédie des Sciences 
mathématiques pures et appliquées, to. VII, vol. I, fasc. 1, Astronomie Sphérique, p. 169, Gau- 
thier- Villars, Parigi, 1913. 

(4) F. W. BesseL, « Astron. Nachr.», 1825-3; 1828-6; Besser und J. J. BAEYER, 
Gradmessung in Ostpreussen und ihre Verbindung ecc. Berlino, 1835. 

(5) P. A. Hansen, « Astr. Nachr.», 1826-6. 

(6) Bemerkungen itber das Durchgangstnstrument von Ost nach West ecc., « Berlino, 
Astr. Jahr. fur 1833 ». 

(7) F. G. W. Srruve, Notice sur Pinstrument de passage de Repsold, établi dans le premier 
vertical « Bull. Accad.». Petersburg, 1842. 


per la determinazione della costante di aberrazione “). Struve introdusse il ro- 
vesciamento dello strumento durante ciascun passaggio della stella, sia ad Est 
che ad Ovest, in modo da rendere il risultato, indipendente dall’errore di 
collimazione. 

Il metodo, cosi detto, di Struve applicato alla determinazione della lati- 
tudine richiede l’uso di stelle la cui distanza zenitale meridiana (sud) non superi i 
tre gradi, non potendosi considerare rigorosamente costante |’azimut per un forte 
intervallo di tempo. Tale metodo ha pero il vantaggio, come é ovvio, di per- 
mettere di concludere la latitudine indipendentemente dalla refrazione verticale, 
inquantoché questa non ha influenza sul tempo dei passaggi della stella, onde 
dal confronto tra i valori ottenuti dalle osservazioni in meridiano ed in primo 
verticale, si possono ricavare dati molto importanti per lo studio della varia- 
zione annua della refrazione zenitale e del « termine di Kimura ». 


2. Applicando nelle osservazioni da noi fatte, il metodo di Struve, ab- 
biamo usate le formule ©): 


(2) tang M = tang 8 sec s sec u 
aang Seals + (4; =| (1 +m) 


v= [CLP tm 


(4) 9=M+i 


dove t:,t,,?;,t, sono i tempi del passaggio di un astro allo stesso filo ad 
Est ed ad Ovest nelle due posizioni dello strumento, m é l’andamento re- 
lativo dellVorologio, i l’inclinazione dell’asse di rotazione dello strumento e 
@ la latitudine cercata. 

Le stelle fondamentali usate nelle osservazioni sono tratte dal recente 
Albany Catalogue (Washington 1931) e sono riportate nella seguente 


(1) Sui metodi di osservazione in primo verticale, cfr. F. Bkiwnow, Trailé d’ Astro- 
nomie sphérique et pratique; W. CHauveNET, A Manual of Spherical and practical Astronomy ; 
T. ALBRECHT, Formeln und Hilfstafeln; Encyclopédie des Sciences, op. cit.; G. Zappa, Studio 
di un nuovo metodo per la determinazione della latitudine in primo verticale, « Mem. R. Acc. 
dei Lincei», ser. 5%, XII, 1913-14 ecc. 

(2) Cfr. A. Di Lecce, Determinazione della latitudine di Monte Mario. Tipografia Gam- 
berini e Parmeggiani. Bologna, 1909; T. ALBRECHT, op. cit. ecc. 


TABELLA I. 
i _ 
Stelle Mag. Xr 510+0 OR eos Stella Mag. Xr 910-0 Oe aiie 
1323 | 4.2 | 1531™305.486 | +40°57’ 18.85 || 4549 | 6.1 5h24m26s.934 | +41923' 32”.11 
1946 | 5.9 | 2 17 13 840 40 59 17 .49 || 8403 | 5.5 | 9 36 25 .992 40 10 6 .41 
2529 | Var.| 3 2 18 .484 40 36 34 .45 || 8568 | 5.2 | 9 52 10 .554 41 29 4 .45 
AOO mies One s4a 53 ale OO3 40 56 42 .98 || 8972 | 4.8 | 10 27 58 .989 40 53 19 .74 
4108 | 6.2 | 4 56 59 .668 41 18 44 .42 ||10409 | 4.3 | 12 29 28 .o41 AI so 48. 20 
4340 | 4.8 | 5 12 48 .628 40 1 10 .07 |/17901 | 4.0 | 20 53 49 .022 AO 49 12.71 


Nella tabella II sono riportate le differenze 1, —t,; 1; —t, dei tempi os- 
servati dei passaggi delle stelle allo stesso filo ad Est ed ad Ovest, oltre la 
data dell’osservazione e la stella. 

Nella tabella III sono contenute: la data delle osservazioni; la stella; la 
declinazione apparente dedotta usando le costanti del Berl. Astr. Jahr.; la 
posizione dell’oculare nella prima osservazione; |’andamento diurno, in secondi, 
A dell’orologio; il valore M, media dei valori ottenuti dalla (2); l’inclina- 
zione i dell’asse dello strumento “); il valore della Jatitudine @ ed infine il 
numero n dei fili osservati. 


(1) In generale per ogni stella vennero eseguite quattro determinazioni: due ad Est 
e due ad Ovest, cioé prima e dopo il passaggio della stella. Per valore del passo del livello 
si @ adottato 1’’.280-£0”.005 ottenuto con una serie di misure al comparatore di livelle 


Bamberg. 


21-X 


24-X 


14-XI 


16-XI 


18-XI 


Tape.ca II. 
Stella |-4%—t Py—t || Data Stella ts—ty | 4p —b || Data | Stellaj-4,—% | 4,—fh 
hi m < | h me's him s }h m 5 eens hm s 
1790I |2 7 21.0] 1 51 39.4 | 2 M6) (0.0), 2) 7 26 1 3445.3] 123 9.6 
BD {epoMAGi€ || Me S90) ANoy | Ps anaes, cong y| eZ 2 LOOM Ig2b aOr7 
2 5 26.0 1 5350.5 | 213 24.7) 210 9.2 PEON Ge oe zL 5% 
De A XS) || at oh Sn) | SSOP MA ISG Oss | 1§-II | 4549 | 1 31 56.9] 1 16 34.2 
2830.01 55 5810 (24-X1 2529 |21840.9/2 421.9] S303 A.D gel en paleiae 
E7OOU 2-47) 20.2)| 1 5 41.6 } D7 Ass L2G 2270) a LYoy |! Te GD 
2 619.5 | 1 5247.5 |I PACS Gero Oe KS GIGS 120M tel ios nay 
A Sones | BCR Gs 216 1.3}2 716.0]| 8-IIl | 8403 247 6.6] 2 3835.9 
2 ALDOR GaN MSA 5252 DIGS (B3|| 93 eel 2 46 22.4] 2 3920.8 
2 327.8) 155 54.1 21318.9]210 4.3 2 45 38.2] 240 5.0 
De AKG Is 57 59:5 || 212 23.3 | 2 1058.6 2 43 47.7 | 242 20.1 
2 025.7; 159 0.6} 19 XII} 1323 | 1 55 30.0] 1 42 44.9 | 8568 | 1 3335.0] 120176 
I79O1 | 2 7 20.9) 151 41.6 WES Ai20. yal 4.305 72, I 3215.1] 1 21 47.3 
2 622.8| 1 52 48.7 | CS OPO! DulGo Be I 29 35-1] 124 41.8 
25, 2026, 1258 5 2.23 151146| 1 47 20.7 |} 12812.4| 126 6.9 
2 428.7 | I 54 54.6 | 150 8.1/1 4829.1 | 15-III| 8972 | 215 11.8] 2 031.3 
2 328.6] 1 55 56.8 | 1946 | 1 54 39.3 | 1 40 32.6 21#16.2102 131.3 
Be W310 li 5800.4 || I 53 36.8] 141 47.7 213 21.3| 2. 231.0 
2 0 32-2) 1 59 1.9} Uf S(O) Pate Be AIG el 202 29:8 | 2 asrzoss 
IZ OS MPL ayy) AelaiMeAO 2a)0 | 149 14.1 | 1 46 27.5 2 TL 2A 212 eet rab) 
I §6 42.2 |-1 41 47.7 }2t-XII) 4340 | 2 48 15.0] 2 38 58.8 | 2 OAS en ORe 2am 
1 55 41.2] 1 42 562 || 2 47 33.2| 239 44.8 2 8 47-8)e2 om 
154 39.0}144 6.4] 2 46 49.1 | 2 40 30.8 |] 17-III| 8568 | 1 34 55-7| 118 46.6 
I 53 36.4] 145 16.6 2 4§ 22.0] 2 42 00.0 I 33 37-5| 12019.8 
1k GY Cea ar ye vB) 2 44 38.0] 2 42448 123.2) 1Q.0W ot 20 ster 
2529 | 217 48.5|2 5 25.8 | 23-XII) 4340 | 245 21.6} 241 58.9 129 41.9| 1 2445.4 
21656.4|2 621.4 2 44 37-5 | 2.42 43.8 1 2817.5] 1 26 10.2 
ZI) SO) GP HIG), 4097 |2 114.2/149 6.3 || 22-III| 8972 | 213 22.3] 2 2 28.0 
215109/2 816.3 25 OLS <2 WTS ONS 55 212 28.4] 2 3 26,9 
294 22:52 10° 9.0 159 10.8] 1 51 19.9 211 33.2] 2 425.7 
212 28.38/21 4.8 Sf CREE | 5} okey) 2 940.0) 2 622.3 
2529 |218 46.0] 2 427.7 1933 1756.78.19 $433.2 2 844.4) 2 720.3 
217 $1-5|2 § 27.3 || 9-II | 4108 | 1 37 18.2] 1 2010.0 || 24-IV 10409 | 0 $4 40.5 | 046 out 
MIG Ves 2 OPB6 136 3.8] 121 39.5 O §2 21.0] 048 35.9 


Tase.ta III. 


v 

Data | Stella | Declinazione F A M i co) nN 
be Rhy J “ 2 = ire 
1932 | 
17-X | 17901 | 40°54’ 38.90 | N |+ 15.62 |+-4195 3/32”.86 |+ 0.32 ee a 5 
21 » [17901| 40 54 39 .17 | N |+1 62 | 30 .88)}+ 2 .29 33 17 7 
24 » |17901| 40 54 39 .o0 | N |41 85! 33 17/0 32 33-497 
14-XI | 1323] 41 4 29 .00 | N |+0 .98 37 -95|— 4 41 33 54 | 6 
16 » 2529) 40 42 7 .30 | N |+0 .98 32 .48|+o0 83 33 31) 6 
18 » 2529 | 40 42 7 .62 | N |+ 0 .98 35 17 |—1 .9t 23 ee Ona, 
24 » | 2529] 40 42 8 .58 | N |+0 .30 29 .76|+ 3 .75 33 511 7 
19-XI1| 1323] 41 4 32 .97| N |+0 .70) 31 .94|+ 1 .37 33 31] 5 

1946| 41 5 52 .99 | S |+0 .70! 31 .S0/+1 .37 32 87 | 4 
pan SS 4340] 40 2 40 .05 | S |+o0 79 | 33 .52|+0 .26 33.781 5 
23 » 4340| 40 2 40 .13 | S |+1 .65 32 .65 |+ 0 .57 33 22 | 2 

4097 | 40 58 59 .63 | N |+1 .65 33 .66|+ 0 .32 33 981 5 
1933 | 
g-Il 4108 | AI-21* 3.121257 | © .30 32 .52/+0 .63 Eee aly) 
15 » | 4549] 41 24 40 .25 | N |+0 80 36 175 l= 2).86 28 89 | mn 
8-III | 8403} 40 3 50 .99 | N |+0 .33 39 .75 |— 6 .99 32 .76| 4 

8568] 41 22 30 .58 | N |+0 .33 34 .28|—1 .27 33 .O1| 4 
I5 » 8972| 40 46 9 .65 | S |+0 .40: 30 .go|+ 1 .78 32 .68| 7 
17, >> 8568 | 41 22 30 .co | N |+0 .4o 34 .28)/— 1 .59 SOMEONES 
IDI 8972| 40 46 10 .54 | N |+0 .4o 33 .50|— 0 .88 | 20) AXP|| 
24-IV | 10409] 41 43 7 -85 | N |+0 .24 Ai HG sie se LH? 3), 407) || 


Assegnando ad ogni valore 9 della tabella III, un peso proporzionale al 
numero delle osservazioni, si ottiene come media pesata delle 102 osservazioni: 


91933-01 = + 41°53'33”’ .23 + 0.0879 


che da il valore della latitudine riferita al centro dello strumento dei passaggi 
in primo verticale. Aggiungendo a tale valore la riduzione 0’’, 17 al centro 
dello analogo strumento in meridiano, si ha per la latitudine del R. Osser- 
vatorio del Campidoglio: 


91933,01 = 41° 53’ 33”, 40. 
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Geodesia. — Stazione astronomico-geodetica eseguita a M. Vesco nel lu- 
glio 7930. Nota di N. Barpieri, presentata dal Corrisp. E. Soier. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Fisica. — Sulla rotazione paramagnetica in campo magnetico variabile. 
Nota di G. ZaNorTeLut, presentata dal Socio A. Lo Surovo. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Mineralogia (Ottica cristallografica). — L’uso del prisma per 
la determinazione degli indici principali di rifrazione dei cristalli. 
Nota J di A. CavinaTo, presentata“ dal Socio G. Borris. 


Con questa Nota, e con una che seguira, completo la trattazione del 
problema su «luso del prisma per la determinazione degli indici principali 
di rifrazione nei cristalli » @ in un cristallo biasse: 1° con un solo prisma 
la cui retta bisettrice dell’interno angolo di rifrangenza sia parallela ad un 
asse di simmetria ottica; 2° con un solo prisma il cui piano bisettore del- 
interno angolo di rifrangenza sia parallelo ad un piano di simmetria ot- 
tica; 3° con un prisma di orientazione qualunque, purché nota. 

Le considerazioni teoriche introduttive (equazioni I - ++ 5) sono riportate 
da quel mio lavoro per poter, senza ricorrervi, rendere comprensibile il testo 
che segue. 

In quel mio lavoro le tre ora dette orientazioni del prisma rispetto al- 
Pellissoide indicatrice ottica, furono gia prese in considerazione. La prima 
per dire che potevasi determinare col metodo della deviazione minima un 
indice principale di rifrazione, quello rappresentato dal semiasse bisettore 
dell’angolo interno di birifrangenza, (p. 96): la seconda per dire che po- 
tevasi determinare, con lo stesso metodo, due indici principali di rifrazione, 
quelli,rappresentati dai due semiassi giacenti nel piano di simmetria ottica 
bisettore dell’angolo interno di birifrangenza (p.- 95): e la terza per dire in 
qual modo era possibile con un solo prisma di nota orientazione, qualunque 
essa fosse, determinare i tre indici principali (p. 78). 


(1) Nella seduta del 6 maggio 1934. 


(2) Si veda A. Cavinato, L’uso del prisma, ecc. « Memorie della R. Accademia dei 
Lincei», ser. 6°, vol. V, p. 75. 
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Le riprendo ora in esame: la prima perché sono riuscito con il solo 
prisma che la presenta a determinare tutti e tre gli indici principali di ri- 
frazione; la seconda perché sono riuscito a semplificare notevolmente il pro- 
cedimento, gia noto, che porta alla determinazione del terzo indice principale 
di rifrazione (formula a p. 79 a pié di pagina) ed a rendere le espressioni 
calcolabili per logaritmi; la terza perché a quel sistema di equazioni, di cui 
€ cenno alla citata p. 78, ne ho sostituito un altro notevolmente pil sem- 
plice. Inoltre ho valutati e discussi nei primi due casi gli errori che si 
possono commettere, e previsti in conseguenza i casi di impossibilita, e de- 
terminato effettivamente in un cristallo di zolfo i tre indici principali di 
rifrazione con un prisina che presentava la prima delle accennate orientazioni. 

A proposito della quale scrivevo in quel lavoro (p. 80 in nota) che 
« per ragioni personali non ho tentato una semplificazione, che credo pos- 
sibile », della espressione ivi scritta, «in modo da renderla di pratico uso 
per la determinazione degli altri due indici principali di rifrazione con lo 
stesso prisma. Mi riservo percio di riesaminare il problema ». Pubblicando 
il presente lavoro, non solo adempio questo compito prefissatomi, ma apporto 
inoltre al problema generale relativo all’uso del prisma per la determinazione 
degli indici principali di rifrazione quel contributo di semplificazioni e chiari- 
ficazioni che, a parer mio, completano la trattazione del problema. 

1° I tre indici principali di rifrazione di un cristallo biasse si deter- 
minano con un solo prisma la cui retta bisettrice interna sia parallela ad 
un asse di simmetria ottica nel modo che segue. 

La equazione della superficie degli indici riferita a tre assi cartesiani 


ortogonali x yz coincidenti rispettivamente con a= ae = ae (he - 
dell’ ellissoide inverso degli indici a? x? + b? y? + c?z? =1 in coordinate 
polari é 

¥, U; ais az: 
) I —a? 1? Bi gtled CD a cAe rile ae 


Consideriamo tre nuovi assi di riferimento pure tra loro ortogonali 
x’, y’, x’, coincidenti rispettivemente con la retta bisettrice interna dell’angolo 
di rifrangenza del prisma, con la retta bisettrice esterna, con il suo spigolo; 
e diciamo cosxx =a, , cosxy=f: , cosxzx=y, , cosyx=a,, 
cosy'y=B, , cosyZ=Y2. , cosxx=a, , cosx’y=B; , cos’x—=y;. 

Riferiamo la (1) a questi tre nuovi assi e poniamo nell’equazione che 
ne risulta z= 0. Si ottiene cosi la equazione della linea intersezione della 
superficie (1) con la sezione normale del prisma: in coordinate polari, 
posto x’= nsene,y’= cose, essa e 


(2) nt (p; sen? ep + p, cos?p + 7 sen 2p) — 


— n? (s, sen? p.+ 5, cos?p +.usen2p)-+ 1 =0: 


RENDICONTI. 1934, Vol. XIX. 4I 
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dove 
py = Brora, + ac + eta Sq ee (B+) a, + 

+ (a +07) 8 + (+h) y,; (q = 1.2) 

r=) c2a,e, + ac? BBs + arb yy. 3 w= (0? +07) ore, + 

+ (@ + c*) Br B. + (2? + B*) y:¥2- 

La quale & un’equazione di 2° in n?; le cui due radici nj ed m, sono 
i valori degli indici di rifrazione delle due onde piane i cui fronti si propa- 
gano nella sezione normale del prisma in una direzione  contata prendendo 
come origine degli angoli la retta bisettrice esterna dell’angolo del prisma. 
2° Dobbiamo per primo considerare il caso che uno qualunque dei 


tre assi dell’ellissoide a?x? + b? y? + c?x? =1 sia parallelo alla retta biset- 
trice interna dell’angolo di rifrangenza « del prisma: supponiamo che sia x 


+) . Mas > : 
parallelo ad x’: cid vuol dire che Vasse ms = ae parallelo alla bisettrice 


interna dell’angolo «. In questo caso indicato con p l’angolo x7’, la (2) 
Si scrive 


(3) n+ (b> c? sen? ep + (ac? cos? uw + a? b? sen? w) cos? ep] — 
— n?[ (b?-1c?) sen? p+-(a? +c?) cos? wcos? e+ (a?-+-)?) sen? yu cos? ep] + 1=0. 


Tenuto conto di una ben nota proprieta delle radici delle equazioni 
di 2° dalla (3), detto n* ed m= le sue due radici, si deduce: 


ii 
2 Ye 


(4) 7c? sen? p + ac? cos? pcos? p + a? b? sen? yp cos? p = — 
nn 
Zz 2 


Per una direzione ep = 0, che corrisponde ad una propagazione sim- 
metrica traverso il prisma dalla (3) si ottiene 
n+ a? (b? sen? uw + ¢? cos? w) — n? (a? + b? sen? p +c? cos?u) + 1 =o: 
ossia 
(5) (a? n? — 1) (n? b? sen? w + n? c? cos? w— 1) = 0. 


Le equazioni (4) e (5) risolvono il nostro problema. Infatti con Ja orien- 
tazione qui considerata, due sono i fronti d’onda piana che hanno deviazione 
minima quando si propagano simmetricamente traverso il prisma), ed i 
corrispondenti valori degli indici di rifrazione sono le soluzioni della (5); cio& 


I 
= S ee 2 2 
a ee = 5? sen? wp + c? cos? p. 


(1) A. CavinaTo, loc. cit. p. 79, righe 13-14 e p..80, righe 1-6. 


Si puo dunque col metodo della deviazione minima determinare a = — 
fee 


(onda polarizzata parallelamente allo spigolo del prisma) ed » (onda pola- 
rizzata parallelamente alla sezione normale del prisma). Si badi bene che 
queste due onde non raggiungono il minimo di deviazione contemporanea- 
mente (per una stessa posizione cioé del prisma) ma successivamente: prima 
quella a pil alto indice di rifrazione; e si badi inoltre che le sopradenun- 
ciate direzioni dei loro piani di polarizzazione valgono, rigorosamente solo 
quando esse siano in posizione di deviazione minima. 

Si misurino poi due angoli di incidenza i, ed i, e le corrispondenti 
deviazioni minime 6, e 8, relative alle due onde propagantesi nella sezione 
normale del prisma im una stessa interna direzione e inclinata il pit possibile 
sulla bisettrice esterna del prisma, compatibilmente col prodursi del fenomeno 
della riflessione totale. Questi valori si pongano successivamente nella formula 
a + d, a + =| 


a i 
cote — cote (1, — — 
9 O 2 jx ' Q 


(6) COlg Or == tg Cie) 


e si avra ep. (Cfr. A Cavinato, loc. cit., p. 91, formula (3)). 
A mezzo della 


(7) 1; = 


sen ile 
2 5 
sen es + Or 


si avranno i valori din, ed m,. (Cfr. A. Cavinato loc. cit. p. 91 formula (4)). 
I valori di « e di p (angolo di estinzione sullo spigolo del prisma) si mi- 
surano direttamente. 

Avuti in tal modo i valori di 1, ,,12,4%,,% le sole incognite che 
rimangono nel sistema formato dalle (4) e (5) sono b ec. 


Osservazione I. — Per misurare i valori di m, ed m,, indici di rifra- 
zione delle due onde piane che si propagano in una stessa interna direzione 
ci si riesce con sufficiente approssimazione, mediante una interpolazione. 
Per uno stesso fascetto incidente si misurino i due valori degli indici di ri- 
frazione delle due onde che per birifrangenza si originano: le loro rispet- 
tive direzioni di propagazione entro al prisma, ossia i valori di (pre j0,75! 
hanno a mezzo della (6). Si supponga poi lineare la variazione di uno dei 
due indici nell’intervallo angolare, sempre piccolo, (ep: — gz): si hanno cosi 
i due cercati valori. 


Osservaziong II. - I prismi che presentano questa particolare orienta- 
zione sono offerti da ogni coppia di facce di sfenoide nei cristalli rombici; 
oppure negli stessi cristalli rombici dalla faccia (bkl) accoppiata con una 


qualsiasi delle seguenti facce (hkl), (bk1), (bk1); infine nei cristalli monoclini 
da ogni coppia di facce simmetriche rispetto all’asse di simmetria (asse cri- 
stallografico y). 

Facciamo notare che ¢ cost resa possibile la determinazione, mediante il 
prisma ed un solo prisma, degli indici di rifrazione di tutti i cristalli rombici, 
e specialmente monoclini: tanto piu che nella generalita dei casi il prisma con 
tale orientazione si presenta sempre con facce ben speculari e piane nei 
cristalli rombici e monoclini, permettendo delle determinazioni aventi appros- 
simazione oltima. 


CALCOLO DEGLI ERRORI. 


Eliminando tra la (4) ed il secondo fattore della (5) la c, considerata 
la b funzione implicita di m,,,7.,4,, si ha 


FO, 1, 1x, M2, B, pe) = btn? nin? sen? w sen? ep — b?n7n? sen? p + 
2 VFL I HE _ 
> COS? (== 87-1 ft COS? {8 COs? 6 == 0 
Da cui 


(8) Ab = —\o adn, + oP dn + ue dn + af aoe + = a 2 20{ | J 


Le grandezze da misurare, necessarie per la determinazione di b sono, 
ripetiamolo, « angolo del prisma, p angolo di estinzione, i, ed i, angoli di 
incidenza, §,8;,8,, angoli di deviazione. Converebbero quindi valori per 
queste pranderes per cui sia minimo Ab, ossia minime le singole derivate 
of 
ob 


Eseguiamo le materiali derivazioni indicate nella (8) ricordando che 


lla (7) si ha dny = —n, cotg (S +- | de 


parziali della f =o rapporto ad n,,7,, 7, 2,3 © massima lz 


2 -enc2 ns 
3, oir = 2? cos? u. cotg ( — | der (r = 1, 2); 
= —— 7 sen? u sen? + g cos? 2) dn; 


J 3 


ee of a? 
a= aE o b2 72 Eee b2 2 ct ia a oO 2 eae 2 
2 = (07 n 1) b?sen?pdy ; 2p de = 2 cotg pcos u(" n Jee 


b 
a . sen? p (2 b? n? sen? » — 1) 


Le quali mostrano che ai fini suaccennati si ha vantaggio ad avere p 
il pit possibilmente grande (converra misurare vicino o addirittura al limite 
di riflessione totale dell’onda a pil alto indice di rifrazione) e p piccolo 
(ma fissato un determinato prisma questo angolo é quello che é). 

In conseguenza si ha vantaggio ad avere i,,i,,8,,8. grandi (poiché 
questi angoli crescano con e, dato, si noti bene, le piccole variazioni, per 
piccole variazioni della direzione degli indici di rifrazione), 

Per la deduzione, dalle misure, di 1 si avrebbe vantaggio ad avere « 


en ce 


ear re De 
(e quindi 8) grande. Infatti da n = t————~si trae che 
o 
sen — 


x PRES 
20S 9-606 
2 2 


dn = i ~ da: 


la quale dimostra lasserto. Conviene tuttavia osservare che un grande 
angolo « del prisma non permette di raggiungere valori alti per g: mentre 
invece raggiungere questi alti valori per g ha importanza altissima. 


Osservazione. — E necessaria una particolare attenzione nell’evitare quei 
prismi nei guali l’angolo p (di estinzione sullo spigolo del prisma) abbia va- 
lore che soddisfi (o sia prossimo a soddisfare) la relazione 2 5? n? sen? wp = 1; 


ives HE ; : : e) 
poiché diventando in tal caso nulla (o di valore molto piccolo) la oe e 
conservandosi di valore finito il numeratore della (8) diventerebbe infinito 
(o molto grande) il Ab: e quindi un errore anche minimo altererebbe infi- 


nitamente (o fortemente) il valore di D. 


Biologia. — Determinazioni cariometriche su fegato di topo 
inoculato con nucleoproteidi di timo di vitello. Nota II di V. Car- 
MINATI, presentata‘” dal Corrisp. P. RonDONI. 


Dalle precedenti determinazioni cariometriche é risultato un aumento 
di frequenza di nuclei a diametro maggiore (da 8y in su) nel fegato di 
topi portatori di adenocarcinoma in confronto ai fegati di topi normali. 
Una delle spiegazioni possibili delle maggiori dimensioni nucleari dominanti 
nei fegati dei portatori fu che dal tumore (in cui si svolgono largamente 
fenomeni regressivi e di cariorexi—cariolisi) venissero liberati materiali co- 
stitutivi dei nuclei (acidi nucleinici ecc.) che potevano essere ingranati nei 
processi costruttivi e nucleo-sintetici dell’organo normale o comunque fa- 
vorissero la fabbricazione di materiali nucleari. Si ¢ voluto ora pertanto 
vedere se la iniezione parenterale di nucleoproteidi esogeni, preparati secondo 
il metodo di Levene e Mandel da timo di vitello, a dosi ripetute potesse 
influenzare comunque le dimensioni nucleari del fegato. Si tratta di prepa- 
rati tutt’altro che puri; e del resto i cosi detti nucleoproteidi sono tutt’altro 
che individualita chimiche ben definite e sistemate. Sono stati trattati 10 
topi giovani con iniezioni di nucleoproteide, mentre altri 10 di eguale peso 
ed eta hanno servito di controllo: si sono usati topi giovani, di circa 4 
mesi di eta e 15 gr. di peso, perché si pensd che essi offrissero pit facil- 
mente modificazioni metaboliche nucleari. Si sa, d’altro lato, per osserva- 
zioni di alcuni AA. (v. Nota I), che i diametri nucleari vanno_progressi- 
vamente aumentando nel fegato del topo coll’eta; il che pare risultare da 
osservazioni pure da me svolte parallelamente ed accessoriamente. Comunque 
Yosservanza accurata dell’eta nei topi trattati e di controllo é fondamentale. 

I] trattamento consisté nell’iniezione quotidiana sottocute per 10 giorni 
di cm, 0.5 per topo di nucleoproteide preparato secondo Levene—Mandel 
(« Abderhalden, Handb. d. biol. Arbeitsmethoden », Abt. I, T. 8) in soluzione 
alcalina. In tutto ogni topo ricevé mgr. 950 di sostanza secca. II tratta- 
mento fu ottimamente sopportato. Per i particolari tecnici delle determi- 
nazioni cariometriche v. Nota I; e cosi per il modo di registrazione (fre- 
quenze delle classi, rappresentate dai diametri nucleari diversi in w). 


Risultatt. 


La tabella annessa documenta lo spostamento delle frequenze per le 
singole classi di dimensioni nucleari negli animali parenteralmente trattati 


(1) Nella seduta del 22 aprile 1934. 


TU ae SP crea 


col nucleoproteide verso i valori pil alti. Se, come fu fatto nella Nota I, 
si sommano le frequenze (su 1000 nuclei misurati) dei diametri nucleari 
da 8y in sue da 7p in git, si hanno per i controlli 280 nuclei con 8 
o pit p di diametro e 720 con 7 o meno; e per i trattati ben 582 delle 
dimensioni maggiori con 418 delle minori. Dunque l’aumento dei nuclei a 
diametro da 8u in su é del 302 per mille, ossia assai considerevole. 

In conclusione la somministrazione parenterale di nucleoproteide di timo 
di vitello ha prodotto un discreto aumento di dimensioni nucleari nel fegato 
dei topi; dimostrandosi cosi la possibilita di influenzare in via esogena il 
metabolismo nucleare costruttivo con apporto di complessi materiali nucleari. 


Diametro 
nucleare 


cellule epatiche 


Classi in uw 


Topi normali controllo 
(10 capi) 
Peso medio animale gr. 15 
(peso inixiale) 
Peso medio animale gr. 17.500 
( peso finale) 


Peso medio fegati gr. 1.000 


et ee ee 
Frequenza delle classi 
su 1000 nuclei (media) 


Topi trattati 
(10 capi) 
Peso medio animale gr. 15 
(peso intztale) 
Peso medio animale gr. 16.900 
(peso finale) 


Peso medio fegati gr. 1.100 


Frequenza delle classi 
su 1000 nuclei (media) 
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Biologia (Morfologia sperimentale). — Primi risultati speri- 
mentali sulla centrifugazione delle ninfe di « Lina populi> e di « Pieris 
brassicae >“, Nota di C. Guarescul, presentata dal Socio 


Fo SILVESTRI- 


La metamorfosi degli insetti, e particolarmente degli insetti olome- 
taboli ¢ un argomento che, pur avendo destato il massimo interesse degli 
studiosi, ¢ tuttora in gran parte vergine in riferimento ad alcuni moderni 
problemi di Biologia sperimentale. 

I primi studi e le prime osservazioni, che rimontano anche ad epoca 
antichissima, si rivolsero soprattutto alla investigazione delle cause della 
metamorfosi stessa. Accenno quindi solo di sfuggita alle numerose teorie 
emesse dai vari autori e dalle quali sono derivate interessanti e non infe- 
conde polemiche che hanno chiarito e precisato per i vari gruppi, in cui 
€sse possono presentarsi sotto aspetti diversi, le modalita dell’istolisi e del- 
l’istogenesi che investono i vari organi. 

Nulle o scarse sono invece le osservazioni sperimentali tendenti a 
portare nella metamorfosi degli insetti quei nuovi concetti e quei nuovi 
metodi di indagini sorti nell’ultimo trentennio, che hanno dato cosi feconda 
messe di risultati nell’embriogenesi, campo che sembra a prima vista al- 
quanto diverso, ma che é tuttavia analogo per molti aspetti a quello di 
cul mi Occupo; concetti e metodi di indagini che sono raccolti in quello 
ormai vasto gruppo di studi e di risultati, compresi sotto le espressioni di 
Meccanica dello Sviluppo, Embriologia sperimentale, Morfologia causale. 

Per tali ragioni e convinto dell’alto interesse scientifico che si potra 
avere indagando alla luce delle moderne concezioni un problema cosi oscuro 
€ cosi complesso, mi sono accinto ad una serie di ricerche in tale senso 
di cui comunico ora, in modo del tutto succinto e del tutto preventivo, i 
primi risultati. 


Ho gia accennato come pochi, dal punto di vista che m/interessa, siano- 
gli Autori che si sono occupati di questi problemi. Tra questi conviene 
citare il Kopec, che estirpando i vari gangli nervosi delle ninfe indaga 
sull’influenza del sistema nervoso sulla metamorfosi, e |’ Hachlow il quale 
separando (con un taglio o per mezzo di una legatura), nelle ninfe, la parte 


(1) Ricerche eseguite nell’ Istituto di Anatomia ed Embriologia comparate della 
R. Universita di Roma. 

(2) Nella seduta del 6 maggio 1934. 

(3) Non considero qui i lavori che riguardano i problemi della rigenerazione e del 
trapianto. 


anteriore del corpo dall’addome nota che, quando l’operazione & compiuta 
nei primi giorni della ninfosi, la testa ed il torace acquistano il carattere 
di adulto, mentre l’addome non riesce ad assumerlo. 

In uno stadio di ninfosi pil avanzato tale risultato non si ha pil: 
sembra che lo sviluppo dell’addome sia dovuto all’impulso di un centro 
situato nella parte anteriore della ninfa, ed egli crede di poterlo precisa- 
mente localizzare nel torace ed ancor meglio nel ganglio toracico. Quando 
Yaddome venga separato dal centro d’influenza (Einflusszentrum) il suo 
sviluppo non avviene, a meno che la separazione non si esegua dopo che 
Vimpulso ¢ gid dato, cioé in uno stadio avanzato. 

Le prime esperienze del Kopec, per quanto nei successivi risultati di 
questo A. si notino notevoli discordanze, possono spiegarsi ammettendo 
appunto che l’asportazione del ganglio sia stata tardiva. 

In queste mie esperienze io sono partito da un concetto sperimentale 
diverso. Ho cioé voluto indagare se lo spostamento dei materiali pil o 
meno fluidi che si trovano nella ninfa, destinati alla nutrizione degli organi 
immaginali in via di sviluppo, e quello dei fagociti destinati alla distru- 
zione degli organi larvali, potesse provocare deviazioni nello sviluppo del- 
Pinsetto perfetto. Ho a tale scopo applicata la forza centrifuga, sia in senso 
cranio-caudale che nell’opposto, con braccio di cm. 13 e numero di giri 
variabile da I500 a 3000 al minuto, per 5 0 10 minuti. Come materiale 
ho usato da principio pupe di Lina populi (Coleottero) nella sua genera- 
zione di luglio a tempi vari dopo Vimpupamento. In seguito ho usato 
crisalidi di Pieris brassicae (Lepidottero) ed ho in corso esperienze sul Baco 
da seta e sui Ditteri. 


Esperienze sulla « Lina populi ». — I risultati, molto simili in tutti i 
tipi di esperienze seguite, si possono raggruppare in tre sezioni, che rap- 
presentano del resto tre gradi del medesimo fenomeno: 

1°) Ritardo notevole nello sviluppo. Dopo 6 e 8 giorni (i normali 
di controllo hanno sfarfallato, nella grande maggioranza, il 3° giorno; pochi 
sono giunti a 3 giorni e mezzo) la maggior parte degli esemplari posti 
in esperimento presenta ancora i caratteri originali o ha progredito ben poco. 

2°) Alcuni esemplari, pur con notevole ritardo, sono arrivati a 
sfarfallare. All’esame esterno presentano testa e torace bene sviluppati, addome 
con caratteri ninfali. Le antenne e le zampe sono, nella grande maggioranza 
dei casi, normali; le ali ¢ le elitre, che conservano la grandezza e la posizione 
che avevano nella ninfa al momento della centrifugazione, hanno la consi- 
stenza e l’aspetto di quelle dell’adulto. Puo accadere in questi casi, che 
animale non sia capace di rigettare completamente la spoglia ninfale: gli 
arti, allora, rimangono inguainati, ma, entro la guaina, sono completamente 
e regolarmente formati. L’esame istologico conferma quanto sopra; l’addome 
é ancora riempito da masse adipose ninfali con molti fagociti; testa e torace 
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invece, per quanto possano presentare anch’essi delle masserelle (ma molto 
scarse) di tessuto adiposo, hanno gid tutti gli organi pit. o meno (nei vari 
casi) formati. 

3°) Alcuni altri esemplari infine giungono ad un grado molto piu 
avanzato di sviluppo. Essi presentano solamente delle chiazze sulle elitre 
di forma irregolare, di colore biancastro, ri- 
eonfio, di aspetto ninfale: pil affetti ne sono 
eli apici. Elitre ed ali presentano anche, quasi 
sempre, malformazioni nel punto di attacco, 
e le seconde hanno le ripiegature in certi casi 
irregolari, in certi casi mancanti, cosi che 
Vala stessa rimane stesa. L’esame istologico 
dimostra che anche questi esemplari conser- 
vano, specialmente nella zona addominale, 
masse adipose ninfali. 

La mortalita é stata minima e non sembra 
superiore alla normale; il che mi fa supporre 
che nessun organo vitale sia stato leso dal- 

‘ pce lazione della centrifugazione. Non ho notato 
centrifugata 48 dopo Il’ incrisa- : ; ‘ oe 
Fdaenteaes non acealtor ars raddoppiamento di parti o mostruosita di tale 
per 5’ dalla parte caudale a quella tipo: evidentemente, come era prevedibile, i 


Fig. 1. — Esemplare di Lina populi 


cefalica. Fissata il 6° giorno. An- dischi immaginali dei pezzi boccali, degli arti, 
cora ricoperta dalla spoglia nin- delle antenne ecc., non hanno risentito in 
fale; testa ¢ torace bene svilup- 1 odo apprezzabile dell’ azione sperimentale. 
pati; addome ninfale ; elitre di ee Sisaaraer ae aa sale 
forma e grandezza ninfale, di con- 2: PEER ANe ROCK ene 
sistenza e colore adulto; ala si: € 1a colorazione che hanno nell’adulto, pos- 
nistra formata dal sacco imma- sono essere di grandezza uguale a quelle della 
ginale molto rigonfio. ninfa. Per spiegare cid non é perd neces- 
sario giungere ad ammettere che 1 loro dischi 
immaginali siano stati lesi; possiamo pensare ad una mancanza di mate- 
riale nutritizio o comunque a processi inibitori o a deficienza di certi fattori 
di accrescimento cosi che esse abbiano proseguito nel loro differenziamento 
istologico seuza aumentare di volume: di questo fenomeno abbiamo altri 
esempi nella Biologia animale. 


Esperienze sulla « Pieris brassicae». - Le crisalidi di Pieris brassicae sono 
state centrifugate a 1500 giri al m’ per 5’, poiché le velocita maggior 
sono mortati, almeno negli stadi pit giovani. Il braccio della centrifuga 
era sempre di cm. 13 e il senso cranio—caudale o caudo-cefalico. L’eta 
variava da gruppo a gruppo di esperienze. 

I risultati concordano nelle linee generali con quelli ottenuti sulla Lina. 
Difficolta di liberamento della spoglia ninfale, ali spesso accartocciate e 
impiccolite, ma sempre prive di zone rigonfie e con disegno normale, 
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addome molto pit simile, per grossezza e colore a quello della ninfa che 
a quello dell’adulto. All’esame istologico, presenza di masse adipose ninfali 
limitate quasi esclusivamente alla parte addominale, ma presenti, in qualche 
caso, anche nella testa, per quanto sempre meno che nell’addome. Su 
questo materiale non ho potuto osservare nettamente un ritardo di svi- 
luppo, perché, trattandosi dell’ultima generazione autunnale e quindi di 


Fig. 2. - Esemplare di Pieris brassicae centrifugato 30 giorni 
dopo Vincrisalidamento a 1500 giri al minuto per 5’ dalla 
parte cefalica alla caudale. Sfarfallata e fissata 94 giorni 
dopo V’incrisalidamento. Ali accartocciate; addome rigonfio 
e con l’apice chiaro e non bene sviluppato. 


ninfe svernanti, si ha una enorme differenza nella lungezza del periodo 
ninfale, sia degli esemplari normali che di quelli centrifugati. Cid nono- 
stante, la normale che ha avuto la ninfosi pil lunga € sfarfallata dopo 
94 yiorni, mentre, fra le centrifugate, una € sfarfallata dopo 129 giorni 
ed un’altra, ninfata l’1-11-33-XII, mentre scrivo (27-4-34—XII), vale a 
dire dopo 177 giorni, benché vivente, non ha ancora terminata la meta- 


morfosi. 


I punti su cui richiamo soprattutto l’attenzione sono il fenomeno del 
ritardo dello sviluppo e quello del comportamento differenziale delle varie 
zone del corpo. 

Il ritardo, che & sempre stato notevolissimo, nella Lina populi, puo 
trovare una spiegazione nelle turbe che nell’intimo dei processi biologici 
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si sono prodotti per l’azione sperimentale; il diverso sviluppo della parte 
anteriore e dell’addome si puo interpretare o come una vera suscettibilita 
differenziale delle due zone, che pud essere in rapporto anche con il diverso 
grado di sviluppo che esse avevano raggiunto al momento della centri- 
fugazione, o come pili rapida ripresa della parte anteriore. Comunque sia, 
coi risultati che gia si intravedono da queste prime ricerche, si mette in 
evidenza un vero e proprio gradiente per lo meno nella maniera di com- 
portarsi delle due zone dell’organismo. 

Ricerche successive mi permetteranno di approfondire le interessanti 
questioni che col metodo sperimentale da me usato si prospettano, e 
specialmente se, in insetti (Ditteri) in cui Vistolisi sia pil spinta che in 
quelli da me finora usati lo spostamento dei materiali ninfali possa essere 
maggiore ed i risultati ancora pil appariscenti. 


Botanica (Fisiologia vegetale). — Germinazione di embriom 
di grano fuori della cariosside™®. Nota di Gruseppina DRaGone 
Testi, presentata® dal Corrisp. E. Carano. 


Lo studio della biologia degli embrioni ha formato oggetto di ricerche 
da parte di diversi autori. Hannig (3) ha saggiate le condizioni necessarie ad 
embrioni ancora giovani per compiere la sintesi delle sostanze proteiche. 

Anche Dieterich ® si € occupato della germinazione degli embrioni 
asportati dal seme. 

Juliani “, riprendendo gli studi di quest’ultimo autore, si é chiesto se eli 
embrioni separati dall’albume contenuto nel proprio seme fossero 0 no capaci 
di germinare, fornendo loro delle soluzioni nutritizie adeguate. Essa allevava 
embrioni di piante appartenenti a gruppi molto diversi, sia su piastre di agar 
sciolto in soluzione salina completa di Knop, con aggiunta o no di alcuni 
idrati di carbonio (glucosio, saccarosio), sia direttamente su carta bibula sem- 
plicemente bagnata con le stesse soluzioni. Vari furono i risultati delle sue 
esperienze in rapporto con le varie piante adoperate. 


(1) Lavoro eseguito nel R. Istituto Botanico di Roma. 

(2) Nella seduta del 6 maggio 1934. 

(3) E. Hannic, Zur Physiologie pflanzlicher Embryonen, « Bot. Zeitung», Bd. 62, 
1904. 

(4) K. Drerericu, Ueber Kultur von Embryonen ausserhalb des Samens, « Flora», Bd. 
117; 1924. 

(5) M. Jurtani, Ricerche sulla capacité germinativa degli embrioni asportati dal seme, 
«Ann. di Bot.», 1932. 


Colla“ trapiantava, mediante una sua tecnica speciale, embrioni di grano 
staccati dalla propria cariosside o su altre di specie diversa, private prece- 
dentemente del proprio embrione, o all’estremita opposta di cariossidi di 
segale che ne conservavano il proprio. Notava per venti giorni di seguito, 
ad intervalli di quattro giorni, l’accrescimento delle piantine, e concludeva 
che l’embrione si sviluppava normalmente, tanto se era trapiantato su albume 
di specie diversa privato della propria parte germinativa, quanto su carios- 
side di segale che conserva quest’ultima. 

Korschelt “) consiglia di disporre gli embrioni di diverse piante (cro- 
cifere, leguminose, composte, graminacee), in modo che il germoglio sia 
tivolto in alto e la radichetta in basso, su ovatta umettata con la soluzione 
nutritizia da sperimentare. 

Nella presente nota intendo dare ragguaglio delle prove fatte al fine 
di studiare il valore fisiologico delle riserve contenute nell’albume delle ca- 
riossidi di grano e di vedere se in condizioni opportune fosse o no possi- 
bile allevare gli embrioni a spese di soluzioni minerali soltanto (soluzione 
di Knop). 

Mano a mano che mi sono addentrata nelle ricerche, i problemi mi sono 
apparsi sempre pil numerosi e complessi ed il campo delle indagini si é 
andato via via allargando; molte di esse sono ancora in corso. Per ora 
riferisco sui risultati ottenuti nelle prime esperienze compiute nello scorso 
inverno. 

Gli embrioni di grano furono staccati con ago a lancetta dalle cariossidi 
perfettamiente secche, allo scopo di togliere ogni possibile influenza su di essi 
di sostanze migrabili dall’albume. L’embrione, privato di ogni brandello del 
tessuto di riserva (operazione che compievo con la massima cura, aiutandomi 
con un microscopio semplice da preparazione, anche sacrificando parte dello 
scudetto), veniva adagiato su di un pezzo di carta bibula bagnata, per essere 
poi passato nei vari substrati formati da piastre di agar contenute in cap- 
sule Petri. 

In alcune porzioni l’agar, precedentemente lavato con acqua corrente per 
quarantotto ore e poi seccato in stufa a 100°, veniva sciolto a bagnomaria 
in 100 cc. di soluzione salina completa di Knop. Altre porzioni erano formate 
aggiungendo alla soluzione salina di Knop I’1 °/, di glucosio, 0 di saccarosio, 
o di lattosio. Ognuna di queste soluzioni fu versata in quattro capsule iden- 
tiche, che formarono cosi quattro serie. Una completa di esse venne esposta 
in serra alla luce, un’altra fu posta in camera buia. Le altre due serie fu- 
rono irradiate prima della semina degli embrioni con luce ultravioletta totale, 
ottenuta con una lampada Hanau. L’irradiazione delle capsule private del 


(1) S. Cotta, Sulla nutrizione di graminacee mediante albumi di specie diversa, « Boll. 
Soc. Ital. di Biol. Sper.», vol. VI, 1931. 
(2) E. Korscuett, Regeneration und Transplantation. Berlin, Borntraeger, Bd. I, 1931. 


coperchio aveva Ja durata di mezz’ora ed avveniva sotto un angolo di 45°, 
alla distanza di 50 cm. dalla sorgente luminosa. Dopo il trapianto degli em- 
brioni le capsule vennero divise in due serie, di cui una fu esposta alla luce 
solare in serra e l’altra fu portata in camera buia. 

La semina degli embrioni avvenne il 29 novembre, giorno in cui le 
diverse serie irradiate e non irradiate furono disposte alla luce e al buio. 

Ventiquattro ore dopo era gid possibile constatare, mediante un esame 
accurato, alcune differenze fra gli embroni contenuti nei diversi substrati. 
Bencheé tutti, sia quelli su piastre con Knop soltanto, sia quelli con Knop 
e zuccheri, si mostrassero accresciuti per Vintervenuto turgore, gli embrioni 
che avevano avuto a loro disposizione gli zuccheri cominciavano a mostrare 
qualche vantaggio, benché lievissimo, tanto nelle serie irradiate quanto in 
quelle non irradiate, tanto esposte quanto non esposte alla luce. 

Queste differenze divennero sempre maggiormente visibili in seguito, 
€ quattro giorni dopo, mentre gli embrioni in Knop non mostravano nessun 
fenomeno speciale, molti di quelli sulle piastre contenenti gli zuccheri ave- 
vano iniziata la germinazione; le radichette, rompendo la coleoriza, erano 
fuoruscite da essa mostrando tutte e tre le regioni dell’apice, con abbondanti 
peli nella regione assorbente. Per di pil: gli embrioni delle serie con carboidrati 
esposti alla luce avevano le giovani foglioline, ancora avvolte nel coleoptile, 
inverdite. Uno sviluppo soltanto di poco maggiore si poteva notare negli 
embrioni disposti sulle piastre antecedentemente irradiate, sia nelle serie 
esposte alla luce sia in quelle tenute al buio. 

Per quanto le dosi degli zuccheri fossero le stesse, essi mostrarono una 
azione specifica alquanto diversa, che si andd sempre pil’ accentuando nei 
giorni successivi; lo sviluppo avvenne in modo decrescente nei substrati con- 
tenenti glucosio, saccarosio e lattosio. 

L’ inverdimento degli embrioni in Knop, che tolto il primissimo aumento 
per turgore non avevano pili mostrato di accrescersi, si verificd alla luce 
soltanto dopo quindici giorni dall’inizio dell’esperienza, quando gia alcuni 
di quelli allevati su piastre contenenti glucosio erano tanto sviluppati da avere 
la prima fogliolina fuoruscita dal coleoptile e raggiungente il coperchio della 
capsula, nonché uno sviluppo radicale tale da far pensare alla possibilita del 
trapianto in piena terra e ad un conseguente attecchimento delle piantine. 
In saccarosio tanto il germoglio quanto le radici si erano sviluppati meno. 
Minore ancora era stato l’accrescimento in lattosio. In quest’ultimo Vapice 
della prima fogliolina, inverdita solo in alcuni di essi, cominciava a fuoru- 
scire dal coleoptile, mentre molto scarso era rimasto lo sviluppo delle ra- 
dichette. Le stesse differenze si potevano notare anche nelle serie allevate 
al buio. 

Una ventina di giorni dopo gli embrioni allevati alla luce con idrati di 
carbonio furono trapiantati in piena terra, e contemporaneamente furono por- 
tati alla luce gli embrioni allevati al buio. 


Di essi inverdirono soltanto quelli cresciuti su piastre contenenti glu- 
cosio. Gli embrioni allevati in presenza di saccarosio e di lattosio non pre- 
sentarono questo fenomeno, forse perché danneggiati da grandi quantita di 
muffe, Veliminazione delle quali forma la maggiore difhcolta dell’esperienza. 
Neanche gli embrioni cresciuti al buio in solo Knop inverdirono, quantunque 
non fossero invasi da muffe. Aggiungo ancora che ad inverdimento avvenuto 
in seguito all’esposizione alla luce anche gli embroni allevati in glucosio al 
buio furono trapiantati in terra. 

Gli embrioncini in Knop delle serie esposte alla luce, che erano a stento 
riusciti ad inverdire, un mese dopo l’inizio dell’esperienza cominciarono a 
decolorarsi e finirono col perdere totalmente il color verde. 

Volli fare anche delle osservazioni microscopiche e notai che gli em- 
brioni secchi staccati dalla cariosside, sono molto ricchi, come si sa, di 
lipoidi, mentre manca assolutamente l’amido. 

Dopo quarantotto ore di permanenza su carta bagnata l’amido si formava 
per trasformazione di altri materiali contenuti nello stesso embrione; natu- 
ralmente la quantita di amido che si riscontrava era molto maggiore negli 
embrioni tenuti in soluzioni zuccherine. 

Possiamo spiegarci l’inverdimento pil rapido negli embrioni in queste 
ultime rispetto a quello che avviene in sola acqua con la quantita maggiore 
di idrati di carbonio solubili a loro disposizione, condizione, come & noto, 
necessaria alla formazione della clorofilla. 

Gli embrioncini tenuti in Knop alla fine dell’esperienza mostrarono nelle 
loro cellule evidentissimi fenomeni di autolisi: alcune sezioni presentavano 
i tessuti ridotti alle sole membrane cellulari, come se su di essi avesse agito 
un rischiarante chimico. 

Aggiungo infine che se non tutte le piantine, almeno alcune di quelle 
trapiantate in piena terra, innaffiate ad intervalli con soluzioni diluite di fo- 
sfato acido di potassio e con soluzione completa di Knop, attecchirono egre- 
giamente, svilupparono con aspetto rigoglioso, ed accestirono normalmente. 
L’allevamento di queste ultime continua ancora e di esso sara riferito a parte 
a ciclo compiuto. 

Da quanto precede risulterebbe dunque che nei primi stadi di sviluppo 
la piantina sarebbe specialmente adattata all’eterotrofia. Se si tolgono le 
riserve dell’albume, l’embrione dopo di essersi imbibito di acqua & ancora 
capace di compiere un certo sforzo per mantenersi nello stato di vita attiva 
che in esso @ stato risvegliato dall’assunzione dell’acqua, inverdendo; ma 
aumento dei processi catabolici, che caratterizza l’attivita del periodo ger- 
minativo, non verrebbe integrato dai fenomeni anabolici, che si compiono a 
spese di una scarsa quantita di clorofilla formata in cloroplasti di organi 
giovanissimi, non aventi ancora struttura definitiva e quindi non ancora 
capaci di funzionare normalmente. La somministrazione di sostanze carbo- 
idrate risulterebbe necessaria tanto pit quando si pensi anche alla grande 


quantita di sostanze organiche indispensabili alla piantina che deve con esse 
costruire tutti gli organi non verdi, come le radici, le quali assicurano |’ade- 
sione al terreno, e l’assunzione delle soluzioni saline. 

Non tutti gli zuccheri perd presentano la stessa azione. I risultati mi- 
gliori sono stati forniti dal glucosio, che normalmente si origina nella 
germinazione del seme per idrolisi dell’amido di riserva. 

Sono in corso di esperienza alcune altre ricerche sul comportamento 
di altri mono- e disaccaridi, allo scopo di metterne in rapporto l’azione fisio- 
logica con l intima struttura chimica. 


Botanica. — Colture spontanee di cellulositici acrobi “ Cytophaga Wino- 
gradskii”’, n. sp. Nota di F. Verona, presentata dal Socio P. R. Pirorra. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Fisiologia. — Azione dell’istamina, insulina, efetonina, caffeina, 
canfora sul cuore isolato di “ Bufo vulgaris”. Nota lJ di A. De- 
AGazio, presentata ® dal Corrisp. S. BAGLIonI. 


Per quanto riguarda la tecnica rimando alla Nota presentata nella se- 
duta del 7 gennaio 1934. 


IsTAMINA. 


Sperimentalmente |’ iniezione endovenosa d’istamina determina nell’animale una ca- 
duta brusca della pressione arteriosa accompagnata a manifestazioni simili a quelle dello 
choc peptonico: questa caduta della pressione sarebbe in rapporto ad una vaso-dilatazione 
periferica e ad una contemporanea vaso-costrizione polmonare. L’effetto depressorio per 
azione dell’ istamina ¢ meno manifesto se questa viene iniettata per via sottocutanea o 
intramuscolare, L’istamina ha anche un’azione evidente sulla muscolatura liscia determi- 
nandone valide contrazioni. 


Nella serie presente di ricerche si ¢ usata listamina del commercio 
in fiale da 1 cme. 

Sul cuore in condizioni normali di pressione (Pa = 5; Pu = 10) si 
sono provate le soluzioni d’istamina all’1 : 300.000; all’: 200.000; al- 
Pr: 100.000; all’: 50.000: non appena viene perfusa la soluzione di ista- 
mina si ha un leggero aumento della frequenza del ritmo cardiaco, accom- 
pagnato da un leggero aumento dell’ampiezza delle escursioni  sistolico— 


(1) Sono stato aiutato nelle ricerche dai laureandi O. Darmon, R. Lanternari, A. Ci- 
tone: di esse ne hanno fatto oggetto della tesi di laurea. 
(2) Nella seduta del 6 maggio 1934. 


diastoliche atrio—ventricolari. Rapidamente perd l’ampiezza delle. escursioni 
torna a diminuire rimanendo come quando si perfonde soluzione normale, 
mentre il ritmo cardiaco rallenta. Tale azione ¢ pienamente reversibile: il 
lavaggio con soluzione fisiologica ripristina nelle ordinarie manifestazioni 
Pattivita cardiaca; la perfusione di altri farmaci — adrenalina — dopo che aveva 
agito l’istamina provoca il quadro proprio all’azione dei farmaci stessi (fig. 3). 

Sul cuore stanco per gli aumenti della pressione ventricolare si sono 
provate le stesse concentrazioni d’istamina: questa non é riuscita mai ad 
arrestare la caduta del cuore per gli aumenti delle resistenze periferiche; 
ed il cuore non si ¢ dimostrato in alcun modo in grado di resistere di pit 
mentre veniva perfusa l’istamina di quando veniva perfusa soluzione fisio- 
logica normale. 


INSULINA. 


Secondo Citron (« Med. Clinich. », vol. 20) l’aggiunta d’insulina al liquido di perfusione 
nel cuore isolato di rospo provoca rallentamento della frequenza del cuore e diminuzione 
dell’attivita sistolico—diastolica, per un effetto cronotropo negativo. Il cuore si arresterebbe 
in diastole e quest’effetto non verrebbe ridotto dall’atropina. Collazzo e Handel sul cuore 
isolato di rospo non hanno potuto dimostrare un’azione evidente dell’insulina (« Deut. 
Med. Wochenschr. », 1923). Edward e Ervine Page con iniezioni di forti dosi d’insulina 
in cani anestetizzati hanno osservato un aumento della frequenza delle pulsazioni ed una 
diminuzione rapida della capacita dinamica del cuore (« Amer. Journ. of Phys.», 1924). 
Kogan sul cuore isolato avrebbe messo in evidenza un’azione antagonista fra insulina ed 
adrenalina. Kharlton e Starling sul preparato cardiopolmonare di cane normale e span- 
creatizzato hanno cercato di mettere in evidenza una differenza di comportamento nei ri- 
guardi del consumo di glucosio nei due casi (« Journ. of Phys. », 1912). 


I. Sul cuore in condizioni normali di pressione (Pa = 5 ; Pv = 10) (fig. 1) 
si sono studiate le seguenti diluizioni d’insulina: 1 U:1000; 5 U: 1000; 
FOLUE 1000— 20),U) 210004230) Ui. .1000 -740/,U,:.10005.80.'U 1000.) Le 
prime diluizioni non hanno agito manifestamente; s’& cominciata a mani- 
festare un’azione a cominciare dalla concentrazione di 20 U: 1000: scarso 
aumento dell’ampiezza delle escursioni sistolico—diastoliche atrio—ventricolari 
e leggera diminuzione della frequenza del ritmo cardiaco, Tale azione é piu 
manifesta per le concentrazioni pit forti. 

Si é cercato di porre in evidenza un eventuale differente comportamento 
delle soluzioni d’insulina in liquido fisiologico glucosato e non glucosato : 
nel secondo caso l’azione é parsa pili transitoria, pur non essendovi un dif- 
ferenziamento ben pronunciato. 

Non é stato possibile invece mettere in evidenza in alcun modo una 
azione antagonista dell’insulina verso l’adrenalina: l’adrenalina perfusa dopo 
Pinsulina anche in forte concentrazione (80 U: 1000) provoca sempre il 
quadro caratteristico della sua azione; anzi l’azione dell’adrenalina sembra 
in un certo qual senso sostenuta dall’insulina, in quanto sembra essere pil 
duratura. 
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II. Sul cuore stanco per gli aumenti delle resistenze periferiche (fig. 2) 
Vinsulina in concentrazione di 30 U: 1000; 40 U: 1000; 80 U: 1000 ha 
manifestato la sua azione provocando un netto aumento d’ampiezza delle 
escursioni sistolico—diastoliche atrio—ventricolari. Pur essendo ben chiara tale 
azione non € cosi notevole come per |’adrenalina. Perfondendo le soluzioni 
di insulina @ stato possibile eliminare in qualche caso linsufficienza atrio— 
ventricolare stabilitasi per l’aumento della pressione di eflusso, rendendo 
manifesta l’azione tonotropa positiva di tale ormone. L’azione dell’adrena- 
lina per la perfusione di insulina si é mostrata pit evidente in soluzione 
glucosata che in soluzione non glucosata. 


EFETONINA. 


L’efetonina — composto racemico di efedrina levogira e destrogira — avrebbe la stessa 
azione dell’efredina levogira. Secondo Lansen nell’uomo per os e per via sottocutanea ed 
endovenosa non si avrebbe nessuna azione sulla pressione e sulla frequenza del polso per 
dosi da gr. 0,001 a gr. 0,10. Per dosi fino a gr. 0,40 per via intramuscolare si avrebbe 
aumento della pressione di 30-35 mm Hg. Etten osservo aumento della pressione di 3 mg 
pro Kilo di efetonina nei cani in choc istaminico. Bain non é riuscito a mettere in evi- 
denza nessuna azione sui cuori isolati di crostacei. 


Nella presente serie di ricerche s’é usata l’efetonina in fiale di Merck 
e si & sperimentato con le seguenti diluizioni: I : 300.000; I : 250.000; 
1! 150,000 501 25.0000 ;/1'S:2 5000.5 1 310.0007: 1 212000,7 Gr yir.00e 

Non € stato possibile mettere in evidenza alcuna azione dell’efetonina 
a tali concentrazioni ne sul cuore in condizioni normali di pressione, né 
sul cuore arrestato mediante aumento delle resistenze periferiche. 


CAFFEINA. 


Sul cuore isolato di rana per l’azione della caffeina l’espansione diastolica diminui- 
rebbe, cosi che il volume del liquido espulso nella sistole € minore che nel cuore nor- 
male — l’energia di contrazione pero si accrescerebbe in modo che il cuore diventerebbe 
capace di superare resistenze maggiori che nella norma. Per dosi pit grandi si otterrebbe 
una progressiva depressione dell’attivita del cuore fino all’arresto in sistole. Sul cuore iso- 
Jato di mammifero la caffeina provocherebbe un aumento della frequenza del ritmo ed un 
aumento dell’energia contrattile — forse per la vaso-dilatazione delle coronarie. Sul cuore 
in situ dei cani le iniezioni di piccole e medie dosi di caffeina provocherebbe diminuzione 
della frequenza cardiaca — per azione sul vago —; l’iniezione di dosi pit alte determine- 
rebbe aumento della frequenza — per azione diretta sul miocardio. Nell’uomo, sotto l’azione 
della caffeina, lattivita ed il lavoro del cuore aumentano: agendo la caffeina sull’energia 
contrattile (azione inotropa), sull’eccitabilita della fibra cardiaca (azione batmotropa posi- 
tiva), sul tono del cuore (azione tonotropa positiva). In breve sull’animale l’azione della 
caffeina dipende dai seguenti fattori: stimolazione dei centri del vago con rallentamento 
del polso; eccitazione dei gangli cardiaci periferici acceleratori (per dosi pili forti); modi- 
ficazioni del miocardio; dilatazione dei vasi coronarii. Nella presente serie di ricerche si 
€ sperimentata l’azione della caffeina in concentrazione all’ 1: 1:000; all’ 1 : 2.500. 


iin AY 
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Fig. 1. — 1) Sol. norm.; 2) insulina 80 v: 1.000. 


2. — 1) Sol. norm. si aumenta la Pv di-5 cm in § cm; 


2) si perfonde insulina a 40 v: 1.000. 


nage 
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Fig. 3. — 1) Sol. norm.; 2) soluzione di istamina 1 : 100.000 
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Sul cuore in condizioni di pressione normale (Pa= 5 ; Pu= 10) la solu- 
zione di caffeina ha cosi agito: in un primo momento, subito dopo lo inizio 
della perfusione, ha provocato un arresto quasi totale del cuore; dopo breve 
arresto pero, continuando la perfusione di caffeina, il cuore ha ripreso la sua 
funzione con un ritmo piu frequente ed un’ampiezza delle escursioni sistolico- 
diastoliche maggiore. In un primo tempo dopo la ripresa il ritmo e l’am- 
piezza delle escursioni sono irregolari, ma presto si regolarizzano entrambi. 

Sui cuori stanchi per la lunga permanenza del circolo artificiale, la caf- 
feina in tale dose ha manifestato un’azione nettamente deprimente. 

Simile ¢ stato il quadro per la concentrazione della caffeina all’ 1 : 2.500. 

Sul cuore sottoposto ad aumenti della pressione ventricolare la caffeina 
ha ritardato la caduta del cuore; ed ha determinato una ripresa del cuore 
sfiancato. L’azione della caffeina s’¢ dimostrata reversibile venendo a man- 
care per l’allontanamento del formaco mediante il lavaggio; non ostacolando 
Yazione di altri farmaci perfusi dopo di essa. 


CANFORA. 


Sul cuore isolato di rana e di tartaruga per dosi all’ 1: 50.000 ed all’ 1: 25.000 si 
ha aumento dell’ampiezza delle pulsazioni cardiache ed un leggero aumento della frequenza 
del ritmo; in concentrazioni pitt alte la canfora rallenta il ritmo cardiaco aumentando la 
ampiezza delle escursioni sistolico-diastoliche. Per dosi all’1 : 4.000; all’ 1: 2.000 si arresta 
il cuore di rana in diastole. In dosi all’ 1: 10.000; all’ 1: 20.000 riattiverebbe il cuore ar- 
restato in sistole per l’azione di dosi tossiche di digitale. Secondo Bohme soluzioni dilui- 
tissime di canfora renderebbero pitt frequente il ritmo ed aumenterebbero l’ampiezza delle 
escursioni nei cuori sotto l’azione del cloralio. Sul cuore isolato di mammifero la canfora 
determina aumento della frequenza e dell’ampiezza delle escursioni cardiache: l’azione pro- 
lungata pero finisce col deprimere il cuore. Sul cuore im situ le piccole dosi non determi- 
nano alcuna azione; le grandi dosi provocano modificazioni dell’attivita del cuore eccitando 
il centro vaso-costrittore bulbare con conseguente aumento della pressione sanguigna. 
Nell'uomo la canfora manifesterebbe: azione inotropa positiva; azione cronotropa dubbia 
(negativa nei disturbi di origine extra sistolica; positiva nei casi di depressione del nodo 
seno-atriale); azione dromotropa positiva. 


Nella presente serie di ricerche si ¢ sperimentato con le soluzioni di 
canfora in concentrazione all’ 1: 1.000; all’1:2.500; all’1: 5.000. Sul 
cuore in condizioni normali di pressione la soluzione di canfora all’ 1 : 1.000 
ha provocato una rapida caduta della funzionalita cardiaca: prima dell’ar- 
resto si € osservata una notevole aritmia. 

La canfora in concentrazione all’ 1: 2.500 provoca una netta aritmia 
con rallentamento del ritmo ed aumento di ampiezza delle escursioni sisto- 
lico-diastoliche atrio-ventricolari. 

Con ugual quadro s’¢ manifestata l’azione della soluzione in concentra- 
zione all’ 1: 5.000: soltanto meno evidente ¢ stato il perturbamento del ritmo. 

Sul cuore sfancato per mezzo degli aumenti delle resistenze periferiche 
non ¢€ stato possibile mettere in evidenza alcuna azione. 


PRESENTAZIONE DI LIBRI 


Il Corrisp. VERCELLI presenta in omaggio un suo volume su 1’« Aria », 
scritto con intenti divulgativi, e ne espone brevemente 1 criteri informatori. 

Il Socio Marcotoneo riferisce brevemente sulla relazione inviata dal 
Corrisp. Loria intorno al manoscritto del Linceo Luca Valerio, scoperto 
dal prof. Gabrieli e si associa al voto del relatore, che cioé il Gabrieli stesso 
curi ledizione della nuova opera valeriana. 

L’Accademico Segretario aggiunto Lo Surpo presenta le opere giunte 
in dono all’Accademia segnalando la pubblicazione della R. Accademia Pe- 
loritana di Messina « Nel primo centenario della nascita di Giuseppe Se- 
quenza »; le pubblicazioni dell’ Istituto di Zoologia della R. Universita di 
Bologna diretto dal Corrisp. A.Guicr; un gruppo di pubblicazioni di E. Cassinis. 


RELAZIONI DI COMMISSIONI 


Il Corrisp. Carano legge anche a nome del Socio Pirorta, la rela- 
zione con la quale si propone la stampa della Memoria di G. Luccnerri 
dal titolo: «Il metodo batteriochimico di determinazione dell’assimilabilita 
dell’anidride fosforica nel terreno ». 

L’Assemblea approva. 


PRESENTAZIONE DI NOTE E MEMORIE 


Presentano Note per Vinserzione negli Atti i Soci Carano, ENRIQUES, 
Levi—Civira, PiroTra. 

Il Socio Enriques presenta all’Accademia una Nota del prof. Oscar 
Chisini su « Un teorema d’esistenza dei piani multipli» e desidera accom- 
pagnare la presentazione con alcune parole. Il problema a cui si riferisce 
la Nota, cio la costruzione delle curve piane che costituiscono curve di 
diramazione per un piano multiplo (o per una funzione algebrica di due 
variabili) € un problema veramente fondamentale per la teoria delle super- 
ficie, che aspetta ancora una soluzione adeguata allo scopo: infatti le con- 
dizioni d’esistenza che sono state determinate dagli studiosi non sembrano 
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ancora suscettibili di applicazione pratica. Il Chisini introduce in questo 
studio un’idea geniale. Poiché le accennate condizioni d’esistenza dipendono, 
non tanto dalla curva C che venga data nel piano, con un certo numero 
di nodi e di cuspidi, quanto dal sistema continuo {Cj} delle curve C ana- 
loghe, l’A. cerca di costruire il sistema {C} per mezzo di certe curve limiti 
che gli appartengono. E riesce almeno a costruire piani multipli dotati di 
un grado elevato di generaliti. Le sue considerazioni, che offrono una de- 
finizione topologica originale delle singolarita delle curve piane, giuocano 
qui in una maniera suggestiva e piena d’interesse. Io non saprei dire oggi 
se le aspettative dell’A., che ritiene debbansi ottenere col suo metodo tutti 
i piani multipli, resulteranno giustificate. Comunque ritengo che la ricerca 
del Chisini costituisca un passo essenziale in una questione difficile, e valga 
forse a promuovere il progresso pil’ cospicuo che sia stato realizzato in 
questi ultimi anni nella teoria delle superficie algebriche. 


OPERE PERVENUTE IN. DONO ALL’ACCADEMIA 


presentate nella seduta del 6 maggio 1934 


fe) 


ALBERA CarRLo. — Sul valore assoluto del 
secondo principio della termodinamica. 
(Estr. dalla « Rivista I’ Ingegneria Mo- 
derna », fasc. n. 1, 1934). Milano, 1934. 
4°, pp. 1-8. 

BatraGiia M. — Eumices tuberculosis. (Estr. 
dal «Bollettino della Sezione Italiana 
della Societa Internazionale di Micro- 
biologia », fasc. XII, 1933). Milano, 1933. 
8°, pp. I-5. 

BECHHOLD (von)H. — Ferment oder Lebe- 
wesen ? (Sonder-Abdruck aus « Kolloid 
Zeitschrift », Band 66, Heft 3, pp. 239- 
340; Band. 67, Heft 1, pp. 66-79), s. 1. 
1934, 8°. 

BeRTOLDI Curara. — «Il verme rosso » 
(Syngamus trachea Montagu). (Estr. 
dalla «Rivista di avicultura». N° 4, 
aprile 1933). Bologna, 1933. 8°, pp. I- 
16, 

BERTOLDI Curara. — Osservazioni sulla bio- 
logia di Syngamus trachea Montagu 
(Estr. dal « Bollettino di zoologia ». 
Anno I, pp. 43-45). Napoli, 1930. 8°. 

BRIGHENTI Dino. -— Gli anofelini delle Co- 
lonie italiane. (Estr. dalla « Rivista di 
malariologia ». Anno IX, fasc. 4). Roma, 
1930. 8°, pp. 1-7. 

BRIGHENTI Dino. — La distribuzione geo- 
grafica degli anofelini in Italia (Estr. 
dalla «Rivista di malariologia ». Anno 
VIII). Roma, 1929. 8°, pp. 1-8. 

BRIGHENTI Dino. — Osservazioni sulla bio- 
logia dell’Anopheles sacharavi  Favr. 
(Estr. dal «Bollettino di zoologia ». 
Anno I, pp. 27-30). Napoli, 1930. 8°. 

BrRIGHENTI Dino. — Revisione sistematica 
ed ecologica dei culicini italiani (Estr. 
dagli « Atti della Soc. Ital. di scienze 
naturali ». Vol. LXX, pp. 218-227). 
Pavia, 1931. 8°. 


BRIGHENTI Dino. — Ricerche biologiche sulle 
valli salse della Mesola. (Estr. dal « Bol- 
lettino di pesca, di piscicoltura e di idro- 
biologia». Anno VII). Roma, 1931. 8°, 
pp. 1-29. 

BRIGHENTI Dino. — Ricerche biologiche nelle 
valli salse della Mesola. IV. Osservazioni 
compiute negli anni 1928-30 (Estr. dal 
« Bollettino di pesca, di piscicoltura e 
di idrobiologia ». Anno VIII). Roma, 
1932. 8°, pp. 1-31. 

BRIGHENTI Dino. — Ricerche sulla attrazione 
esercitata dai colori sugli anofeli. (Estr. 
dalla « Rivista di malariologia ». Anno 
IX). Roma, 1930. 8°, pp. 1-10. 

BriGHENTI Dino. — Sull’alimentazione delle 
larve di Anopheles. (Estr. dal « Bollet- 
tino di zoologia ». Anno II, pp. 27-31). 
Napoli, 1931. 8°. 

BrIGHENTI Dino. — Sopra una nuova specie 
di Trochammina delle Valli salse della 
Mesola. (Estr. dal « Bollettino di zoo- 
logia ». Anno II, pp. 13-17). Napoli, 
1931. 8°. 

Buizerro Fitirepo. — Gonopodi anomali e 
struttura del testicolo in Gambusia hol- 
brookii (Grd). (Estr. dall’« Archivio zoo- 
logico Italiano ». Vol. XX, pp. 203-214). 
Napoli, 1934. 8°. 

ButzeTro Firtppo. — Osservazioni sulla vita 
e sul rapporto sessuale dei nati di Gam- 
busia holbrookii (Grd.). (Estr. dall’«Ar- 
chivio zoologico Italiano». Vol. XX, 
pp. 45-65). Napoli, 1934. 8°. 

CapREIRA ANTONIO. — Détermination de la 
latitude géographique, trois hauteurs 
quelconques et la déclinaison de l’astre 
étant connues. (Extr. des « Comptes 
rendus des séances de l’Académie des 
Sciences ». Tomo 179). Paris, 1924. 4°, 


pp. I-2, 


Capreira ANTONIO. — Methode pour obtenir 
les coordonnées géographiques a une 
hauteur quelconque de |’astre. (Extr. des 
«Comptes rendus des séances de l’Aca- 
démie des Sciences ». Tomo 176). Paris, 
1.023504 ce PDs 2s 

Capreira ANTONIO. — Schémes algébriques 
des dates des phases lunaires et de l’ho- 
raire des mar¢es relatives. (Extr. des 
« Comptes rendus des séances de l’Aca- 
demie des Sciences ». Tomo 185). Paris, 
1927. 4°, pp. 1-2. 

Capremra ANToNIO. — Sur la variation de 
Vorbite et de la vitesse de la cométe de 
Halley et de sa distance aux planétes 
troublantes. (Estr. des « Comptes rendus 
des séances de I’ Academie des Sciences». 
Tomo 195). Paris, s. d. 4°, pp. 1-3. 

CaBrEIRA ANTONIO. — Teoria de um Ca- 
lendario Luni-solsticial. (Separata des 
« Anais de Club militar naval ». Lisboa, 
1931. 8°, pp. I-5. 

CaBrREIRA ANTONIO. — Théorie d'un plani- 
sphére metrique terrestre. (Extrait des 
« Comptes rendus des séances de |’Aca- 
démie des Sciences ». Tomo 188). Paris, 
1929. 4°, pp. I-2. 

Cassinis G. — Gravimetria. (Estr. dall’«En- 
ciclopedia Italiana ». Vol. X VII, pp. 761- 
766) a ROMA ESC.) Alc. 
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MEMORIE E NOTE DI SOCI 


Meccanica. — Sul “ fuoco” di un biplano. Nota“ del Corrisp. 
Go As CROCCO. 


Fuoco di un’ala monoplana dicesi quel punto del suo profilo medio, 
riportato sul piano di simmetria, rispetto al quale rimanga costante per qual- 
siasi incidenza il coefficiente di momento della risultante aerodinamica. 

L’esistenza di un tal punto ée dimostrata teoricamente, sotto determi- 
nate ipotesi aerodinamiche che consentono di calcolarne la posizione @; ed 
é confermata dalla linearitd del diagramma sperimentale dei coefficienti di 
momento rispetto a un punto qualsiasi della corda media. 

Se il diagramma eé lineare cio vuol dire, per altro, che la derivata ¢ 
costante, ossia che l’imcremento di momento € proporzionale all’incremento 
della forza aerodinamica; e che quindi quest’ultimo incremento risulta ap- 
plicato sul fuoco%). Cio lo distingue dal centro di pressione, sul quale é ap- 
plicata la totalita della forza aerodinamica. 

Gli Americani chiamano il fuoco centro aerodinamico. 


La precedente definizione del fuoco di un’ala puo convenientemente 
estendersi al caso di un Diplano, cioe di un sistema portante ad ali sovrap- 
poste. Si dira quindi fuoco di un biplano il punto di applicazione della risul- 
tante degli incrementi delle forze aerodinamiche sulle due ali. 


(1) Presentata nella seduta del 4 febbraio 1934. 
(2) Garrik, «N. A. C. A.», Rep. n. 465, fig. 1, formula (16). 
(3) Monk, The principles of aerodynamics, 1933, 1, § 58. 
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L’esistenza di un tal punto non é dimostrata. Sinora esso € stato cal- 
colato come risultato di approssimazioni. Poste, ad esempio, le circuitazioni 
funzioni lineari della direzione asintotica della velocita, definita da un angolo 
a comunque riferito, ed espresso in funzione di « il momento del biplano 
rispetto a un punto qualsiasi di coordinate & ed 7, tralasciando in tale 
espressione i termini superiori ai quadratici, si & detto « fuoco» del biplano 
quel punto le cui coordinate annullino contemporaneamente i coefficienti 
dei termini in « ed «?. 

Tale il procedimento esplicito del Ferrari“ per ali sottili indefinite; 
tale, implicitamente, la estensione del teorema di Panetti® ad ali qualsiasi. 

Per indagare sulla natura di queste approssimazioni seguiremo un me- 
todo che ci conduca rapidamente allo scopo e consenta l’utilizzazione di 
risultati sperimentali. 

Esprimeremo percid le forze aerodinamiche delle singole ali in fun- 
zione dei loro coefficienti di portanza, Cp, e Cpa: € questi ultimi in funzione 
del coefficiente di portanza, Cp, dell’ intero biplano, definito da 


(1) S GReetOs Gr +S, Cree 


ove S,,S, siano le singole supertici alari ed S la loro somma. 

Le pid recenti indagini 6) hanno condotto a stabilire, almeno per por- 
tanza complessiva Cp non troppo prossima a zero, relazioni lineari tra Cp, , 
Cp, e Cp, contrariamente alle indicazioni di alcune teorie ed in accordo 
con le deduzioni di altre “). 


Si ha cioe 
Cy, =h, + A+’) CG 
(2) Saybia Sy S:2\c.. 
| Co = — hs + (1th Crs 


dove h,,k; sono raccolte e tabellate “) in base allo scalamento s, allo 
scartamento d; al divaricamento @ ed alle aperture b,, 5, delle due ali, in 
relazione colle loro superfici. Tali coefficienti risultano di un ordine di 
grandezza medio pari a 0.05 e 0.15 rispettivamente. 

Cid posto, precisiamo le forze aerodinamiche delle singole ali, risolvendole 
tispetto a due assi fissi su ciascuna ala: e cioe gli assi di portanza nulla 
(per ali isolate) x, ,x.3; e gli assi a questi perperdicolari y,,y.. Le com- 
ponenti della forza aerodinamica saranno dunque X;, X.e Y,, Y2: edi loro 


(1) C. Ferrari, Sulla determinazione delle caratteristiche aerodinamiche di un biplano ecc., 
«Memorie Acc. Scienze Torino», vol. LXVI, n. 3, 1931. 

(2) Panetti, Costruzione del fuoco di un biplano, « Atti R. Acc. Scienze Torino», 
LXVH, 6 marzo 1932. 

(3) W. Dient, Relative loading on biplane wings. «N. A. C. A. », Rep., n. 458, 1933. 

(4) Max Munk, General Biplane theory, «N. A. C. A.», Rep. n. 151, 1922. 
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incrementi, corrispondenti a un incremento $C, della portanza dell’ intero 
biplano, saranno 8X, , 5X, , SY, , SY. e s’intenderanno rispettivamente appli- 
cati sui fuochi delle singole ali, presi come origine degli assi. 


La figura precisa le precedenti posizioni e i relativi simboli e sensi po- 
sitivi; e indica con & ed xy le coordinate del fuoco F del biplano rispetto 
ad assi x,y aventi come origine il fuoco F, dell’ala inferiore e paralleli 
agli assi x, e y; dell’ala superiore. 

Se indichiamo con 8M l’incremento del momento M del biplano sup- 
posto riferito al fuoco F come fulcro, le coordinate di esso fuoco saranno 
fornite dalla equazione 


(3) 8M=—SY,(s—&) +8X, (d —n) +8Y. & + Bn) — 8X. M— 88) = 0; 


nella quale abbiamo posto cosB =1,senB= 6. 
Se ora scriviamo, per l’ala superiore 
D1 pV eno, 


(4) 
( 8X, = pV? (fr + a: Cy) 8C; 


ed analoghe espressioni per l’ala inferiore, la precedente equazione si scinde 
nelle due 


(.+tetfBE—(fptfh—eb)n=ers —frd 


(5) 
— 9. BE + (g: + g2) 0 = 814; 
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le quali insegnano che l’esistenza del fuoco del biplano é legata alla condi- 
zione che i coefficienti ¢, f,g risultino costanti. 

Diversamente si avri una escursione focale, calcolabile dalla variabilita 
di qualcuno di tali coefficienti. 

Il calcolo del coefficiente ¢, ¢ agevole se si confonde, come si usa, il 
valore di Y, col valore della portanza P, = Cp; S, pV’. 

Si ottengono allora in base alle (2): 


(6) Qe = (1 -+ ky) Si; 5 a = Ds = ky Sis 


costanti in Cp». 

Per dedurre invece l’espressione e l’ordine di grandezza dei coefficienti 
fr: € gx Sseguiremo, in mancanza di analogo corredo sperimentale, una par- 
ticolare indagine analitica. 

Consideriamo perciO un/’ala isolata e ptescindiamo dalla resistenza di 
profilo che supponiamo costante coll’incidenza. 

Se «a ¢ Vangolo d’incidenza autoindotto, la risultante forza aerodina- 
mica, P, s’inclina, rispetto alla perpendicolare alla velocita asintotica della 
corrente, precisamente dell’angolo «;. Se « é pertanto l’angolo che la dire- 
zione di portanza nulla fa con la velocita della corrente, le due componenti 
di P sugli assi x e y innanzi definiti, saranno 


Nea P sem(ar— a) 5 2 Ya SP cos (ai en) 


dove, per la piccolezza dell’angolo «— «a; potremo porre cos («—«a:) =1 
cioé ritenere, in valore, YiYP. 

Osservando ora che « — a é l’angolo d’incidenza effettivo dell’ala iso- 
lata, cloé quello che darebbe eguale portanza per l’ala indefinita, potremo 
scrivere, adottando per semplicita il coefficiente teorico ortodosso 7, 


= eSV?-7-sen(a —a) 
dove V eé la velocita della corrente. Se ne ricava 


C; 


ee eSV? . 


In generale, scegliendo come asse x la corda alare, con angolo a, 
rispetto all’asse di portanza nulla, l’espressione del coefficiente Cx della 
proiezione della forza aerodinamica sulla corda, risulta 


. ~ 


Cr Gre a Qe Cy a 


Rie 
) 
wT 


dove Cro € il coefficiente della resistenza di profilo. 


Consideriamo ora le ali di un biplano, soggetto ad interferenza. Si 
avra per tale interferenza una variazione in valore e in direzione delle forze 
aerodinamiche su ciascuna ala. Se P, é@ la nuova forza aerodinamica dell’ala 
superiore e Aa, la sua variazione in direzione, che si aggiunge all’angolo 
autoindotto, —«a:, si avra 


X, = P, sen (a — o + Aa). 


Se ora, in analogia a quanto si & fatto per Vala isolata, ci riferiamo 
ad una nuova velocita, V; = V(1 + wx), perpendicolare alla forza aerodina- 
mica, Vangolo « — a; + Aa, potra considerarsi come angolo d’incidenza ef- 
fettivo e consentira di porre, trascurando il quadrato di u;: 


Cpr = (1 + 2 ut) wsen (a — a; + Aax,) 


e in conseguenza 


(8) eae ees 


TT 


che, sempre prescindendo dalla resistenza di profilo, conserva la stessa espres- 
sione formulata per Vala isolata, a meno della variazione nel valore della velo- 
cita di riferimento. 

Come si vede con questo procedimento non occorrera formulare gli 
angoli Ax, ma soltanto i rapporti di velocita u. Per lo scopo cui tende la 
nostra ricerca cid potra farsi seguendo il metodo approssimato dei vortici 
di sostituzione, schematizzati a ferro di cavallo e che forniscono per Vala 


superiore 
ye imch : oe e. 
xb, b, S 
e per lala inferiore 
ig ee Ae a te € 2. Cres 
Us Vs S 


dove w @ una funzione dello scartamento e della apertura delle ali ed ¢ si 
deduce da essa. Differenziando ora, rispetto a Cy, l’espressione della com- 
ponente X, dell’ala superiore, e tenendo presente che si ha dalle precedenti 
posizioni e dalla 8Cp: = (1 + ¢) 8Cp2, ove ¢ si deduce dalle (2), 


y Menetce 
Bu, =e BC = EG care 


ricavasi agevolmente 


2 Gy 
SX, = 2eV?S: Cp: cr i -"E(2c ae + -)|; 


(i) R. Fucus e L. Horr: Aerodynamik, 1922, cap. IV, § 5. 


ed in modo analogo 


aC 


OX, = 2pV2S, Cy, : ee (2, +(1 +0) Cp) 


Da queste ultime relazioni con l’aiuto delle (2) e delle (4) si ricavano 
i valori dei coefficienti cercati, ottenendo 


i ree i eG ie 


dine A h, 25; h, S: , 5 
a ( AES (i +n); 


(9) rue 4( +k, +2m— 30S (1 +m OG), 


(sh + 2m) +323 (1 +m) C)); 


nelle quali per brevita di scrittura si ¢ posto 


Il+m=(1 +h,)(1— 2s ks) 


Sy 
n= 38 hh, ee ee 
ny = 302 ieee 


Le quantita m,n, , 7, risultano piccole di fronte a k, e percio possono 
venire trascurate nelle (9), quando si cerchino soltanto ordini di grandezza. 

Come si vede dalle (9), i coefficienti f,,f,, come e, ,¢,, risultano 
costanti in Cy» cosicché la prima delle (5) rimane in ogni caso a coeffcienti 
costanti; ma gr, g. risultano invece funzioni lineari di C,, e pertanto la 
seconda delle (5) conduce ad una escursione del fuoco, sia in lunghezza che 
in altezza, dipendente dal valore di € e cioé di yp. 

L’ordine di grandezza di questa escursione pud calcolarsi semplicemente 
nel caso di un biplano ad ali comunque scalate ma non divaricate. 

Ponendo infatti B =o nelle (5) si ottiene 


a eepipenll ag Nee SE Sy. 
ad gi +g. d (g: + g2)? bn exe 


ty ge, Da eae ls ee se eee 


D’altra parte le (9) forniscono, con la indicata approssimazione 


A i, ; df Ay 1 


e percio ricavasi : 
on e; e, NS 
a 238s OG t ts memo e <tl 


le quali dimostrano che l’escursione. 8& & molto piccola ed & proporzionale 
alla 8y; cosicché il fuoco descrive un segmento di retta quasi perpendicolare 
alla comune direzione di portanza nulla. 

_ L’entita di questa escursione dipende naturalmente dal valore che si 
attribuisce ad ¢. 

Adottando per p il valor medio 5, fornito da Fuchs per ali eguali 
mediamente divaricate e scalate, si ottiene 3 ¢® 1: e percio un incremento 
SC, = 0.4 fornisce una escursione in altezza pari al dieci per cento dello 
scartamento. 

Forse tale valore di ¢ é eccessivo perché il p di Fuchs non tiene conto 
dell’ « effetto Venturi» dovuto allo spessore delle ali; ma d’altra parte la 
resistenza di profilo viene a modificare alquanto i risultati nel senso di ac- 
crescere l’escursione focale. Se si adotta infatti per la resistenza di profilo 
dell’ala isolata l’espressione approssimata C,= Cy. (1 -+eC;) con p=0.013, 
i coefficienti f diminuiscono e i coefficienti g crescono di circa il 4 per 
cento, ritenendo i C, dell’ala sotto interferenza pari a I + 2m, i correspon- 
denti C, dell’ala isolata. 

Cosicché il problema merita una ulteriore indagine teorica e sperimen- 
tale: ed allo stato attuale delle nostre conoscenze aerodinamiche conviene 
definire il «fuoco del biplano» come punto medio di una curva focale, 
estesa sopratutto in altezza. 

Riservandoci di ritornare su questo argomento, al seguito di esperi- 
menti in corso, qui vogliamo concludere indicando un metodo sperimentale 
per la ricerca e la determinazione del fuoco medio del biplano. 

Il coefficiente di momento dell’intero biplano, rispetto a un punto qual- 
siasi, pud infatti esprimersi mediante la 


Cw ='Cmo =F Re Cy + ky Ge 


nella quale Cmo & il coefficiente di momento corrispondente a Cp, = 0; 
kx e ky sono due fattori per ipotesi costantt, Cx e Cy sono i coefhicienti 
delle componenti della forza aerodinamica secondo la corda di riferimento 
e la sua perpendicolare. In tale espressione Cy = Cy; mentre Cy & una fun- 


zione sperimentale di Cy» . 
Il fuoco medio sara quel punto per cui 8Cm = 0. Ora si ha 


8Cm — kx SC, oe ky dC 
cosiccht 8Cm—= 0 quando sono zero kx e ky. Tali due coefficienti rappre- 


(1) E. Jacoss, R. Pinkerton, «N. A. C. A.», Rep. n. 386 e 460. 


sentano percid, in «nitd di corda media, le coordinate del fuoco medio ri- 
spetto al punto attorno al quale sono misurati i momenti. Derivando due 
volte Cm rispetto a Cp si otterra quindi 


3? Cm 1 0? Cy 


Ste IRC 


e la coordinata del fuoco in altezza si otterra dal rapporto delle due derivate. 
Facendo ora passare la corda media da quel punto (corda focale), il coef- 
ficiente ky dara la coordinata longitudinale del fuoco. 

Per l’esistenza del fuoco occorre quindi che il rapporto delle due de- 
rivate seconde suddette sia costante. Praticamente si traccera o si calcolera 
una costante di compenso che fornira la coordinata del fuoco medio e mo- 
strera l’entita della escursione del fuoco. 

In tal modo puo calcolarsi il fuoco medio del biplano ed anche quello 
di un intero velivolo da un solo esperimento aerodinamico purché i risultati 
presentino una regolare continuita. 


Astronomia. — Osservazioni del diametro orizzontale del sole 
faite nel R. Osservatorio del Campidoglio negli anni 1901-1910. 
Nota“ del Socio A. Di Lecce. 


Nell’ ultima Nota pubblicata da me e dal dott. A. Prosperi) sul diametro 
orizzontale del sole sono contenuti i risultati tratti dalle osservazioni del 
detto diametro fatte nel quinquennio 1890-1900 come seguito alla Memoria 
da noi stessi pubblicata nelle Memorie della Societd italiana delle scienze ) 
riassuntiva di tutte le osservazioni del diametro orizzontale del sole eseguite 
dal 18 decembre 1873 al 31 decembre 1895. 

La presente nota sullo stesso diametro, di cui gran parte delle ridu- 
zioni e calcoli furono eseguiti dal compianto mio collega A. Prosperi non 
fu da me prima d’oggi composta per varie circostanze che qui é inutile ri- 
ferire. 

Gli osservatori sono gli stessi dell’ultima Nota cioé Di Legge, Giaco- 
melli, Prosperi e le osservazioni furono eseguite collo stesso metodo di 
proiezione adottato dall’eminente astronomo Lorenzo Respighi fin dal 
maggio 1876. 

Nel quadro seguente sono dati i medi annui delle differenze dei pas- 
saggi osservati da ciascuno con le rispettive durate del « Nautical Almanac » 


(1) Presentata nella seduta del 6 maggio 1934. 
(2) R. Osservatorio del Campidoglio. Roma, 1902. 
(3) Societa Italiana delle scienze. Anno 3°, vol. VII. 


che dal 1896 in poi sono calcolate sul valore di Anwers 961’’.18 per il 
semidiametro del sole alla distanza media mentre, prima di quest’ epoca la 
durata dell’A. N. erano calcolate sul valore del semidiametro 961”’.82. 


Quapro re 


Medio annuo delle differenze osservate dalle rispettive durale 
del « Nautical Almanac» per ciascun osservatore. 


Osservatore - Nautical Almanac. 


Di Legge Giaconielli Prosperi 
‘ = E = 5 3 g Differenze 
4\nn0 Medio aes Medio pus Medio SR 
2s Gs ) medie 
annuo 2 3 annuo 29 annuo 2 3 
5 5 ayes 5S 
1901 — 08.088 189 — 08.053 184 -— 08.016 188 — 0§'052 
1902 | —O .025 180 — 0 .008 174 — 0 .022 182 —o .018 
1903 +0 .001 174 —0O .017 170 +0 .o10 178 +0 .009 
1904 +0 .050 154 +0 .101 175 +0 .020 200 +0 .057 
1905 +0 .003 138 +0 .032 144 +0 .019 tafy +o .018 
1906 | +0 .007 146 +0 .061 166 +0 .152 17! +0 .087 
F907 |. + © .072 136 +0 .096 168 +0 .195 175 +0 .121 


1908 =O) 073 179 sie OULD) 181 +0 .029 209 +0 .077 
1909 | +0 .090 147 +0 .152 161 — 0 .000 180 +o .081 
1910 | —O .095 171 +0 .045 151 —o .062 106 —o .067 


Dall’ultima colonna di questo quadro apparisce che le differenze medie 
delle osservazioni dei tre osservatori variano da un anno all’ altro e che dal 
loro insieme risulta una durata minore del semidiametro del N. A. 

Indicando con D, G, P i nomi degli osservatori Di Legge, Giacomelli 
e Prosperi riportiamo qui appresso i loro errori relativi. 


Quapro II. 


Errori relativi degli osservatort. 


Anno | D—G | D—P | G—P 
1901 — 07.035 — 0.072 — 0”.037 
1902 —O .OI7 — 0 .003 +0 .O14 
1903 —oO .o16 — 0 .009 + 0 .007 
1904 —O OSI +0 "030 +0 .051 
1905 — 0 .029 —o .o16 +0 .013 
1906 —oO .O14 — oO .105 — oO .091 
1907 —O .024 — oO .123 — 0 .099 
1908 —0O .037 +0 .045 +0 .081 
1909 —o .062 —o .090 +0 .152 
1910 — 0 0,50 —O .033 Om Ome) 
Medio . . | — 07.033 | — 0.020 + 0.014 


Se si paragonano i numeri di questo quadro con quelli dei numeri cor- 
rispondenti nelle due citate pubblicazioni risultano variazioni sensibili di 
valore e di segno attribuibili senza dubbio alla non contemporaneita delle 
osservazioni ed al loro non uguale numero. 

Per evitare che negli errori relativi influisca la non contemporaneita 
ed il numero non uguale di osservazioni si sono calcolati gli errori rela- 
tivi dedotti dalle sole osservazioni simultanee nelle quali, data la contem- 
poraneita, non hanno inoltre influenza le condizioni variabili dell’atmosfera. 

Nel quadro seguente sono dati gli errori relativi degli osservatori de- 
dotti dalle osservazioni simultanee ed il numero delle osservazioni. 


Quapro III. 


Osservazioni simultanee. 


Numero 
Anno D—G D—P G—P delle 
osservazioni 
1901 — 0.041 — 07.075 — 0.034 132 
1902 —O .027 —o .o19 +0 .008 113 
1903 —'0) O10 +0 .007 + 0.017 112 
1904. | —O .056 +0 .030 +0 .085 107 
1905 —0 .037 —o .006 +0 .031 74 
1906 —oO .OO1 — 0 .095 —0 .093 78 
1907 —0O .007 —o .088 — oO .100 87 
1908 — 0 .027 +0 .028 +0 .069 I15 
1909 —o .065 +0 .042 +0 .177 88 
1910 —— One OA +o .008 +o .082 70 
Medio | —0/.012 | — 0.010 + 0.212 | 976 


Da questo quadro si pud rilevare che gli errori relativi dedotti dalle 
sole osservazioni conservano lo stesso segno degli errori relativi dedotti da 
tutte le osservazioni con piccole divergenze degli errori D-G, D-P, pit sen- 
sibili negli errori G-P. 

Dalle oscillazioni degli errori personali é lecito presumere che esse pro- 
vengono dagli errori assoluti la cui variabilita non puo mettersi in dubbio. 

Dalla durata dei passaggi osservati si ¢ dedotto per ciascun osservatore 
il valore del semidiametro ridotto alla distanza media, il numero rispettivo 
delle osservazioni ed i rispettivi errori probabili contenuti nel seguente quadro. 


== 1680, == 


Quapro IV. 
oer. le Diverse Giacomell1 Prosperi 
Medio 
= 3 ie aes dei tre 
vaeeed eo) & | Errore OUP Errore ae 8 Errore 
Medio | ¢ | pro- | Medio | @ §] pro- | Medio | g | pro. | osserv® 
2 & | babile = 3 | babile 2 | babile| tori 
aes Zee Zao 
1901 960.53 | 189 | 0.042] 960”.80 | 184 |0%.045| 961.05 | 188 | 0.031] 960.79 
1902 960 .g2 | 180 |0 .o41| 961 .12 | 172 |0 .047] 961 .o1 | 182 |o0 .032] 961 .02 
1903 O61 17174. | JO52) O6r 31-276 Le 047) O6n 225) 178. 1O-.034 Pe oor 24 
1904 961 354° |" 154.10: 04g] 96001 }" 175 “|0 2047 | (O61 .340), 200 [107035 i upos ayO 
1905 Q6T 251 | 138° 10.052 | O60 47) 144. (| 1058) 961 325) 5775 10) 0535) 06h 237 
1906 961 .55 | 144 |0 .047| 961 .60 | 166 |0 .044| 961 .56 | 181 |O .o51| 961 .57 
1907 961 .69 | 136 10 .052| 961 .g1 | 163 |0 .045| 962 .59 | 175 |0 .038| 962 .06 
1908 O61 573). 1792 | Ov O50) 961 O70 TOT, 1.09045 15 O6r [20 Ne 2001 Ou ee2 961 70 
1909 g61 82 | 147 |0 .054| 961 .25 | 161 |0 .053; 961 .25 | 180 | 0 .045] 961 .77 
1910 960 .50 | 121 |0 .072| 960 .83 | 151 |0 .064|] 960 .73 | 166 |0 .048| 960 .69 
| 
mee be 9617.30 | 1562 961.42 | 1678 96:'.45 | 1825 | 961'".39 
decennio 


I valori medi di questo decennio, paragonati ai medi del precedente 
quinquennio, 960.42, 960.86, 960’’.09 riescono alquanto maggiori e pil 
sensiblmente il semidiametro medio Di Legge. 

Le sensibili differenze che presentano i semidiametri osservati nel de- 
cennio dai tre Osservatori non possono attribuirsi che in piccola parte alle 
Osservazioni non contemporanee eseguite nello stesso anno e con lo stesso me- 
todo di proiezione alle condizioni variabili dell’atmosfera che potevano soltanto 
esercitare sulle osservazioni un lieve influsso per essere causa di sensibili 
variazioni da un’epoca ad un’altra. Ne l’irradiazione pud esser causa di sen- 
sibili variazioni e nel suo diverso apprezzamento dai tre osservatori poiché 
le sue variazioni seppure esistenti sono ben piccole. Non rimane dunque 
da attribuire le differenze che presentano i semidiametri dei tre osservatori 
principalmente a quella parte degli errori assoluti che dipende dalle condi- 
zioni fisiologiche degli osservatori diverse nei diversi osservatori e variabili 
per ciascuno da un epoca all’ altra. 

Confrontando il valore medio del semidiametro 961”.39 dedotto dalle 
nostre osservazioni del decennio 1901-1910 con il valore del semidiametro 


— 681 — 


del sole alla distanza media 961.18 adottato fin dal 1896 dal « Nautical Al- 
manac » risulta la differenza 961'’.39-961''.18 = + 0. O21. 

Aggiungendo ai medi generali degli anni precedenti quelli degli ultimi 
dieci anni abbiamo la serie di valori dal 1874 al 1910 contenuta nel seguente 


Quapro V, 


1874 961.48 1884 961.01 1894 960''.58 1904 961”. 
1875 961 .62 1885 960 .87 1895 960 .87 1905 961 .37 
1876 g6r .18 1886 960 .83 1896 960 .78 1906 961 .57 
1877 961 .38 1887 961 .02 1897 960 .63 1907 961 .06 
1878 g61 .23 1888 961 .27 1898 960 .82 1908 g61 .70 
1879 961 .06 1889 961 .47 1899 960 .78 1909 g61 .77 
1880 g61 .14 1890 961 .79 1900 960 .94 1910 960 .69 
1881 961 .17 1891 961 .74 1901 960 .79 
1882 g61 .18 1892 g6r .54 1902 gor .02 
1883 960 .98 1893 961 .06 1903 961 .24 


donde risulta il medio generale 961.18 se si confronta queste semi- 
diametro col semidiametro 961’’.18 col semidiametro dedotto da Anwers 
dalle osservazioni meridiane di 33 anni fatte a Greenwich ed era adottato 
dal «Nautical Almanac» si ha la differenza: Campidoglio — N. A. = 0.00. 

Lo stesso semidiametro paragonato poi al semidiametro 959.63 dallo 
stesso Anwers dedotto da misure diametriche e adottate dal Nautical « Alma- 
nac » per il calcolo degli ecclissi si ha la differenza: 


961'""18 — 959.63 = + 1.55. 


Dai precedenti risultati apparisce che il semidiametro dedotto dai 37 anni 
delle nostre osservazioni coincide col semidiametro di Anwers 961.18 (raggio 
del sole aumentato dell’irradiazione) ed & maggiore del semidiametro (cho- 
metrico) adottato per il calcolo degli ecclissi. 

Il semidiametro medio 961.18 (coincidente col semidiametro di An- 
wers) dedotto da 21774 osservazioni se non pud assumersi come valore asso- 
luto di questo importante elemento astronomico non ancora ben precisato 
rappresenta un notevole contributo nella sua ricerca sia per il metodo di 
osservazioni adottato fin dal 1876 sia per il notevole numero di osservazioni 
e pud ascriversi fra i valori piu attendibili dati da valenti osservatori e de- 
dotte da serie pit o meno numerose di osservazioni. 
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Astronomia. — Sulla utilizzazione delle determinaziont spettro- 
scopiche delle velocita radiali nello studio del moto perturbato det 
sistemt stellari. Nota“ del Corrisp. V. NosiLe. 


In una Memoria pubblicata nel 1926) ho mostrato come si possa, 
utilizzando in maniera sistematica le determinazioni spettroscopiche delle 
componenti radiali della velocita nel moto orbitale relativo nei sistemi stel- 
lari binart e combinando opportunamente tali misure con quelle ordinarie 
di posizione, pervenire ad una verifica diretta della validita della prima legge 
di Keplero pei detti sistemi, che ¢ irraggiungibile coi mezzi usuali (misure 
di angoli e distanze). Dopo di che la estensione della legge di gravitazione 
fuori del sistema solare segue in base ad un procedimento del tutto identico 
a quello che vale per quest’ultimo, col vantaggio di evitare cosi non lievi 
complicazioni di calcolo e la introduzione di altre ipotesi di dubbia atten- 
dibilita. 

Riportatasi, occasionalmente, la mia attenzione sull’argomento medesimo, 
ho notato come vantaggi non meno cospicui possano attendersi dall’impiego 
delle misure spettroscopiche nello studio delle perturbazioni del movimento 
kepleriano per i detti sistemi, quando, attribuite tali perturbazioni alla pre- 
senza di un terzo corpo C ancora invisibile a causa della sua immediata 
prossimita ad uno degli altri due A e B, si voglia pervenire a ben fondate 
conclusioni sulla possibilita della esistenza di C e sull’orbita relativa di C 
rispetto ad A o B. 

Per rendersi presto esatto conto dei dati di osservazione che la riso- 
luzione del problema richiede & opportuno scegliere le coordinate semi—polari, 
cioé aggregare alle coordinate polari e , @ del satellite B nel piano condotto 
per la stella principale A normalmente alla direzione Terra-stella (col polo 
in A) la distanza x di B dal piano anzidetto, con segno positivo nel 
semi-spazio da parte opposta a quella della Terra rispetto al piano stesso. 
Le operazioni da effettuare in pratica si presenteranno cosi immediata- 
mente sotto l’aspetto piu familiare agli astronomi, poiché si riducono a 
misure di angoli di posizione e distanze e a determinazioni spettroscopiche 
di componenti radiali%) della velocita orbitale di B rispetto ad A. 


(1) Presentata nella seduta del 6 maggio 1934. 

(2) Sulla validita della legge newtoniana fuori del sistema solare. («Memorie della 
Societa Astronomica italiana», vol. HI, n. 4). 

(3) E appena necessario avvertire che si intende non la componente rispetto al 
raggio vettore AB ma quella rispetto alla congiungente Terra-stella. 


Detto allora C il terzo astro perturbatore (supposto ridotto al suo centro 
di massa), indicate con m,,m.,,m, rispettivamente le masse di A,B, C 
e dette A ed r rispettivamente le distanze BC e AC, il moto relativo di B 
rispetto ad A é@ quello assoluto di un punto di massa unita, sollecitato da 
forze alle quali compete l’espressione della energia potenziale 


(1) Ne ee ; 


rappresentando la seconda parte la funzione perturbatrice dovuta alla pre- 
senza di C. 


Essendo poi l’energia cinetica espressa, colle nostre variabili, da 
I ¥, / , 
(2) BI Sr (ar ri a 


(quando si indichino con accenti le derivate rispetto al tempo) le varia- — 
bili po » Pe, pz, coniugate alle coordinate, sono definite dalle relazioni: 


, wt 
(3) Po=p ’ po = 079 ’ Pr =% 
e la funzione caratteristica hamiltoniana H assumera la forma: 


h2 


Vo? + 2? 


an Par yorker: vee. 
(4) H=Z(e +2 +2") 


dopo aver posto G in luogo di pf» (velocita areolare nel moto apparente), 
k2 in luogo di f (m, + m,) e R per la funzione perturbatrice. Le equa- 
zioni hamiltoniane del primo gruppo: 


conducono allora, quando si tenga conto delle (3), alle relazioni: 


, ra eas Ce aie Ree aes 
p Siar caw e (oe? + 27) T=, 
oH aR 
Ree eae 
(5) Oe a. 
Mw 0H 2 2 > oR 
gas ale Rage 


Consideriamo ora due triedri. Il primo T, (fisso) ¢ quello trirettan- 
golo correlativo al sistema di coordinate semi-polari scelto. Esso ha Vorigine 
in A, Vasse Ax @ l’asse polare del sistema (p,0), la semiretta delle y 


positive é quella definita nel piano dell’orbita apparente da 6 = 90°, l’asse 
Az coincide colla congiungente A all’osservatore terrestre ed ¢ orientato 
come innanzi si é detto. Il secondo triedro T, ¢ mobile, colla origine 
in B, (proiezione di B sul piano Axy) ed ha per assi il raggio vettore AB, , 
la perpendicolare a questo nel piano dell’orbita apparente e la parallela BB. 
ad Ax. Le coordinate del vettore dB rispetto a T, sono allora: 


do , pd@ , ax 


(espressioni nelle quali sono implicite le necessarie convenzioni sui versi 
positivi degli assi di T,). Dalla relazione 


dR = F X dB = F, do + Fypd0 + Fy dx 


seguono allora le altre: 


Le (5) assumono allora la forma: 


2 


93 


Ww 


Ere +e +ey 2 
(6) ee 
p 


Fp =’ + z(t ey 2 


e forniscono le componenti della forza perturbatrice F rispetto agli assi 
del triedro T,. 

Tale forza non si identifica pero colla attrazione di C su B; le (6) 
non possono pertanto servire immediatamente al nostro scopo. Notiamo 
che le derivate parziali della R che figurano nelle (5), si ottengono appli- 

eB eB 


eB 

; : 5 © ; 

cando loperatore @R/eB ai vettori Say oe (con che viene mantenuto 
D xX 


Palgoritmo della ordinaria derivazione delle funzioni composte). 
Abbiamo allora, posto 


B—A=ol + xq, 


con 2 e g unitari e J funzione di 6 e dopo aver notato che 2/e6 & un 
vettore unitario g» ottenuto da @ con una rotazione di 90° nel senso di @ 
crescente, 


2B 
= > er Healy ) 


€ quindi 
petawiekweb Lok 
So = OB 8p ~—S—s SB 
(7) oR eR 2B aR 
a ~ 3B 30 °oR 


oR oR oB oR 
aB dz op! 


Detti ora w e w i versori di C—Be C—A, per cui C— Bs Aw, 
C—A=rv, (C—By=A?, (CA? = 7? ,avremo 


DN) Oat a (C—A)X (B= A) = CoA 
a i eA se eR ie ees 


donde, tenendo presente l’espressione di R che figura nella (1); 


(x) po KORN 


oB r3 


che si puo scrivere nell’una o nell’altra delle due forme 


ue c (2 ) sche Pre ie c z)— 7 x 


Questo operatore puo essere sostituito, quando C sia molto prossimo 
a B o ad A, (A/r o r/A molto piccoli) dal primo o dal secondo dei due 


fm __ fm, 

2 U x 5) 72 U x 
e si vede allora, sostituendo l’uno o altro al posto di @R/oB nelle (7), 
he iedenvate So di F,, pF), Fx, d bla Fé nel 
che le Se acacia iventano. Fo, ols, :,- dove pero la-F (ene 


primo caso l’attrazione di C sulla massa unita concentrata in B e nel 
secondo eguale e di verso opposto a quella che lo stesso corpo C eserci- 
terebbe sulla massa unita posta in A. Rimangono, in sostanza, nei due casi 
particolari che qui ci interessano, invariate le (6), con significato diverso 


(1) Per quanto riguarda la determinazione numerica di x e 7” che in quelle equa- 
zioni figurano, valgono, sostanzialmente, gli stessi procedimenti indicati nella mia Nota 


RENDICONTI. 1934. Vol. XIX. 44 
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dei primi membri, i quali sono proporzionali ai coseni direttori rispetto a T 
di C—B nel primo caso e di A—C nel secondo. Essendo poi tali coseni 
funzioni lineari omogenee di quelli delle stesse direzioni rispetto a T, o ad 
altro con lorigine in B e con lorientamento di To, si vede che le (6) per- 
mettono individuare il piano dell’orbita relativa del corpo C “ rispetto a Boad A 
a seconda dei casi, ma & bene osservare subito che le equazioni stesse ¢ le 
misure occorrenti per utilizzarle ai fini del nostro problema non offrono un 
criterio che permetta la discriminazione dei due special cast in gquestione, finche C 
rimane occulto. 

Per la applicazione delle (6) occorre anche la conoscenza di k, che 
& legato al moto medio 7 e al semi-asse maggiore dell’orbita di B dalla 
relazione 


2= f(m, + m,) = 1703, 


la quale vale pel moto non perturbato e offre un soddisfacente valore proy- 
visorio di & quando si abbia un buon sistema di valori medi degli elementi 


dell’orbita di B. 
Le (6) permettono, come si € detto, di ottenere le componenti, ri- 
spetto ad un triedro di orientamento invariabile, della attrazione di C su B 


innanzi citata, salvo lievi modifiche e avvertenze che mi propongo di precisare in altra 
occasione. 

(1) In un lavoro relativamente recente (Sulla legge delle aree nei sistemt binari; « Me- 
morie della Societa astronomica italiana», vol VI, n.2) il prof. F. ZAGAR si € occupato 
del problema di accertare numericamente le eventuali variazioni della velocita areolare 
del satellite nel moto orbitale apparente nei sistemi binari e applica il suo procedimento 
al sistema © Herculis. (In altro scritto poi si occupa, con metodo e fini del tutto analoghi, 
del sistema di Sirio). Constatate quelle variazioni l’A. riprende una ipotesi avanzata gia 
dal Comstock sull’orbita, relativa a B, del presunto terzo corpo C, allo scopo principale 
di correggere l’orbita di B col sostituire ad essa quella del baricentro del sistema BC. 
Con quella ipotesi si assegna alla prima orbita un piano normale alla direzione Terra- 
stella e la forma circolare. Come dalle equazioni (6) qui si vede, né le variazioni della 
velocita areolare G né — pili generalmente — qualsivoglia altro carattere del solo moto ap- 
parente di B permettono di dedurre alcun indizio sulla posizione del piano dell’orbita di C 
intorno a B (che é poi anche quello dell’orbita di B intorno al baricentro del sistema BC). 

La ipotesi in questione é quindi arbitraria: i numeri dedotti dal prof. ZaGar col suo 
calcolo (r,@,, 9°) nulla ci dicono in merito alla validita di essa perché altro non rap- 
presentano che valori pit o meno prossimi a quelli che avrebbero i parametri considerati 
se la ipotesi enunciata sussistesse. Si tratta, insomma, di uno schema cinematico atto a ripro- 
durre alla meglio le variazioni osservate della velocita areolare, ma non é lecito dedurre, 
dopo averlo costruito, che esso corrisponda alla realta. Cid & confermato, del resto, dalla 
terza delle equazioni (6), la quale ci porge un criterio per decidere, di fatto, in base ad 
osservazioni. visuali e spettroscopiche, della ammissibilita o meno della ipotesi Comstock— 
Zagar. Questa richiede, come condizione non sufficiente, ma necessaria, F, = 0, ossia im- 
plica la relazione 


c+ g(t + 2) a =O, 


la quale da adito a verifiche teoricamente assai semplici. 


ne 


(ci limitiamo qui a questo caso). Dopo di cid la relazione tg @ = Fy: Fy’ 
fornird Vangolo di posizione della congiungente BC e potrebbe cosi esser 
facilitata la ricerca visuale del corpo C. Ma, a prescindere da cid, giova 
notare che le stesse (6) ddnno modo di fissare la linea degli apsidi dell’ orbita 
relativa di C, perche detto  langolo che la retta BC forma con una retta 
determinata e fissa condotta da B, nel piano dell’orbita, esse permettono, 
numericamente, la costruzione della funzione p(t) e quindi della sua deri- 
vata g’(¢) e i massimi e minimi di 9’ (¢) corrispongono, per la legge delle 
aree, che puo ritenersi approssimativamente verificata, alle distanze minima 
e massima di C da B. 

Tre degli elementi dell orbita di C intorno a B risultano cost determinati, 
ne é possibile, in mancanza di osservazioni visuali di C, conoscerne altri. 
E bene perd osservare, nel terminare questo primo studio dell’interessante 
argomento, che la seconda delle (6) conduce alla determinazione a: del 
periodo della rivoluzione di C intorno a B. te as! 

Essa ci mostra che quando é¢ G’ =o é anche Fy = 03 nella corri- 
spondente configurazione del sistema ABC la linea di azione della forza 
di attrazione di C su B giace dunque nel piano determinato dalla visuale 
Terra-—stella (asse delle z) e dal raggio vettore AB: questa posizione si ha 
quando C attraversa il detto piano. Gli intervalli fra due zeri successivi di 
posto pari o di posto dispari della funzione G’(#) debbono dunque in primo 
luogo, se C esiste, risultare eguali. Si ha cosi il periodo di una rivoluzione 
completa di C rispetto al trvedro mobile. Se ora indichiamo con T,’ il pe- 
riodo della rivoluzione di B intorno ad A, con +t l’intervallo precedente- 
mente considerato (valori entrambi noti) con o, Ja rotazione (vettore) del 
piano BAz intorno ad Az, con a, la rotazione del piano passante per BC 
e BB, intorno a quest’ultima retta nello spazio collegato al triedro mobile 
e infine con Q quella assoluta del piano stesso, si deduce dalla relazione 


(8) O = @r 27 0:, 


(vettoriale, ma valida qui anche in senso algebrico fra i moduli, dato il 

parallelismo degli assi) quella che definisce il periodo cercato T, 
Indicando infatti con (Q), (@,) , (@:) i moduli delle rotazioni anzidette 

e con (Q)n ,(@r)m , (@+)m i rispettivi valori medi, definiti dalla relazione 


Po / Poe 


e analoghe, si ha, ammettendo la relazione 


(Qn) = (@r)m = (@)m 5 
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altra equivalente 
a 


7 
P aehan 


dove é da prendersi, come in quella che precede, il segno superiore oO 
quello inferiore, secondo che il moto orbitale di C intorno a B avviene 
nello stesso senso di quello di B intorno ad A o in quello inverso. 

Mi propongo di esaminare in una prossima Nota un altro aspetto 
del problema. 


MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica. — Un teorema d’esistenza dei piani multiph. 
Nota I di O. Cusint, presentata®? dal Socio F. EnriQuez. 


1. Come é noto, si suol chiamare piano multiplo d’ordine 1, o piano 
n—plo, una superficie algebrica, F , rappresentabile mediante l’equazione 


@) f (xx) = 0 
di grado 7 in Z. 
Ora la funzione algebrica ad n valori 


(2) x = % (xy) 
definita dalla (1) ammette, nel piano (xy), uma certa linea di diramazione 
(3) 9 (xy) = 0: 


d’altra parte non ogni curva algebrica é curva di diramazione per un piano 
multiplo, appena si voglia che ordine m di questo sia maggiore di 2, onde 
& sorto il problema veramente fondamentale di caratterizzare le curve @ che 
siano di diramazione per un piano n-plo con n> 2. 

Questa questione, di grande importanza per la teoria delle superficie 
algebriche, ¢ stata analizzata successivamente da F. Enriques®, O. Zarisky ), 
e per alcuni tipi proiettivi da B. Segre, senza tuttavia pervenire ad una 
risposta suscettibile d’applicazione pratica. 


(1) Nella seduta del 6 maggio 1934. 

(2) Sulla costruzione delle funzioni algebriche di due variabili possedenti una data curva 
di diramazione, « Annali di Matematica», ser. IV, vol. I, 1923-24. 

(3) On the Problem of Existence of Algebric Functions of Two Variables Possessing a 
Given Branch Curve, « American Journal of Mathematics», vol. LI, 1929. 

(4) Sulla caratterizzazione delle currve di diramazioae nei piani multipli generali, « Me- 
morie dell’Accademia d’ Italia», anno I, n. 4, 1931. 
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La presente Nota indica il modo di costruire una curva @ (xy) =0 
che sia di diramazione per un piano n-plo, il quale presenta carattere di 
grande generalita: anzi ho qualche ragione di ritenere che in tal modo si 
ottengano tutti i piani multipli; ma la cosa non mi risulta certa, e sar’ 
comunque oggetto di una Nota futura. 


2. Questa nostra trattazione del problema é direttamente collegata ad una 
rappresentazione topologica della curva di diramazione (xy) = 0, quale 
essa appare entro il piano (xy): la curva viene rappresentata mediante un 
sistema di linee gobbe, le quali costituiscono il suo fascio caratteristico, che ho 
introdotto ed illustrato in una recente Nota dell’ Istituto Lombardo), e che, 
per comodita del Lettore, qui brevemente indico dal punto di vista che ci 
interessa. 

Sia m il grado della curva (xy) =0, che supponiamo dotata di nodi 
e di cuspidi ed orientata genericamente rispetto gli assi coordinati di rife- 
rimento. Oltre ai nodi e alle cuspidi si considerino i punti di contatto della » 
con tangenti parallele all’asse y. Nel piano rappresentativo della variabile 
complessa x, piano che indichiamo con 9%, le ascisse dei punti di sopra 
considerati (nodi, cuspidi, contatti) costituiscono dei valori - o punti — che 
chiamiamo notevoli. Posto che il valore x =0 sia un valore generico cui 
corrispondano m soluzioni distinte dell’ equazione p (Oy) =0, assumiamo 
nel piano $ un sistema di cammini y, fatti a forma di cappio, che vadano 
dal punto x = 0 ai singoli punti notevoli. 

Si consideri ora Ja funzione algebrica y(x) definita  dall’ equazione 
o (xy) = 0, e sia x il piano rappresentativo della variabile complessa y. 
Si imponga ad x di descrivere successivamente i cammini y, € contempo- 
raneamente si faccia traslare, ortogonalmente a se stesso, il piano m sul quale 
si hanno m punti y corrispondenti ad x. Ciascuno di questi m punti de- 
scrive cosi una linea gobba, divisa in tanti tratti quanti sono i cammini y, 
e complessivamente si ha un gruppo di m linee: questo & quello che chiamo 
fascio caratteristico della curva p(xy) =0. 

Del piano mobile 7 conviene distinguese sia la posizione iniziale x, , 
sia le posizioni, 7; ™ +++ 7, assunte dopo che x ha percorso 1 succes- 
sivl cammini Y: Y2°** Yr- 

Per x =0 la equazione (1) definisce x come funzione algebrica ad 
rami della y, la quale funzione ha come punti di diramazione le m radict 
di @(Oy) =0. Ora nel piano x, oltre ai detti punti di diramazione, se- 
gnamo un sistema di m cappi Ar As +++ Am, che li avvolgano. Per meglio 
fissare le idee possiamo supporre che questi cappi partano dal punto y = 00 , 
e pit precisamente siano diretti secondo una direzione ed un verso fissi, ad 
esempio siano paralleli all’asse immaginario e disposti verso il basso. A ciascun 
cappio A corrispondera uno scambio sulle 7 determinazioni z, del tipo (<i zt). 


(1) Seduta del 23 novembre 1933. 


es 690 aes. 
Cid posto la funzione algebrica in due variabili 
(2) <= <Q) 


cioe la corrispondente superficie algebrica F, verra da noi rappresentata me- 
diante il modello reale (collocato nel nostro spazio tridimensionale) costi- 
tuito dal fascio caratteristico della curva di diramazione 9, dagli r + 1 
piani 7% 7: -*+ 7, i cui intervalli corrispondono agli r cammini y, dal si- 
stema dei cappi Ay A.°-* Am, appartenenti al piano 7, con le relative so- 
stituzioni. 

Quando il piano = si muove, passando dalla posizione iniziale mo alle 
successive, vengono mossi anche i cappi A che ad esso appartengono, ai 
quali si pud imporre la condizione di non attraversare le linee del fascio 
caratteristico, la quale condizione traduce la trasformazione per continuita 
della riemanniana della curva fx (yz) = f (xyz) = 0, al variare del para- 
metro x. 

Tuttavia i cappi A entro al piano 7, possono essere restituiti alla loro 
forma iniziale, facendo si che essi taglino alcune delle linee del fascio ca- 
ratteristico: cid si ottiene scambiando a coppie due cappi consecutivi, col 
che la sostituzione relativa ad uno di essi viene trasformata con la sostitu- 
zione relativa all’altro; precisamente é trasformata Ja sostituzione relativa al 
cappio che é tagliato dal punto di diramazione attorniato dall’altro cappio, 
_ cioé é trasformata quella sostituzione che & relativa al cappio A che taglia 
una linea del fascio caratteristico. 

Il fatto che la curva @ sia curva di diramazione per un piano n-plo 
x = x (xy) effettivamente esistente porta, secondo la condizione di invarianza 
di Enriques “), che quando nel piano 7, i cappi A sono restituiti nella loro 
posizione iniziale, anche le relative sostituzioni abbiano ripreso i valori ini- 
ziali. E similmente dicasi per tutti gli altri piani 7. 

La condizione di invarianza di Enriques si traduce cosi in una condi- 
zione di carattere topologico per il fascio caratteristico rappresentativo della 
curva di diramazione 9. 

Siccome la condizione di Enriques é condizione necessaria e sufficiente 
perche la curva » sia di diramazione per un piano n—plo, cosi sara agevole 
costruire esempi di curve @ per le quali si verifichi, sul nostro suggestivo 
modello, la condizione di invarianza, e cosi resta dimostrato che esse sono 
effettivamente curve di diramazione per un piano n-plo. 


3. Una curva o(xy)=0, che sia curva di diramazione per un piano 
n—plo, si oltiene come segue. 

Si assumano, successivamente, nel piano (xy) le »—r le curve, 
C, C,+-+-C,_,. Indichiamo genericamente con P un punto comune a due 


(1) Loe. cit., p. 188. 


oe = 


eee ae 
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curve C successive, e con Q un punto comune a due C non successive. 
Ciascuna curva C sia contata due volte, cioé sia assunta come curva doppia, 
ma cio sia fatto con lavvertenza che ciascuna curva doppia C* abbia come 
punti di diramazione i punti in cui essa taglia la precedente e la seguente 
(ed inoltre altri eventuali punti di dirazione che non ci interessano). Sia @ 
la curva composta delle C semplici, @? quella composta delle C doppie (coi 
suddetti punti di diramazione). 

Si dia ora alla 9? una variazione infinitesima, scelta in modo da con- 
servare l’equivalenza (come numero di intersezioni delle popolari) delle sin- 
golarita P e Q. Precisamente: 

Ogni punto Q, d’intersezione di due C non consecutive, il quale vale 
evidentemente per quattro punti doppi della g?, dia ancora luogo a quattro 
punti doppi della g, con tangenti prossime a quelle delle C che si taglia- 
vano in Q. 

Ogni punto P, d’intersezione di due C successive, il quale vale per 
quattro punti doppi e per due diramazioni (in tutto 10 intersezioni con le 
popolari) dia luogo a tre cuspidi e, conseguentemente, a un punto di con- 
tatto della » con una tangente parallela all’asse y. Qui ¢ opportuno notare 
che é effettivamente possibile lo sciogliere una tale singolarita P in tre cu- 
spidi ed in un contatto. Siano infatti C, e C,4, le due curve che si tagliano 


in P. Alla curva C?,, sostituiamo la curva C, ad essa prossima, C = 
=-C,+C?,, con A infinitesimo. Si ha ora in P una singolarita costi- 
tuita da una curva doppia, la C;, avente P come punto di diramazione, e di 
una curva semplice, la C, tangente in P alla C,; ed € noto che una tale sin- 
golarita ¢ effettivamente limite di tre cuspidi per una curva, semplice, che 
al limite tenda alla curva spezzata nella C, doppia e nella C %. 

Data dunque alla ¢* la variazione infinitesima che soddisfi alle condizioni 
poste, si ottiene una curva @, che, al pari di ogni sua trasformata con una 
deformazione continua che ne mantenga nodi e cuspidi, e di diramazione per 
un piano n—plo. 

Costituiremo questo piano n—plo nel § 4, e in una Nota II dimostre- 
remo la esattezza della costruzione fatta, facendo vedere che € soddisfatta la 
condizione di invarianza di Enriques, fondamentale per questa ricerca. Ora 
dobbiamo premettere alcune osservazioni. 


Supponiamo anzitutto la @, al pari delle C di cui é la somma, sia gene- 
ricamente disposta rispetto agli assi cartesiani di riferimento; in particolare 


che la retta x = 0 la tagli in punti distinti, e che le tangenti parallele al- 
Vasse y siano tangenti semplici. Similmente allora risultera genericamente 
orientata rispetto agli assi anche la curva variata 9. 

Ora una retta generica parallela all’asse y tagliera la curva 9 in punti 
che a coppie si possono considerare provenienti per continuita da un unico 


(1) Cfr. O. Cuisint, Sulla riducibilita dell equazione tangenziale di una superficie dotata 
di curva doppia, «Rendiconti R. Acc. dei Lincei», 20 maggio 1917, p. 548. 
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punto di @: tali punti li chiameremo associati. Indicheremo genericamente 
con Y’ ed Y’ una coppia di punti associati prossimi ad un punto Y dig, 
con y’ ed y” le relative ordinate (le quali corrispondono ad una medesima 
ascissa x), 

Si noti ancora che sopra ¢, in quanto prossima alla g degenere nelle C 
doppie, si puo sempre riconoscere l’origine di una coppia di punti associati, 
é distiguere se essi provengano da una C,; o da una C,; ecc. 

Similmente si consideri il fascio caratteristico rappresentativo della 
curva 3 esso sara prossimo al fascio caratteristico rappresentativo della 9? , 
e su di esso potremo distinguere coppie di linee associate, e considerare 
anche la linea di @ da cui ciascuna coppia proviene. In particolare conviene 
osservare che se una linea / ha un certo comportamento rispetto ad una 
linea I, distante da essa, ha lo stesso comportamento rispetto alla linea I’, as- 
sociata della I). 


4. Abbiamo gid supposto che nel piano (xy) lasse y tagli la curva 
(xy) = 0 in punti distinti. Per precisare indichiamo con 


, at 
Vero re> 
due punti associati che provengano da un medesimo punto di C;; il secondo 
indice varia da 1 allordine m, di C,. Indichiamo poi con 


Von cue 
=4 TL 


1 


le ordinate dei due punti associati suddetti. 
La curva » (xy) = 0 definisce y come funzione della x: 


y=y(). 


Consideriamo ora i due piani,  e 7, rappresentativi delle variabili com- 
plesse x e y. Noi faremo variare x, facendogli descrivere, entro il piano %, 
dei cammini _; conseguentemente muoveremo il piano 7, facendogli subire 
una traslazione in direzione perpendicolare alla sua giacitura, per modo che 
su di esso i punti y descrivono il fascio caratteristico rappresentativo della 
curva @. 

Nel piano zm si consideri un sistema di cappi 4, che partano dal punto 
y = —10o, cioe siano paralleli all’asse immaginario e provengano dalla 
parte negativa di esso (cioé dal basso): questi cappi vadano ai punti y’, e 
y’,. Chiamiamo centro di un cappio il punto a cui esso va, girandovi in- 
torno e ritornando poi al punto —ioo. Quando si voglia mettere in evi- 
denza il centro di un cappio indicheremo questo facendo seguire al simbolo A 
il nome del centro messo fra parentisi; cosi: A (yri). 

Nel piano 7, rappresentativo della y, i nostri cappi A vengono a suc- 
cedersi in un ordine che dipende solo dalla posizione dei loro centri (essen- 


dosi fissato che essi siano paralleli all’asse immaginario); si noti che risul- 
tano certo consecutivi i due cappi che vanno a due punti associati, e che 
chiameremo essi pure associati. 

Consideriamo ora le 7 determinazioni di una funzione, da costruirsi Gh) 
siano esse le determinazioni 


Ar A223 An + 
Colleghiamo ora a ciascuno dei cappi associati 4(y’,) e A(y%.) la stessa 
sostituzione (scambio) 


Sr = Gr % +2)- 

I cappi A e le sostituzioni ad essi collegate definiscono una funzione 
algebrica 7(y) ad m rami, e la relativa riemanniana, di cui i punti y sud- 
detti sono punti di diramazione. 

Indichiamo con R la riemanniana suddetta, la quale risulta dall’insieme 
dei cappi A e delle sostituzioni ad esse collegate. 

Variando per continuita il parametro x, vengono a variare i punti di 
diramazione y, sempre legati al parametro x della equazione 9 (xy) = 0, e 
col variare dei punti di diramazione varia la riemanniana R. Ora occorre 
riconoscere (perché la z risulti funzione, delle due variabili x e y, ad n 
valori) che quando x torna in se stesso, avendo percorso un qualunque cam- 
mino chiuso nel piano $, anche la corrispondente R torna in se stessa, cioe 
risulta soddisfatta la condizione di invarianza di Enriques. La qual cosa ve- 
dremo nella prossima Nota II. 


Matematica (Analisi). — Intorno ad um algebra reale a 4 umiia. 
Nota di N. SpampinaTo, presentata dal Corrisp. G. Scorza. 


1. Il Sobrero in due recenti Note), per potere estendere in un pro- 
blema analitico, interessante la teoria dell’elasticita, l’uso che si fa delle 
funzioni di variabile complessa in un problema analogo, introduce un 
tipo di variabile (ipercomplessa) definita simbolicamente dalla relazione 


@) a BC ae NI a A a 


essendo (do,4:,42,4;) wna quaterna ordinata di grandezze reali e j°,j*,]?,73 

(unita ipercomplesse) dei simboli che stanno solo a stabilire l’ordinamento 

della quaterna (do, 4:,4,,4;) che chiama elementi del numero. Definisce 

la somma di due numeri z e 2’ quell’ipercomplesso che ha per elementi 

le somme dei corrispondenti elementi di x e 7’ e per prodotto di z e 2’ 
, 


Vipercomplesso che si ottiene riguardando z e 7’ come polinomi in 7 e 
tenendo conto della relazione formale 


(2) jt == 27? ao 


e delle altre che da essa si ottengono moltiplicandone ambo i membri per 
fe. pernq?. 

In altri termini, il Sobrero introduce un’algebra reale A a 4 unita 
i°sj',j75j%, con la seguente tabella di moltiplicazione “) 


i? i i ee 
: i ; ; ; 
@ ; j ; lee 
i ; p | 2 e | 2b 
j p | —ap—p|—2p—#| se +2 i° 


(1) Nella seduta del 6 maggio 1934. 

(2) L. Soprero: a) Di una nuova variabile ipercomplessa interessante la teoria del- 
Pelasticita. Nota 1; b) Alcuni teoremi della teoria delle funzioni ipercomplesse. Nota II, 
«Rendiconti della Reale Accademia dei Lincei», vol. XIX, 1934, fasc. 2° e 3°. 

(3) Per i richiami alla teoria delle algebre vedasi il trattato del prof. G. Scorza: 
Corpi numerici ed algebre. Messina, Casa Editrice Principato. 


L’algebra A ¢ commutativa e dotata di modulo: j°. Ebbene, facciamo 
vedere che quest’algebra reale A a 4 unita non é altro che la nota algebra 
complessa A’ a due unita u,v, con la tabella di moltiplicazione 


(11) u uw v 


UV UV O 


ovvero, cid ch’é lo stesso, algebra reale A’ a 4 unita 
(3) aid ; Ly s uz; = LU é us, = a) (i = i= ie 


Infatti basta sostituire alle 4 unitad 1,,1.,u;,u, le 4 unita definite 
dalle relazioni 
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e si trova che la tabella di moltiplicazione di A’ ¢ precisamente Ja (1). 
Dungue l’algebra A definita dal Sobrero é l’algebra A’. 

E evidente che lo studio delle funzioni in detta algebra si fa molto piu 
agevolmente con la tabella (II), anziché con Ja (1). 

L’elemento z dato nella forma (I) coincide con l’elemento z dato nella 
forma 


@ caan + Bu 
con « e B complessi, per 
a = (do— a.) + (41— 43) 1 
(s) 8 = a, + + (34—a,)/ 
relazioni che si trovano sostituendo nella (1) le (4), tenendo conto delle 
(3) e chiamando « il coefficiente di « e 8 quello dieve 


Dalla prima delle (5) si ricava che il modulo del numero complesso « 
é dato da 


(6) |o l= VGo— a)? + (4: — a;)? 


e l’espressione a 2° membro non é altro che quella che il Sobrero (§ 1, 
Nota I) chiama modulo) dell’ ipercomplesso x. Gl ipercomplessi a modulo 
nullo (secondo il Sobrero) non sono altro che lo zero e i divisori dello zero 
dell’algebra A’, ed & noto che questi sono tutti e soli quelli per cui a=0, 
cioé gli elementi del tipo z = Bv. (Questi elementi nel piano complesso sono 
rappresentati dal 2° asse coordinato, nell’S, reale da un piano coordinato). 


2. Le funzioni esponenziale, seno e coseno definite dal Sobrero con le 
formole analoghe a quelle per i numeri complessi, sono state gia definite 
per un algebra complessa qualunque dotata di modulo nella Nota I del 
n. 8 del § 5 della mia Memoria citata in ©, come una applicazione 


Syesac(e'p) 
del seguente teorema, in detta Nota dimostrato: Se F(y) = Dd omy é 


™m™ 


una funzione intera della variabile complessa y ed A é un’algebra complessa 


0+++0O 
dotata di modulo, la serie F(x) = 3 %mx™, con x qualunque in A, é sempre 


conver gente. 


3. Il Sobrero osserva (n. 2) che l’espressione j°-+ j? & un numero di 
modulo nullo che si vede intervenire molto spesso nelle formole. ‘Tale somma 
[vedi le (4’)] non é altro che Punita u,, cioe v. Cio spiega perché quel- 
Vespressione s’incontra molto spesso. 


- ’ : I Lae 
Il Sobrero osserva inoltre, nello stesso n. 2, che l’espressione eccs 


si comporta come lunita immaginaria 7. Cio dipende dal fatto che detta 
espressione [vedi (4’)] € precisamente l’unita u;, cioe iw. La convenienza 
notata dal Sobrero di mettere in evidenza dette espressioni rileva ancor pit 
la convenienza di usare la tabella (II) anzicheé la (1). 


4. Nel n. 3 il Sobrero dimostra che se z ha il modulo <1, x” tende 
avzero- al. erescere: dicn. Dallac@i)esignicava 


(7) q2 = a7 4-2 abu 
e in generale 
(8) Re = Oo" Ub we nar! Bu ¢ 


Se il numero complesso « ha il modulo <1, al crescere dim «” tende 


a zero e quindi é lim 7" = 0. Pertanto il comportamento asintotico delle 
u—> CO 


(1) Questa denominazione di modulo di x non si confonda con quella data nella 
mia Memoria Sulle funzioni di una vartabile in un’algebra complessa ad n unitd dotata di 
modulo, « Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo», to. LVII, 1933, § 1, n. 2, la 
quale generalizza quella di modulo di un numero complesso e da, nella rappresentazione 
reale in un San euclideo, la distanza del punto immagine di z dall’origine delle coordinate. 


i a Vice 


ame potenze di x € un’immediata conseguenza della tabella di moltiplica- 
zione (II) con la quale si stabilisce immediatamente la formola (9), che da 
la potenza n™* di Z. 


5. Nella prefazione della Memoria citata in () a p. 696 ho osservato 
che bisogna evitare di assegnare la definizione di derivata estendendo sem- 
plicemente quella delle funzioni di variabile complessa, perché questa esten- 
sione, per una generica algebra complessa ad m unita, dotata di modulo, 
porta ad un campo di funzioni cosi ristretto che non é il caso di considerarlo. 

Nella prefazione della seconda Memoria, gia licenziata per la stampa, 
in cui mi occupo della derivazione e dell’integrazione, osservo esplicitamente 
che cio che si deve evitare ¢ limporre l’eguaglianza del limite del rapporto 
incrementale (destro o sinistro) di una funzione f(z) in un punto Z in tutte 
le direzioni uscenti da zo nell’S,» reale rappresentativo, ma conviene restrin- 
gere tale condizione per le direzioni appartenenti ad un dato piano carat- 
teristico y comunque assegnato, purché non parallelo a certi piani (piani 
principali divisori dello zero) quando l’algebra non é primitiva, cioé ammette 
divisori dello zero, per evitare che il rapporto incrementale perda significato. 
(In proposito si veda la Nota del Sobrero a p. 137). Tale limite, quando 
esista, viene chiamato derivata caratteristica (destra o sinistra) di f(x) in Zo 
lungo il piano y. 

S’intende che in particolari algebre possono esistere delle funzioni derivabili 
in %» aventi la stessa derivata caratteristica lungo tutti i piani caratteristici 
uscenti da 7. Per un’algebra generica Veguaglianza delle derivate caratte- 
ristiche € una condizione molto restrittiva. Basta per esempio osservare che 
nell’algebra regolare di ordine 4 che, dopo l’algebra dei numeri complessi, 
é quella di ordine minimo, non soddisfa a detta condizione la funzione z?. 

Ora domandiamoci: quali sono le funzioni derivabili che nell’algebra 
A’ hanno la stessa derivata caratteristica lungo tutti i piani caratteristici 
uscenti da %o? 

Se consideriamo il piano caratteristico y di S, rispondente alla retta 
complessa di S, uscente da % = % u + Bov, con le equazioni parametriche 


cup at Mo 


2 | B= + Bo 


(e parametro complesso), se ¢ p=-0 ¥ risulta non parallelo al piano dei 
divisori dello zero (n. 1) e la derivata caratteristica f' (zo) lungo y di 


Sie) eaten) it + f,(«,B)v in % & data dalla formola 


ih of, [v y? 
(10) fie) = gent Bot 2 (Su —S 0). 
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Per l’esistenza di questa derivata caratteristica occorre e basta che la 
funzione f, (a ,®) delle variabili complesse « e B sia derivabile in (a , Bo) 
rispetto ad @ e rispetto a B e che la funzione f,(«,8) sia derivabile in 
(a Bo) rispetto ad «. Essa dipende dal piano y, cioe day. ef ve Peressere 
indipendente da y occorre e basta che la funzione f; (« , 8) soddisfi alla 
condizione 


(11) sh a= 


Si ha pertanto: La derivata caratteristica di una funxione f(x)=f:(@,8) u+ 
+ fr(a,B)v della variabile x = au + Bu, definita in un campo C, é indipen- 
dente dal piano caratteristico lungo cui si calcola, quando la funxione f, (a ,B) 
coefficiente dell’unitd u ¢ in C funxione della sola variabile «. 

Si noti che a questa condizione soddisfa la f(z) = %" [vedi formola 


(8)] e quindi si ha, per la (10): 
f' Go) =nat—'u+n(n—1) at? B,v=n[ar—tu+ (n— 1) ar? Bovja ng. 
Ne segue che in generale un polinomio in 


WARY oe Coe as Rr pa 


CON Cy,Cz5***,Cn numeri ipercomplesssi di A’ e x variabile in A’, soddisfa 
alla condizione suddetta e quindi ¢ 


if Go) = + 2 G %o + Ca ey eh (Lr «em 


cioé, nell’algebra A’, per le funzioni razionali intere vale la regola di deri- 
vazione per l’algebra dei numeri complessi. 


6. Si osservi ora che l’equazione minima di 7 =au+Bv,see B=o 
é C—a=0, se é B=-0 & (C —a)? = 0 e quindi le radici dell’equazione 
minima di z in ogni caso coincidono con a. Si ha pertanto: 


Se 
(eyanwies) 
f= >. ony” 


é una serie di potenze della variabile complessa y, a serve 


: O+*+€ 
f= Zone 


m1 


é convergente quando « cade nel cerchio di convergenza della serie f(y). 


ee oe 3 


Tenendo conto della formola (8) che da la potenza z, si ha: 


FR) = YL 9m am = (YZ Ime) v + (BY mIm a=") v 
ovvero si ha |’ importante relazione - 
[1] f@Q=f@ut Bf (@)z. 
In particolare si hanno le relazioni: 


ex = (e*) u + (Ber) v 
senx = (sena) u + (Bcos a) v 
cos x = (cosa) u + (—Bcosa)v, 


che giovano a calcolare le funzioni ex, senz e cosz della variabile iper- 
complessa x, mediante le funzioni di variabile complessa. 


Matematica (Analisi). — Un teorema generale sulle funzioni 
di due variabili complesse. Nota di R. Caccioproti, presentata “? 
dal Corrisp. G. Scorza. 


1. In una Nota precedente) ho dimostrato un teorema che estendeva 
parzialmente al caso meromorfo il teorema di Hartogs sul carattere olomorfo 
di una funzione di due variabili olomorfa separatamente in ognuna di queste. 
Nella presente tenterd di stabilire un risultato completamente generale, che 
esaurisca la questione. Premetterd, a precisare il senso e la portata di questa 
ricerca, i risultati delle precedenti. 

Osgood 3) ha dimostrato che una funzione f(x,y), olomorfa in un 
campo rispetto ad x e ad y separatamente, vi ¢ olomorfa sempre che si 
conservi limitata; tale ipotesi restrittiva ¢ stata in seguito rimossa da Har- 
togs “), Nell’estensione al caso meromorfo, che riposa sull’assunzione ben 
naturale dell’infinito tra i valori, e corrispondentemente dei poli (singola- 
rith non essenziali di prima specie) tra i punti di analiticita della funzione, 
i due teoremi rivestono la forma seguente: 

L Siano A,B due campi (aperti) dei piani x ,y , T il loro prodotio (A, B) 
nello spazio (x,y): se la funxione f(x 5) é analitica in T rispetto ad x e 


(1) Nella seduta del 6 maggio 1934. 
(2) «Boll. dell’ Unione Mat. Italiana», to. 12, 1933. 
(3) «Math. Annalen», B. 52, 1899. 
(4) «Math. Annalen», B. 62, 1905. 


ad y, se cio é analitica su A e su B comunque si fissino y in Box in A, 
e se inoltre i suoi valori in T cadono tutti fuori di una regione comunque ri- 
stretia del piano complesso, essa ¢ analitica in T rispetto ad x,y complessiva- 
mene. 

II. Alla seconda ipotesi pud sostituirsi Paltra che esista almeno un valore 
(finito o infinito) non mai assunto da f in T. 

Nel citato lavoro ho provato che una funzione f(x,y) € meromorfa 
se generalmente meromorfa in xe y, separatamente, purché tuttavia i poli 
cadano sopra un insieme chiuso incontrato dai piani x = cost., y = cost. 
generalmente in un numero finito di punti; generalmente significando qui 
con un numero finito di eccezioni. Questo teorema pud enunciarsi cosi: 

HI. Alla seconda ipotesi del teor. I pud sostituirsi Paltra che esista almeno 
un valore non mai assunto da f fuori di un insieme chiuso incontrato dat piani 
xX = cost., y= cost. generalmente in un numero finito di punti: diventa pero 
allora possibile che f, come funzione a carattere meromorfo generale in T, v1 
presenti dei punti di indeterminaztone (singolarita non essenziali di seconda specie). 

Il risultato definitivo che ci proponiamo ora di stabilire consistera nella 
completa soppressione di ogni ipotesi restrittiva, previa inclusione nel campo 
di analiticita dei punti di indeterminazione: 

IV. La funzione f(x,y) é¢ analitica in T se ivi generalmente analitica 
rispetlo ad x e ad y separatamente. 

Ossia, in forma piu esplicita: 

Se la funzione f(x,y), generalmente definita in T (con valori finiti o 
non), vi & meromorfa rispetio ad x e ad y separatamente, tranne al pit per 
un numero finito di valori di y o di x, essa coincide con una funzione me- 
romorfa in T ®), 

La generalita del teorema varra forse a giustificare una dimostrazione 
alquanto laboriosa. 


2. Consideriamo dunque una funzione f(x, y) soddisfacente alle condi- 
zioni dell’enunciato precedente, e indichiamo con x, un generico valore in A, 
per cui f € meromorfa su B (eventualmente riducendosi alla costante oo): 
notoriamente, si potra trovare un valore y,, in B®), tale che i valori di 
f(x,y) in un intorno del punto (xo, yo) appartengano ad un intorno arbi- 
trario di f (Xo 5 Yo) %, dimodoche f risulti analitica in (xo, yo), per il teor. I. 


(1) Ho gia dimostrato altrove l’analogo teorema per le famiglie normali di funzioni 
meromorfe, fondando sul teor. III (« Rendic. del Sem. Mat. dell’ Universita di Padova », 
COS O33) 

(2) Anzi in una qualunque porzione di B. 

(3) Invero le funzioni di f(x,y) della x risultano generalmente continue (con inclu- 
sione del valore oo) in x, , e cid implica che I’ insieme dei valori y tali che, per |x — RA Sier 
f(x,y) appartenga ad un intorno di f(x, ,¥) avente raggio prefissato sulla sfera complessa, 
riempia, per € sufficientemente piccolo, una porzione bidimensionale di B. Cfr. Oscoop, 
Funktionentheorie II 1, Kap. Ul, § 18. 
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Tutto si riduce allora a dimostrare che se f & meromorfa nel campo 
(I,J), essendo I un intorno di x, e J un intorno di Yo, @SSa si mantiene 
tale in tutto il campo (I, B); poiché bastera applicare ripetutamente questo 
lemma, scambiando fra loro x ed y, per provare il carattere meromorfo 
di f nell’intero campo T =(A,B). Ovviamente, ci si pud limitare alla 
proposizione seguente: 

Se f(x,y) ¢ olomorfa nel campo 


T, 


A eR RN WE eee oe 


ed & meromorfa rispetto ad x e ad y separatamente, tranne al pid per un nu-: 


mero finito di valori di y 0 di x, nel campo 
Oa So Ml et oy aye Th vite Be (R>r) 


essa coincide con una funxione meromorfa in T,. 

Ricordiamo che la dimostrazione del teorema II dipende da un risultato 
analogo, e pil precisamente dal seguente lemma di Hartogs: Se tes ye 
olomorfa in T,, e olomorfa come funzione della sola y in T.,, essa é anche 
olomorfa ovunque in T,. 


3. Indichiamo con H Vinsieme dei punti (€ ,) di T, per cui KES) 
non sia olomorfa in 4, oppure f(x,7) non sia olomorfa in &, e con K 
Pinvolucro di H, cioé Vinsieme di H e dei suoi punti limiti. Se sopra un 
piano x = x, 1 soli poli di f(x.,y) appartengono a K (0 piu generalmente 
se le intersezioni con K sono in numero finito), f ¢ meromorfa in x,y 
complessivamente per tutti i punti (x. , y): cid segue dal carattere olomorfo 
di f esternamente a K , conseguenza del teorema II, e dal fatto © che una fun- 
zione olomorfa per x = x, e y sul contorno di un campo B, e meromorfa 
rispetto ad y in B per x prossimo a x,, € meromorfa anche per x = x, 
e y in B. Dunque se f non ¢ sempre meromorfa intorno al piano x = x, , 
questo contiene (infiniti) punti di K fuori di H. 

Supposto ora falso il nostro assunto, indichiamo con E l’insieme dei 
punti €, del cerchio (e): |x|<, tali che il prolungamento analitico me- 
romorfo di f sia arrestato sul piano x = & internamente a T,. E sara chiuso 
€ (ammesso non vuoto) di misura positiva: infatti, se R,, ¢ il minimo fra 
i moduli delle affisse y dei punti singolari essenziali sul piano x = x, la 
funzione log Rx é€ superarmonica ®), e pertanto non puo verificare quasi- 
ovunque la diseguaglianza log Rx =log R senza che cid avvenga anche 
ovunque, senza eccezioni, nel cerchio (). 


(1) Ved. la mia Nota citata in principio. 
(2) Cioé maggiorante in un campo qualunque ogni funzione armonica di cui sia 
maggiorante al contorno. Ved. Levi, « Annali di Matematica», III, to. 17, 1910. 
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Ad ogni valore di x in E corrisponderanno punti (x,y) su K—H: 
segue facilmente di qui che si potranno trovare una porzione E’ di E, 
avente misura positiva, ed un cerchio C nel cerchio ly|<R, tali che per 
ogni punto & di E’ la funzione f(E,y) sia olomorfa in C, e che nel con- 
tempo cadano sul piano x = & punti di K —H in un intorno (arbitraria- 
mente piccolo) del centro di C. Sia & un punto in cui l’insieme E’ abbia 
densitd 1: potremo determinare un punto 7 , comunque prossimo al centro 
di C (ved. n. 2), in modo che f sia olomorfa intorno a (&,%o), ed otte- 
nere, occorrendo con una piccola modificazione di C, che yo ne sia pro- 
prio il centro. 

In definitiva, f(x,y) dovrebbe essere olomorfa in (E20), € olomorfa 
come funzione di y, nel cerchio C di centro yn, per ogni x dell’ insieme E’ 
avente in & densitai 1; ma d’altra parte nel cerchio C del piano x = Es 
cadrebbero punti di K che arresterebbero il prolungamento analitico olo- 
morfo di f. 


Ci resta da provare che queste condizioni sono incompatibili fra loro. 


4. Bastera all’uopo stabilire la seguente estensione del lemma di Hartogs 
enunciato al n. 2: 

Se f(x,y) ¢ olomorfa per x =0, |y|<r, ed olomorfa come funzione 
della’ sola y per \y|\<CR (Rr), ed x appartenente ad un insieme E di den- 
sita 1 nell’origine, essa ¢ olomorfa anche per x =0, [97 |e RR? 

La dimostrazione si deduce facilmente dalle medesime considerazioni 
su cui si fonda il lemma). Si parte dallo sviluppo di f in serie di po- 
tenze di y 


S f(a) 


e si costruiscono le funzioni, armoniche e superiormente limitate in un in- 
torno dell’origine del piano x, 


U at I A eee 
gn (x’, x”) = — log | fu (*)| (x =x’ + ix”). 
Il massimo limite di @n per m—>co non supera — log R nei punti dives 
ne consegue, per l’ipotesi sulla densita di E, che la diseguaglianza 
lim max 9, <— log R + « 


sussiste in un opportuno intorno dell’origine, per piccolo che si prenda il 

numero positivo ¢. Dunque la precedente serie converge uniformemente 

anche rispetto ad x, in un intorno dell’origine, per Ep feet ei? | 
Il nostro teorema & cosi completamente dimostrato. 


(1) Cioe ammette prolungamento olomorfo per x =0, lyJ<R. 
(2) Cfr. Oscoop, Funktionentheorie, 11 1, Kap. Ill, § 20. 


5. Le considerazioni che precedono, appena con qualche modificazione, 
valgono anche a dimostrare il teorema seguente, estensione del lemma del 
n. 2, e analogo per il caso meromorfo del lemma di Hartogs: 

Se la funzione f(x ,¥) & meromorfa nel campo 


Ties ASP thy sak ots 


e meromorfa come funzione della sola y“ nel campo 


Peete ey eR (R>1) 


essa &@ anche meromorfa in T,. 

Questo risultato e quello di Hartogs sono notevoli: essi esprimono so- 
stanzialmente che wn prolungamento, olomorfo 0 meromorfo, rispetto ad una 
unica variabile, non pud essere che un analogo prolungamento rispetto al com- 
plesso delle variabili. 


L’estensione al caso di mu variabili non presenta difficolta. 


Matematica. — Vedute generali sul calcolo di Vitali e sue estensiont. 
Nota di E. Borroorti, presentata dal Corrisp. G. Scorza. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


(1) Si pud prescindere da un insieme di valori di x avente misura nulla; ed anche 
il lemma del numero precedente si estende al caso meromorfo. 


Meccanica. — Sur le mouvement d’un point matériel sur une 
surface conique fixe. Nota di O. PyLariNos, presentata™ dal 
Socio T. Levi—Civita. 


Nous étudierons dans ce qui suit, le mouvement d’un point matériel 
assujetti 4 se déplacer sans frottement sur une surface conique fixe, sollicité 
par une force centrale émanant de son sommet. 


1. Nous allons, d’abord, donner, quelle que soit la force directement 
appliquée sur le point, une équation indépendante de la réaction de la sur- 
face, qui avec |’équation fournie par le theoréme de la force vive peut déter- 
miner le mouvement. 

Soient, m le masse du point P,F la force directement appliquee sur 
lui et N la réaction normale de la surface; l’équation du mouvement sera 


Fan tay ee 
(1) deere =F+4N. 


Si lon désigne par 7 le rayon vecteur qui détermine le point, du som- 
met de la surface, pris pour origine du systtme de réference, et par B le 
moment cinetique du point, on a 


oe Pee Y 
8 es as 


la dérivée du carré de ce vecteur, par rapport au temps, est 
d } are 
—j;m—f)\7r°, 

xi ar /\ ee 
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ou bien, en vertu du théoreme du moment cinétigue, 

Td a ae oe Vad bey. rs 
(2) LB) =] mS Arh xi FAr +} mS ATL XINAT, 
mais, on a 

GP. Tee ae eels DO Nee 
} mS A | XIN [rt =m}e (Xx F)—(Fx Fax =e 


(1) Un Mémoire détaillé est publi¢ dans les « Annales Scientifiques de la Faculté des 
Sciences de I’ Université de Salonique», to. Hl, 1933-1934. 
(2) Nella seduta del 6 maggio 1934. 
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vu que 


par consequant: 
(3) > ay B= BXEAD. 


L’équation (3), inmdépendante de la réaction de la surface, est Y equation 
proposee. 


2. Supposons maintenant que la force F est une force centrale éma- 
nant du sommet de la surface; on a alors 


PAy = 


et equation (3) dévient 


d’ot 


(4) (Ser) <6. 


Il en résulte aisément le theoreme suivant: 

L’aire balayée par le rayon vecteur, qui détermine le point du sommet de 
la surface, est proportionelle au temps employé da la décrire. 

Il est aisé de reconnaitre que l’équation (4) existe aussi dans le cas 
du mouvement d’un point sans frottement sur une sphére sollicite par une 
force centrale émanant du centre de la sphére. 

Reciproquement: Si, pendant le mouvement d’un point sollicité par 
une force centrale et assujetti A se déplacer sans frottement sur une surface, 
la valeur absolue du moment de sa vitesse par rapport au centre de la force 
reste constante, la surface est nécessairement, soit un cdne ayant le centre 
de la force pour sommet, soit une sphére ayant son centre a ce point. 

Soit, en effet, f(r,®,~) =o léquation de la surface par rapport a un 
systeme des coordonnées polaires ayant pour origine le centre de la force. 

Si (= \ ‘) = const. on déduit de léquation (2), en tenant compte 
du fait que FA 7r=0, 


ou bien, comme N= 6, 


— 706 — 


cette équation se décompose en deux, savoir: 


ou bien 


et 


FM o vu que N =Agradf. 


Il en résulte que les surfaces correspondantes, sont, soit des sphéres 
ayant Vorigine pour centre, soit des cOnes ayant ce point pour sommet. 

Si Vintensité de la force centrale F est une fonction de la seule distance 
du point au centre de la force (sommet de la surface), l’intégration de l’¢qua- 
tion du mouvement se ramene 4 des quadratures. 

En effet, si lon rapporte le mouvement au systeme des coordonnées 
polaires consider¢ précédemment, on a 


dP sent ap \ d0\? | 
(5-7) = r+\ sin (7 +(37) (> 


d’ou, en vertu de léquation (4), 


a do \? cdt 
(5) |r sin 0-(35) ee ag 


(ot p= (8) Véquation de la surface conique par rapport au systeme de 
référence). 
D’autre part, on a 


(2 arf ofS) (Ee) =) i) 


Mais, si f(r) est Vintensité de la force F et T la force vive du point, 


ag hi (r) dr + const. 


(G) -20 2Hfue0-3 fra) 


P \2 
en remplacant (=) par sa valeur (6) on obtient 


dt 


dr \? 2 
(SF) =eM—St=40), 
dou 
(7) py eas 


yr 


g 


Le signe du radical se détermine comme dans le cas du mouvement 
central libre ©. 

En éliminant dt entre les deux équations (5) et (7) on obtient l’équa- 
tion différentielle de la trajectoire du point sur la surface; savoir: 


: dp \? cdr 
: [x + sino (FR) - do = +. 
(8) | a0 7 V(r) 
Les équations (7) et (8) déterminent le mouvement et s’integrent par 


quadratures. "5 


3. De léquation (8) résulte aistment |’équation des lignes géodesiques 
d’une surface conique quelconque. 

En effet, si l’on suppose que le point soit lancé sur la surface sans 
qu’aucune force directement appliquée n’agisse sur lui, sa trajectoire sera 
une géodésique de la surface; on a alors 


62 


WO=G—<, 


(v. désignant la valeur absolue constante de la vitesse du point) et |’équa- 
tion (8) devient 


see do - gli kdr \ ene 
yi + sin 0( 5B) dQ = + ae z (oi km) 


L’équation sous forme finie de lignes eéodésiques de la surface sera donc 


glia + cos {yr + snr 6(2) 00-49), 
r , dO} . 


(avec les deux parametres k et 4). 


(1) P. Appetit, Traité de Mécaniqne Rationelle, to. I, p. 388, 
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Meccanica. — Azioni dinamiche esercitate da una corrente traslocircola- 
toria sopra un profilo ipocicloidale con n cuspidi. Nota di A. Masormi, pre- 
sentata dal Corrisp. U. Cisorri. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Geodesia. — Stazione astronomico—geodetica eseguita a M. Vesco 
nel lugho 1930. Nota di U. Barsiert, presentata‘ dal Corrisp. 
E. SOLer. 


La stazione astronomico-geodetica, nel vertice di primo ordine di 
M. Vesco, ultima del mio programma di lavoro nei punti trigonometrici 
di primo ordine disposti lungo il meridiano di Mondovi, fu eseguita alla 
fine del luglio 1930; precisamente dal 23 al 27 di detto mese. 

Come nelle stazioni precedenti, fu osservata la latitudine, un azimut 
(vertice di 3° ordine di Cigliano, posto a 3 chilometri di distanza, e ben 
visibile) la longitudine per via radiotelegrafica, e, per opera del mio aiuto 
Ja dott. I. Gennaro, la differenza di gravita sulla stazione base di Genova, 
Istituto Idrografico della R. Marina. 

Il segnale trigonometrico consistendo nell’asse di un pilastrino eretto 
sul voltino di un casotto alla sommita della piccola altura costituente M.Vesco, 
e non presentando i] pavimento del piccolo terrazzo alcuna garanzia di sta- 
bilita, fu mestieri fare stazione fuori centro, nel vigneto circostante, collo- 
cando l’Universale sul robusto treppiede in legno e ferro a traliccio, gid usato 
in altre circostanze consimili, cementato coi piedi in apposita massicciata. 

Gli strumenti adoperati e i procedimenti seguiti, furono gli identici delle 
altre stazioni, onde riteniamo inutile dilungarci nella loro descrizione; di- 
remo solo che l’apparato gravimetrico fu collocato, con quello radiotelegrafico, 
nell’ambiente sottostante al segnale, e che il cronometro adoperato, sia per 
le osservazioni di tempo, che per le radiotelegrafiche, come per le gravi- 
metriche, fu sempre il solito Kullberg che, a piacere, poteva inserirsi nel 
circuito del cronografo Cavignato, per le osservazioni di tempo e di azimut, 
in quello del relais delle coincidenze, come in quello dell’apparato radio- 
telegrafico: un altro cronometro ausiliario, il Fletch, collocato nel casotto 
dell’Universale e concordante col Kullberg entro pochi secondi, consentiva 
la lettura del minuto primo. 

Qui di seguito, in tre piccoli specchi, si riportano, senz’altro, i risul- 
tati relativi alle osservazioni compiute di latitudine, tempo e azimut. 


(1) Nella seduta del 6 maggio 1934. 


LaTITUDINE: 

Luglio a: ; 
oe | I Gruppo | II Gruppo III Gruppo 1V Gruppo | V Gruppo 
23 | 45° 19/04”".3 45°19'08".6 | 45°19'02".3 
24 0207 | O20 45° 19' 06.6 
25 02.9 06.9 05.3 


45°19/04".3 45°19’ 08.6 Asm ONOn eer 45° 19' 06’.0 


Da questi valori si ottiene, come media ponderata della latitudine os- 
servata per M. Vesco, il valore 


AS°19 04'79 210-5; 


da cui, applicando la riduzione in centro, data dalla formola 


€ COS & 
2 =H DY 
Rare a” 


dove « € l’angolo di direzione della visuale al vertice trigonometrico, de- 
dotto mediante l’angolo di direzione noto della visuale al vertice di Cigliano, 
ed e = m. 46.780 l’eccentricita, si ottiene in definitiva 


Pa = 45°19 05.7 
(epoca 1930, 6). 


DETERMINAZIONI DI TEMPO. 


24 


26 


OE BAY |. Correzione Ora siderale Andamento 
del Kullberg corrispondente orario 
(656) Ophiuci 
(672) Herculis — 0hoo™ 085.45 175 42™055.23 0° .0666 
(680) 72 Ophiuci 
» » » —o 00 06 .85 17 AAD 155.63 0 .0766 
> » —0 00 05 .OI TAS uO20 23 


DETERMINAZIONE DELL’AZIMUT DI CIGLIANO 


Luglio | Reitera- 


: Azimut | Media 
1930 zione 
25 0° 122° 42'19/.8 | 
i pate fe 122° 42! 22””.0 
26 90° 24".0 | 
» 135° 6 | 


Detto ¢ l’angolo fra la direzione al centro e la direzione al vertice di 
Cigliano, applicando la nota formola 


ie esene t. e sen a ; 
Rarer Narc1” ©? 


si ebbe, quale importo della riduzione in centro dell’azimut misurato 
AA = 0°53'53”.24; 
onde ne derivo in definitiva, quale 


Azimut di Cigliano sull’orizzonte di M. Vesco 


il valore 
12323 615.624 0200: 


ATTRAZIONE LOCALE. 


Coi dati forniti dall’Istituto Geografico Militare e con gli elementi che 
precedono, si deduce quanto segue: 


astronomica OT O5a.. 
Latitudine di M. Vesco ; oe 
geodetica AS ° 19625 33 
Qa — O; = — 19''.6 
Azimut della direzione astronomico 12303 61 bygee 
a Cigliano geodetico 123°35° 40 7 


ha — oy = 26'".5 


— 7II — 


da cui le componenti dell’attrazione locale 


—& = — 19.6 
y= + 26.2; 


Pazimut ellissoidico del piano dell’attrazione locale 
iA es OA 2" 2 


e lattrazione locale stessa 


SSOP Ma PS, 


DETERMINAZIONE DELLA LONGITUDINE. 


Le stazioni i cui segnali orari poterono essere ricevuti con sicurezza 
e€ precisione, furono quelle di Bordeaux e di Rugbay; tuttavia, siccome quelli 
di quest’ultima stazione furono meno completi e pit intervallati, la deter- 
minazione della differenza di longitudine di M. Vesco su Greenwich, la ba- 
sammo unicamente su Bordeaux, e pertanto nello specchio seguente ripor- 
tiamo i dati di osservazione e di calcolo, relativi a simile determinazione. 

Dall’ultima colonna segue, come valor medio della differenza di longt- 
tudine astronomica fra M. Vesco e Gre nwich 


@a = Ob31™59°.87 = 7°59‘ 58'.03 ; 


tenuto allora conto della differenza di longitudine geodetica fornita dall’Isti- 
tuto geografico Militare 


@, = 7°59, 24-73, 


la nota equazione di Laplace 


(ca — @z) sen 9 — (Ga — &y) = 0 


da per residuo — 02’8. 
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Fisica. — Sul fenomeno della fusione in rapporto con una 
nuova equazione di stato e con la struttura reticolare det solidi. 
Nota I di S. FRaNcHeETTI, presentata‘? dal Corrisp. L. Rota. 


In una precedente Nota ©) ho studiato per i solidi una equazione di 
stato diversa da quella classica di Mie-Griineisen e precisamente l’equazione: 


Pad 20 
= p=a39 — (Fy), 


dove p & la pressione esterna, V il volume, L lenergia cinetica totale delle 
particelle, ® l’energia potenziale totale di queste, S l’entropia, mentre « ¢ 
determinato dalla posizione: 


3 Nifal 
SS, as 2215 Gal 


Questa equazione discende immediatamente dalla ben nota relazione 
termodinamica : 


: r(CHL-69) 


e quindi pud sembrare abbastanza ovvia. Pero quello che ¢ interessante notare, 
e che ho messo in rilievo nella Nota citata, e questo. Ricordiamo che ® si 
pud esprimere come somma di due termini ® = ®, + ®, , dei quali il primo 
rappresenta l’energia potenziale che le particelle avrebbero se si trovassero tutte 
nei rispettivi « centri di oscillazione » (energia potenziale mutua) e il secondo 
rappresenta l’energia potenziale che le particelle hanno in piti della prece- 
dente per il fatto di esser spostate da tali posizioni (energia potenziale intrin- 


seca). Cosi si ha: 
a®\ (2, o®, 
(),— av kt aV Js 


Ragionando secondo le ipotesi classiche, secondo le quali ®, dipende- 
rebbe solo dalla temperatura e sarebbe crescente con essa (si avrebbe ®, = L), 


Nae re ODS 
si vede che in una espansione adiabatica (= sarebbe <O. 
S 


(1) Nella seduta del 20 maggio 1934. 
(2) «Rend. Lomb.», vol. LXVI, p. 731, 1933. 
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Al contrario, quello che ho potuto far vedere in base a opportune, 
accettabili ipotesi e fondandomi sul teorema del viriale, € che 


(oy 


(3) ee 


oD, , e 
in modo che si ha sempre (> é certamente positivo }: 


aV 


Si vede allora qual’e la differenza essenziale fra la (1) e l’equazione di 


Mie—Grineisen “): guest’ ultima difatti ¢ costruita allo stesso modo della (1) 
ma fa intervenire al posto del termine (nelle condizioni ordinarie) sempre 


oV oV 
molto diverso. Corrispondentemente diversi saranno quindi anche i signifi- 
cati di « e dell’analogo coefficiente dell’equazione di Griineisen. A meno del 
segno e di un fattore numerico, nell’equazione di Griineisen tale coefficiente 


we o)\. Dele te Hews 
positivo {|} il termine pure sempre positivo {——] che ha un significato 
S S 


BS af d logy : shite . 
ha il significato ae We dove v é la frequenza caratteristica del solido. 
g 
Vedremo pit avanti qual’e invece il significato di «. 
Per gli sviluppi che seguono e comodo trasformare la (1) introducendo 


un parametro pe delle dimensioni di una lunghezza, definito dalla posizione : 


(4) ® = 19(e) 


dove m € un fattore senza dimensioni e @(x) la solita funzione che, nel- 
Pordinaria ipotesi dei campi centrali, da l’energia potenziale di due particelle 
generiche poste alla distanza x. (Non saranno considerati che corpi « mo- 
noatomici » nei quali interviene una sola funzione 9), 

Possiamo vedere facilmente il significato di e e dim nel caso pid sem- 
plice — al quale ci limiteremo — e cioe quando siano trascurabili agli effetti 
dell’energia potenziale le azioni tra particelle non trovantisi alla distanza 
minima. 

Consideriamo le particelle a coppie e introduciamo la ripartizione stati- 
stica E(r) che ci da il numero N, di coppie di particelle le quali hanno 
distanze comprese fra r e r+ dr: 


= E@ dr. 


(1) V. p. es. GRUNEISEN, « Ann. der Phys.», 39, 257, 1912; oppure Born u. Gép- 
PERT—MEYER, Dynamische Theorie der Kristalle, in « Hdb, der Phys. », 2° ediz., vol. XXIV, 
2* parte, p. 677. 


Vale intanto, in generale: 
&=(EM2® dr 


con l’integrale esteso a tutto il campo di variabilita della r. 

Se si tratta di un reticolato la funzione E(r) avra un andamento carat- 
teristico del tipo di reticolato in esame e consistera nella sovrapposizione di 
tante funzioni aventi ciascuna un massimo per un valore 7; ben determi- 
nato (¢ =1,2--+37;4:>>1i) e che potremo designare con E, (r—r7;), 
E,(r—r.),°:- E:x(r>—ri), --- 

Per l’ipotesi fatta potremo limitarci solo alla prima di queste funzioni 
e allora viene, posto r—r, = y: 


= /(EO)e0 +n) 4. 


Ossia: 
, T it 
o=/E, (y) ler) F(t) Tah Pa) ack Hs 


dove, essendo E, (y) praticamente == o solo in un piccolissimo intervallo 
intorno a y = 0, l’integrale puo essere esteso da —coaoco. 

Nell’ ipotesi che E; (y) sia una funzione pari di y, cid che & verificato 
p. es. quando il moto delle particelle ¢ completamente disordinato, perche 
in tal caso si ha eguale probabilita, per una variazione y della distanza tra 
particelle come per la variazione opposta —y, sparisce nell’ integrazione 
il 2° termine che ¢ una funzione dispari e resta: 


o=0)[ BOH+te'@/ BOS 


o anche: 


NA, iG) Dahy. — Na, 
SF TCAD bar. Matera he U2) aera 


dove A, indica il numero di particelle che circondano, alla distanza 7, , una 
particella generica ed N ¢ il numero totale delle particelle. 

Nell’ipotesi del completo disordine del moto delle particelle si calcola 
facilmente (v. la Nota gia citata) che il valore di y? é 


2s 


Nicene EL 
(5) eS, 


sndicando con & Vallontanamento quadratico medio delle particelle della 
posizione di riposo. 


x 716 aoe 
In definitiva viene: 


Na, 


Pe 


Nhe — 
o(r) + Ae" Oe. 


(6) ® = 


(Dove per semplicita € messo r al posto di rz). 

Il primo termine rappresenta l’energia potenziale mutua delle particelle; 
il secondo la loro energia potenziale intrinseca. 

Facendo nella posizione. (4): 
Na, 
if 
== 
(4) 


si vede dalla precedente che p sarebbe la distanza alla quale dovrebbero 
trovarsi le particelle perche tutta la loro energia potenziale figurasse come 
energia potenziale mutua. 

Siccome nei solidi nelle condizioni ordinarie 9 (r) & crescente con re 
siccome si ammette che sia 9” >>o (in modo che nel secondo membro 
della (6) i valori assoluti dei termini si sommano), viene da (4) e (6) che 
nei solidi é 


(7) O> Fr. 


Portando in (1) le posizioni (4) e (4’) si ha: 


sag 92 i NA, [2 Co) ore) 
@) So 
a 
Sulla funzione (=) che entra in questa equazione non sappiamo nulla 
OV }s 
a priori. Si puo fare l ipotesi che sia es a press’a poco come se 9 
OV S 3V 


fosse una distanza vera e propria. Anzi si possono dare di questa ipotesi 
delle giustificazioni affatto indipendenti dalle presenti considerazioni e sulle 
quali eventualmente tornerO in seguito. In questo caso si vede subito che 
il parametro p puo servire a dare al coefticiente « una forma espressiva che 
ne chiarisce il significato. 

Infatti se supponiamo — ipotesi gia posta nella precedente Nota — che 
g’ (7) sia quasi lineare nel tratto vicino al valore r, tale che 9’ (ro) =0, 
potremo porre approssimativamente : 


(10) o= a(r —fo)? 
e quindi: 


~O= = a ae ola 


5 Dns 
Portando in (8) e ponendo y = [> viene: 
Ghee 2s Se) co N Qe 
DG waa Se 


€ siccome nelle condizioni ordinarie p é trascurabile, si ottiene: 


° 
eI — 


nella quale espressione ¢ manifesta la somiglianza formale di « col coeffi- 


V 
ciente ———~ dell’equazione di Van der Waals. 


V—) 

Vediamo che cosa ci pud dire sulla fusione l’equazione di stato (8) che 
abbiamo ricavato. 

L’equazione (1) la quale non ¢ che una trasformazione della (1’) vale 
indipendentemente dallo stato di aggregazione e in particolare anche per lo 
stato liquido: lo stesso si potra percio dire dell’equazione (8) dato che essa 
proviene dalla (1) e dalle posizioni (4) e (4’) che anche in questo caso 
conservano il loro senso. 

Sembrerebbe percio a prima vista che l’equazione (8) non fosse in alcun 
modo adatta allo studio del passaggio di stato di aggregazione. Perd c’é da 
osservare che le funzioni (delle variabili che definiscono lo stato) p, « , 

op : : ee ah. ee: Sec hs : 

(so, non sono immaginabili a priori come coincidenti nei due casi del 
liquido e del solido al punto di trasformazione per le notevoli variazioni 
discontinue che presentano le caratteristiche fisiche in tal punto, e questo 
ci conduce a ritenere che |’equazione (8) e verificata al punto di fusione 
sia per il liquido che per il solido, ma con diversi valori delle funzioni che 
vi compaiono. Allora il passaggio di stato non restera senza effetto nei ri- 
guardi dell’equazione (8) ma sara caratterizzato da una brusca variazione dei 
termini che figurano al 2° membro. 

Se osserviamo ora questi termini vediamo che di « non si pud dir 
nulla, perché la (11) vale solo quando vale la (10) che @ giustificata solo 
per la fase solida. Lo stesso si puo dire per Le V, cosi che il primo ter- 
mine non ci dice niente. L’altro termine pero si presenta come prodotto di 


d ; 
due funzioni delle quali una, la funzione (2 sappiamo — per quel che 
r=Q 
gia si conosce delle funzioni @ — che puo avere una brusca deviazione nel- 
Y’andamento in quanto presenta un massimo proprio per un valore rm del- 
VYordine di grandezza delle distanze interatomiche negli stati condensati. 


RENDICONTI. 1934, Vol. XIX. 46 


ral es 
Sembra percid naturale di associare il cambiamento di stato di aggrega- 


: sr , dp do 
zione con la variazione del comportamento del termine |37} | 
OV S dr r=e 


— un resultato gid esposto da me in una Nota precedente, non senza 
ricorrere come, qui, a diverse ipotesi, ma forse in mamiera meno libera da 
possibili obiezioni. 


Fisica. — Sulla rotazione paramagnetica in campo magnetico 
variabile. Nota di G. ZANOTELLI, presentata“?) dal Socio A. Lo 
SURDO. 


Nello studio dell’effetto Faraday in campo magnetico variabile si pre- 
sentano due questioni distinte: 1) se esso segua con assoluta prontezza o 
con un certo ritardo le variazioni del campo; 2) se la grandezza della co- 
stante di Verdet vari o meno con la rapidita della variazione del campo. 
Villari ), Bichat e Blondot , Lodge“) e Abraham e Lemoine “ hanno ri- 
cercato con esito negativo l’esistenza di un ritardo; gli ultimi poterono con- 
cludere che se esso esiste é inferiore a 10~* secondi. I risultati di alcune 
esperienze eseguite da Beams e Allison ‘7, discussi gia da Gaviola“) sono 
stati ristudiati da Webb) che ha concluso che non possono essere attribuiti 
all’esistenza di differenze di ritardo dell’efferto Faraday. Il prof. Corbino °% 
riscontro che la grandezza della rotazione magnetica nel solfuro di carbonio 
in campo alternato non dipende dalla frequenza del campo. Hanle “” e Bret- 
scher (#2) trovarono analogamente che non si manifesta alcuna inerzia dell’ef- 
fetto Faraday in campo variabile del vapore di mercurio e di sodio in prossi- 
mita delle righe di assorbimento. Inoltre Bretscher, sperimentando sul benzene, 
lontano dalle zone di assorbimento del mezzo, non riscontrO diminuzione 
della grandezza della rotazione anche quando la frequenza del campo ¢ mag- 
giore della frequenza della rotazione di Larmor da esso determinata, risul- 
tato quest’ultimo notevole se si pensa che la rotazione diamagnetica, cui 


(1) «Rend. Lomb.», vol. LXV, p. 773, 1932, € vy. anche vol. LXVI, p. 424, 1933. 
(2) Nella seduta del 6 maggio 1934. 

(3) «Rend. Ist. Lomb.», 3, 70, 1870. 

(4) «C. R.», 94, 1590, 1882. 

(5) «Phil. Mag.», 27, 339, 1889. 

(6) «C, R.», 130, 499, 1900. 

G)NGPhyss Reva», 29. 1Ols 1927: On OONmO 27. 
(8) «Phys. Rev.», 33, 1023, 1929. 

(9) «Phys. Rev.», 44, 589, 1933. 

(10) «Rend. Linc. », 3, 173, 1926. 

(a1) «ZS. f. Phys.», 85, 304, 1933. 

(12) «Nature», 132, 856, 1933. 


Si riferiscono tutte le ricerce sopradette, é un fenomeno di carattere elettro- 
nico, analogo al diamagnetismo, del quale nemmeno la teoria, come per 
es. ha fatto vedere Persico“ nel caso che il campo vari sinusoidalmente, 
prevede praticamente dipendenza dalla frequenza del campo, fuori delle zone 
di assorbimento del mezzo. . 

Serber ®) ha proposto una interpretazione teorica della rotazione para- 
magnetica molecolare che accompagna e talvolta maschera nelle sostanze 
paramagnetiche la rotazione diamagnetica elettronica. Su questo tipo di ro- 
tazione non sono state fatte ricerce in campo variabile: Allison disse di aver 
sperimentato fra le altre anche sostanze paramagnetiche: inoltre in una let- 
teraG) da lui pubblicata nel 1932, si citano a favore dell’interpretazione 
basata sull’esistenza dei ritardi differenziali, i risultati di una esperienza sug- 
geritagli da Beams: tali risultati che concludono per I’esistenza di una dif- 
ferenza di ritardo dell’effetto Faraday per sostanze diamagnetiche e parama- 
gnetiche sono in disaccordo con lesito della ricerca da me compiuta, che 
descriverd in questa nota. Tuttavia un confronto non é possibile perché Al- 
lison non da nemmeno l’ordine di grandezza della rapidita della variazione 
del campo magnetico con cui ha sperimentato. 


Io mi sono proposto con questa ricerca di studiare il comportamento 
in campo variabile della parte paramagnetica dell’effetto Faraday, ed ho 
ripreso il metodo di Beams ritenendo che potesse servire in modo 
semplice ad illuminarci sull’andamento di questo fenomeno. Si tratta di pre- 
parare, mescolando due sostanze a costante di Verdet rispettivamente posi- 
tiva e negativa, una sostanza che diremo neutra, che non ruota il piano di 
polarizzazione della luce quando venga messa in campo magnetico costante. 
Se tale sostanza posta in campo magnetico variabile restera neutra, cioé non 
ruotera il piano di polarizzazione, si dovra dire che le rotazioni prodotte 
dai singoli componenti sono in ogni istante uguali ed opposte. Altrimenti 
si deve concludere per l’esistenza di un fenomeno del genere del ritardo o 
della variazione della costante di Verdet per la sostanza paramagnetica, giacché 
si sa che le sostanze diamagnetiche non presentano di questi fenomeni, e 
purché si supponga che le due diverse rotazioni semplicemente si sovrap- 
pongano. 

La soluzione neutra si & ottenuta per tentativi sciogliendo del cloruro di 
cerio puro in acqua distillata: essa ¢ incolore e trasparente sotto lo spessore di 
sei centimetri quanto é lungo il tubo di vetro in cui ¢ contenuta e che viene 
traversato dalla luce longitudinalmente. La neutralizzazione si é fatta con 
un campo costante di circa 7000 gauss, e comprende anche la rotazione delle 


(1) «Rend. Linc.», 3, 561, 603, 1926. 
(2) «Phys. Rev.», 41, 489, 1932. 
(3) «Phys. Rev.», 40, 1021, 1932. 


due basi di vetro che chiudono il tubo, spesse circa un decimo di milli- 
metro ciascuna; per questa ragione la soluzione si & sperimentata nello stesso 
tubo in cui @ stata fatta la neutralizzazione, benché la rotazione delle basi 
di vetro sia assai piccola. Per la neutralizzazione si ¢ usata la luce della 


riga verde del mercurio. 
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Il campo magnetico si ¢ ottenuto scaricando un condensatore in un se- 
lenoide nel cui interno é contenuta la sostanza in esperimento: le costanti 
del circuito si sono proporzionate in modo da avere scarica oscillatoria smor- 
zata. Il selenoide S (ved. fig.) ¢ lungo sei centimetri ed ha cinquanta spire 
di diametro 9mm: la sua induttanza é di circa 3 pH. A questa induttanza 
bisogna aggiungere quella dei fli che compongono il circuito. Le capacita 
C sono quattro di circa 1,2 millesimi di pF ciascuna e se ne mettono due 
o pill in serie, in modo che possano sopportare in regime oscillatorio la 
differenza di potenziale di carica che varia da 75 a 130 KV. Le frequenze 
con cui si é sperimentato sono 3,2, 4,6, 5,5°10% per./sec. Naturalmente 
essendo le oscillazioni smorzate si tratta di valori medi, attorno a cui si ha 
tutto uno spettro di frequenze; contuttocid i risultati cui la ricerca ha por- 
tato non potranno essere sostanzialmente differenti da quelli che si sarebbero 
ottenuti usando un campo sinusoidale. 

Come sorgente luminosa si é usata una scintilla secondaria, in serie 
allo spinterometro principale D, che scocca in un tubo M di pyrex di dia- 
metro interno circa un millimetro pieno di mercurio, in cui si fa formare, 
scaldando, un bolla di vapore: la scintilla M, il filtro che serve a separare 
la riga verde F, e i due nicol N; e N, che comprendono fra loro il sele- 
noide S contenente il tubo T, sono allineati con un cannocchiale O che da 
una immagine virtuale piccola e brillantissima della scintilla M. Il campo 
magnetico pud essere stabilito od interrotto bruscamente durante l’osserva- 
zione commutando con il commutatore K il selenoide S con un altro uguale 
S’ che serve solo a non mutare le condizioni di funzionamento del circuito. 

La sostanza di confronto che ha servito a studiare l’entita delle rota- 
zioni ottenute con questo dispositivo & acqua distillata contenuta in un tubo 
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identico a quello della soluzione neutra. Si sono incrociati i nicol all’oscurita 
facendo oscillare il circuito, ma escludendo da esso il selenoide contenente 
la sostanza attiva: allora ristabilendo in quest’ultimo il campo magnetico 
si vede nel cannocchiale ricomparire |’immagine della scintilla: il fenomeno 
in queste condizioni € molto cospicuo: per avere un’ idea della sensibilita 
del metodo si € costruito un tubicino di vetro pieno di acqua distillata lungo 
un centimetro, e cioe un sesto dell’altro, chiuso anche questo da basi pa- 
rallele, che si introduce al centro e all’estremita del selenoide: in ambedue 
le posizioni si ha una apprezzabile riapparizione di luce: supponendo per 
semplicita |’ intensita del campo costante lungo il selenoide si pud dire quindi 
che le rotazioni ottenute sono tali da essere rilevate con sicurezza con questo 
metodo anche per una sostanza, che chiameremo, per intenderci, sostanza 
campione, a costante di Verdet molto piccola, circa un sesto di quella del- 
Pacqua. 

Le prove con la sostanza neutra si facevano stabilendo ed interroni- 
pendo bruscamente il campo nel selenoide e si intramezzavano con prove sul 
tubo dell’acqua distillata, per controllare la esistenza del campo: si sono ripe- 
tute molte volte variando la frequenza fra i limiti gid detti e prima e dopo 
ogni serie di esperienze si faceva un controllo di neutralizzazione in campo 
costante. PerO non si € mai avuta una riapparizione di luce apprezzabile 
nelle condizioni della esperienza quando si stabilisce il campo nel selenoide 
contenente la sostanza neutra: si é invece trovata una debole riapparizione 
di luce se si toglie il filtro verde, il che si spiega pensando che la soluzione 
é neutra solo per quella certa luce monocromatica. 


Vediamo come si possa interpretare questo risultato in relazione alla 
sensibilita della nostra esperienza: supponiamo per un momento di aver tro- 
vato con la soluzione neutra effettivamente una riapparizione di luce uguale 
a quella che si ottiene colla sostanza campione. Supponiamo inoltre di poter 
attribuire questo fatto esclusivamente alla rotazione paramagnetica del clo- 
ruro di cerio. Esaminiamo dapprima il caso che la riapparizione di luce sia 
solamente dovuta ad una variazione della costante di Verdet: cid vorrebbe 
dire che la differenza fra le due costanti di Verdet ¢ in ogni istante un 
sesto di quella dell’acqua, che, in campo costante, anche, a parte il segno, 
la costante del cloruro di cerio in quella certa concentrazione: si avrebbe 
cioé che la costante di Verdet del cloruro di cerio é variata di un sesto 
dal suo valore in campo costante. Supponiamo ora invece che la riappari- 
zione di luce sia dovuta esclusivamente ad un ritardo della rotazione del 
cloruro di cerio. Ammettendo la variazione del campo sinusoidale, l’angolo di 
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é il campo. Tale rotazione sara determinata da due parti di ampiezza uguale 
%,, Ma non esattamente in opposizione: quella dell’acqua ¢ la rotazione dia- 
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magnetica del cloruro di cerio, che non presentano ritardo, la rotazione pa- 
ramagnetica del cloruro di cerio con la differenza di fase g: si deve avere 
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10—* secondi darebbe gid una riapparizione di luce come quella dovuta al 
liquido campione. 

E evidente d’altra parte che se la riapparizione di luce si fosse verifi- 
cata nelle dette proporzioni per il simultaneo coesistere di ritardo e varia- 
zione della costante di Verdet, la grandezza di ciascuno di essi dovrebbe essere 
ancora minore: siccome pero non si @ trovata riapparizione di luce si pud 
concludere che la rotazione paramagnetica del cloruro di cerio in soluzione 
acquosa non presenta ritardo, né la sua grandezza varia con la frequenza 
del campo in maniera apprezzabile con questa esperienza: e precisamente 
la parte paramagnetica della costante di Verdet deve in campo variabile dif- 
ferire meno di un sesto del valore in campo costante da questo stesso va- 
lore, e la rotazione paramagnetica non puo seguire la variazione del campo 
con ritardo maggiore di r0—* secondi: questo per frequenze di variazione 
del campo comprese all’incirca fra 3,2 e 5,5-10° per./sec. 


Chimica. — Struttura fibrosa in reticoli ionici. Nota II di 
G. R. Levi ed M. Tapert”, presentata ° dal Socio N. Parra- 
VANO. 


In un precedente lavoro) abbiamo dimostrato che AgCl e AgBr trafi- 
lati per pressione a caldo (circa 200°) si orientano in modo diverso con gli 
assi di fibra rispettivi (111) e (100). Contemporaneamente V. Caglioti “ 
ha dimostrato per AgCl che trafilando a freddo nelle condizioni abituali di 
lavorazione dei metalli, cioé per stiramento, il grado di orientamento ¢ assai 
scarso e principalmente secondo (100): egli ha anche dimostrato che il 
rincrudimento realizzabile nell’AgCl viene enormemente esaltato nella forma- 
zione di soluzioni solide; in modo speciale ha trovato un’azione spiccata per 
traccie di CuCl, ma anche altre sostanze e gli stessi alogenuri d’argento uno 
rispetto all’altro provocano un forte rincrudimento delle masse. 

Nel nostro precedente lavoro non avevamo trovato una spiegazione al 
differente comportamento di AgCl e AgBr sopradetto, spiegazione che risulta 
invece evidente da prove successive che qui riferiamo. Abbiamo eseguito 
una serie di trafilature degli stessi sali a freddo a rorti pressioni (fino a 10.000 
atmosfere) e a caldo a temperature di 100, 200, 280° e€ a pressioni cor- 
rispondenti di circa 7500, 3500 e 2000 atmosfere. I risultati sono: 

— a freddo AgCl e AgBr si orientano entrambi nettamente esclusiva- 
mente secondo l’asse (111): (tipo fig. 5 del precedente nostro lavoro) 
a 100° AgCl e AgBr si comportano come a freddo salvo una 
minore pressione di trafilatura 

—a 200° AgCl si orienta ancora nello stesso modo secondo (111) 
mentre AgBr si orienta secondo (100): (tipo fig. 6 del precedente nostro 
lavoro) 

— a 280° AgCl e AgBr si orientano entrambi secondo l’asse (100). 

Le prove sopra riportate sono state precedute da una serie di trafila- 
ture sistematiche ottenute tutte per pressione con filiere di 2 mm. I, 5 mm. 
e I mm. rispettivamente a foro cilindrico e conico poco o molto svasato: 
queste esperienze hanno permesso di dimostrare che la forma e Ja dimensione 
della filiera influiscono solo sulla pressione necessaria alla trafilatura ma non 


sull’orientamento dei cristalli. 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica generale e Chimica fisica della R. Univer- 
sita di Milano. 

(2) Nella seduta del 6 maggio 1934. 

(3) «Rend. Lincei», XVIII, 12, 2° sem., p. 574. 

(4) «Rend. Lincei», XVIII, 12, 2° sem., p. 570 e « Gazzetta Chim. It.», vol. 64, I, 
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Con le filiere indicate abbiamo ottenuto fibre assai sottili nel seguente 
modo: ripassando nelle stesse condizioni di temperatura o di pressione un 
fascio di fili di maggior diametro: cosi da 10 fili di 2 mm. di diametro 
ciascuno si ottengono colla stessa filiera fili di sezione 1/10 facilmente sepa- 
rabili fra loro se non si opera a temperature troppo elevate. 


Fig mals 


Abbiamo anche ottenuto delle lamine sottili di cloruro e bromuro d’ar- 
gento per laminatura a freddo e che mostrano una bellissima struttura fibrosa 
come risulta nella fig. 1, che riproduce la fotografia (anticatodo di Cu) di 
una lamina di AgBr dello spessore di 0.04 mm. smagrita col solito metodo 
al’ammoniaca fino a circa 0.01 mm.; distanza della lamina dalla lastra cm. 2.8. 

Dalle esperienze sopra descritte, unitamente alle osservazioni gia citate 
del Caglioti sui fili di AgCl trafilati a freddo, ricaviamo la seguente inter- 
pretazione: esistono nei nostri esempi due tipi di orientamento (111) e (100): 
chiamiamo il primo orientamento secondo l’asse di fibra il secondo orienta- 
mento secondo l’asse di scorrimento; si ha il primo per il fatto che gli 
elementi cristallini reagiscono alla sollecitazione meccanica col disporsi nella 
direzione di questa secondo la propria direzione di massimo addensamento 
di ioni nel reticolo e il secondo per il fatto che gli elementi cristallini si 
muovono gli uni rispetto agli altri secondo una preferita direzione di scor- 
rimento. Infatti a freddo per pressione si ha il solo orientamento (111) 
mentre sempre a freddo per stiramento si aggiunge a questo orientamento 
quello dovuto allo scorrimento, cioé secondo (100). Lo stesso fenomeno 
potra realizzarsi a certe temperature intermedie nelle quali la facilita di scor- 
rimento ¢ aumentata in modo da realizzarsi e prevalere o sostituirsi al vero 
orientamento di fibra: a temperature elevate poi (sopra 180° per AgBr e 
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sopra 230° per AgCl) si ottiene solo lorientamento di scorrimento (100) 
che non vorremmo considerare come orientamento di fibra: la minore tem- 
peratura alla quale si produce il cambiamento per AgBr puo trovare una 
spiegazione nel pit basso punto di fusione del bromuro e forse nella pid 
tipica sfaldabilita dei cristalli di AgBr rispetto a quelli di AgCl. 

In base a questi risultati abbiamo ripreso in esame i carichi di rottura 
di fili di AgCl e AgBr usando preparati della stessa sostanza con netto e 
diverso orientamento dei cristalli; i valori ottenuti, molto interessanti sono: 


AgCl orientamento secondo (100) carico di rottura in Kg/mm? 3.78 


» » » CHEE) fie » » » 5.60 
AgBr » » CEOONe » » » 3-91 
» » » (rrrjoin » » » » 6.36 


L’incremento che si ha passando da un filo orientato secondo (100) 
ad un orientato secondo (111) € percio tale da far si che se non si tiene 
conto della direzione di orientamento nel confrontare, agli effetti del carico 
di rottura, trafilati di due sostanze diverse si puo stabilire fra di esse diffe- 
renze inesatte e perfino inversioni dei valori reali. 

Questi valori sono assai favorevoli alla nostra ipotesi per la quale va 
considerato, nei casi in questione, solo (111) come orientamento tipico nel 
vero senso della parola: con essi si mette a posto anche l’apparente incon- 
gruenza dei valori da noi precedentemente osservati pei carichi di rottura, 
valori che erano piu elevati per AgCl che non per AgBr e cio semplice- 
mente perche il secondo era orientato secondo un asse di scorrimento e 
non di fibra. Le piccole differenze fra i valori di carichi di rottura del prece- 
dente lavoro e quelli attuali sono dovute ad un piu perfetto orientamento 
dell’asse di fibra in queste ultime misure. 

Pensiamo che le condizioni sopra esposte siano estendibili ai metalli 
per parecchi dei quali, per esempio il rame, si¢ in presenza di una elevata 
plasticita: cid rende verosimile che nelle trafilature si aggiunga al vero 
orientamento di fibra un fenomeno di scorrimento: sono in corso ricerche 
per vedere se le condizioni dette sono applicabili ai metalli: se esse risul- 
tassero tali & certo che i limiti massimi noti per i carichi di rottura 
dovrebbero in parecchi casi, particolarmente in alcuni metalli puri, subire 


dei notevoli aumenti. 


Riassumendo: a) Vengono stabilite le condizioni di temperatura nelle 
quali AgC] e AgBr danno strutture fibrose rispettivamente secondo (100) 
e (111) e viene data una spiegazione per le diversita di comportamento in 


funzione della temperatura stessa. 
b) Viene mostrata l’enorme influenza che il tipo di orientamento ha 


sul carico di rottura. 
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Chimica. — Struttura cristallina del cianuro di tallio. Nota di M. Strapa, 
presentata dal Socio G. Brunt. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Biologia. — La perdita di virulenza del B. tubercolare in 
seguito ad associazione con il B. tubercolofilo. Nota di V. PUNTONI e 
N. Favia, presentata ‘? dal Corrisp. S. BAGLIONI. 


Nel decorso anno pubblicammo alcune ricerche sopra un’associazione 
stabile fra lo stipite tubercolare umano avirulento, designato con la sigla 
T. P., ed una nuova specie bacillare per la quale abbiamo proposto il nome 
di Bacillus tubercolophilus ?). 

In tali ricerche esprimemmo il dubbio che la avirulenza acquisita dal T. P. 
potesse essere stata determinata dall’azione del B. tubercolofilo. 

Un tal concetto, che si profilava molto interessante sotto il punto di 
vista biologico, meritava evidentemente di essere oggetto di studio; per il 
che, come gid annunciammo nella suddetta nota, furono istituiti esperimenti 
di associazione fra stipiti tubercolari virulenti ed il B. tubercolofilo. 

Tali associazioni vennero ottenute, con maggiore o minore facilita, ag- 
giungendo a colture tubercolari, sviluppate su patata glicerinata, alcune gocce 
di brodo-cultura del B. tubercolofilo puro. Nei successivi trapianti su patata 
glicerinata si ottenne lo sviluppo simultaneo dei due microbi e si noto che 
le colture miste presentavano un aspetto piuttosto liscio ed umido, anziché 
quello secco e rugoso, tipico degli stipiti tubercolari puri. 

Tra i vari micobatteri posti in associazione col B. tubercolofilo portammo 
da prima l’attenzione, per uno studio biologico, sul ben noto ceppo bovino 
di Vallée, avuto dal prof. Vallée nel 1927, e conservato di poi nella nostra 
collezione mediante passaggi bimestrali su patata glicerinata. Questo ceppo, 
inoculato in piccole quantita sotto Ja cute della cavia, ne determinava la 
morte in 3-4 mesi con una tipica tubercolosi generalizzata. 

Dopo II passaggi in associazione effettuati nel periodo di circa un anno, 
il 20 novembre 1931 vennero eseguite le prove per saggiare la virulenza, 
inoculando 4 milligrammi della coltura mista sottocute (coscia) a 3 cavie. 
Gli animali presentarono una semplice tumefazione locale senza ulcerazione, 
senza ingorgo dei gangli tributari e senza deperimento generale; uccisi ri- 
spettivamente dopo 61, IOI, e 124 giorni, si osservo un residuo di ascesso 


(1) Nella seduta del 20 maggio 1934. 
(2) « Annali d’Igiene», anno XLIII, Roma 1933. 


al punto di inoculazione con presenza di bacilli tubercolari, ma assenza as- 
soluta di lesioni tubercolari linfatiche 0 viscerali. 

Per contro 3 cavie di controllo, inoculate sottocute con 2 milligrammi 
di coltura pura di bovino Vallée ed uccise rispettivamente nelle date di cui 
sopra, Mostrarono un tipico reperto di tubercolosi diffusa, linfatica e viscerale. 

Altre prove furono effettuate il 5 dicembre 1931 inoculando 2 milli- 
grammi della coltura mista nel peritoneo di altre 3 cavie. Una di queste 
mori dopo 20 giorni per causa intercorrente, senza reperto di tubercolosi; 
le altre due uccise rispettivamente dopo 40 e 110 giorni, mostrarono un 
reperto completamente negativo nei riguardi della tubercolosi, se si eccet- 
tuino residui di ascesso locale al punto di inoculazione e piccoli noduli epi- 
ploici, i quali, come € noto, sono tipici nelle infezioni da stipiti tubercolari 
avinulentic(B GC. toey Ty Pe vetes); 

Per contro 3 cavie di controllo, inoculate nel peritoneo con 1 milli- 
grammo di coltura pura di bovino Vallée, morirono tutte rispettivamente 
in 26, 38 e 40 giorni con reperto tipico di tubercolosi diffusa, linfatica e 
viscerale. 

Dalle semine effettuate da una delle cavie (quella uccisa dopo 40 giorni) 
inoculate nel peritoneo con la coltura associata, si ottennero delle retrocol- 
ture di bovino Vallée che (analogamente a quanto era gia stato osservato 
per lo stipite T.P.) mostravano l’aspetto rugoso e secco, tipico dei tuber- 
colari puri. Infatti queste retrocolture si mostrarono libere dal B. tuberco- 
lofilo che evidentemente era stato distrutto durante il passaggio nell’orga- 
nismo animale. 

Queste retrocolture, saggiate di nuovo sulle cavie, per via sottocutanea 
e peritoneale, si mantennero egualmente avirulente, e lo stesso avvenne du- 
rante 4 passaggi in serie, tutti effettuati recuperando ogni volta lo stipite 
mediante retrocolture; per cui risulta che lo stato di avirulenza acquisito da 
questo ceppo di bovino Vallée sotto l’azione del B. tubercolofilo, ¢ stabile. 

Una seconda serie di ricerche fu ripetuta utilizzando un nuovo ceppo 
di bovino Vallée ricevuto dal prof. Calmette nell’ottobre 1931 e mantenuto 
in uno stato di alta virulenza mediante passaggi negli animali. 

Dopo tre passaggi su patata glicerinata in associazione col B. tuberco- 
lofilo, il 4 marzo 1932 vennero effettuate le prime prove di virulenza per 
via sottocutanea, ma non si ebbe a rilevare una manifesta attenuazione. 
Dopo il 6° e il 10° passaggio in associazione, il 6 giugno ed il 14 otto- 
bre 1932, fu di nuovo saggiata Ja virulenza per via sottocutanea, che risulto 
ancora assai elevata. 

Dopo il 13° passaggio, il 15 febbraio 1933, furono inoculate 2 cavie 
sottocute con milligrammi 1,5 e con milligrammi 0,75; uccise ambedue 
dopo 111 giorni si osservd una microadenia inguinale e sacrale, ma com- 
pleta assenza di tubercolosi viscerale. Tuttavia |’emulsione delle ghiandole 
linfatiche di queste cavie, riprodusse in altre cavie una tubercolosi genera- 
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lizzata. I controlli di questa esperienza, benché inoculati con la meta delle 
dosi predette, andarono soggetti ad una tipica tubercolosi ciffusa. 

Dopo il 16° passaggio, il 21 giugno 1933, le prove di virulenza effet- 
tuate per via sottocutanea in 4 cavie inoculate con milligrammi 1,50 di 
coltura mista, ed uccise dopo 120 giorni, dimostrarono la completa perdita 
della virulenza per la via sottocutanea, mentre i controlli inoculati con mil- 
ligrammi 0,75 di coltura pura di bovino Valée, morirono tutti col quadro 
classico. 

Due cavie trattate per via peritoneale (0,75 milligrammi di coltura 
mista) furono uccise dopo 120 giorni in buono stato di salute e si rilevo 
solo la presenza di noduli epiploici e di noduletti puntiformi grigi alla su- 
perficie epatica, noduletti che all’esame istologico non mostrarono alcuna 
tendenza alla caseosi. Ma tali materiali inoculati direttamente, previa emul- 
sione, ad altre cavie non determinarono lo sviluppo di nessun fatto tuber- 
colare, per cui si deve presumere che le suddette lesioni fossero in via di 
regressione. Inutile dire che i controlli inoculati sempre con meta dose di 
bovino Valée puro, andarono soggetti a tipiche tubercolosi diffuse. 

Risultati analoghi si sono ottenuti con esperienze effettuate dopo il 
19° passaggio, l’11 novembre 1933. Da una delle cavie inoculate per via 
peritoneale con la coltura associata, e sacrificata il 12 dicembre, si pote ot- 
tenere per retrocoltura il ceppo bovino Vallée puro (liberato cioe dal B. tuber- 
colofilo), che fu reinoculato il 3 febbraio 1934, in altre cavie; queste, sacrificate 
in ottimo stato di salute il giorno 10 maggio (ossia dopo 96 giorni), mo- 
strarono un quadro completamente negativo, senza la minima traccia di 
lesioni tubercolari, nemmeno al punto di innesto, 

Si puo pertanto concludere che, anche in questa seconda serie di ri- 
cerche, il ceppo bovino Vallée ha perduto stabilmente la virulenza dopo 
16 passaggi in associazione, effettuati su patata glicerinata, dall’ottobre 1931 
al giugno 1933. 

Altri ceppi tubercolari umani, bovini ed aviarii, sono stati in seguito 
posti in associazione col B. tubercolofilo. Per ora possiamo dire che per alcuni 
di essi si profila gia una netta tendenza alla perdita della virulenza, parti- 
colarmente evidente nello stipite umano « Ratti» che proviene dall’Istituto 
Pasteur di Parigi e che sara oggetto di una prossima nota a parte. 

A conclusione di quanto abbiamo esposto ci crediamo autorizzati ad 
affermare che ceppi tubercolari virulenti possono perdere la loro attivitd 
patogena in seguito alla associazione col bacillo tubercolofilo prolungata per 
I-2 anni su patata glicerinata. La perdita di virulenza cosi provocata nel 
bacillo tubercolare sembra essere stabile e definitiva anche attraverso ripetuti 
passaggi in serie (intramezzati da retrocolture) su animali sensibili. 

Il fatto ci sembra assumere un rilevante significato biologico, perché 
dimostra che il potere patogeno del bacillo tubercolare pud essere stabil- 
mente modificato in seguito all’azione di una associazione microbica. 
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Biologia. — Determinazioni cariometriche su fegato di topo 
portatore di tumore ed a dieta timica. Nota WI di V. Carminati, 
presentata ‘? dal Corrisp. P. Ronpont. 


Poiché in una Nota precedente avevo dimostrato che i topi portatori 
di tumori offrivano una certa dominanza di diametri nucleari superiori nel 
fegato in confronto ai normali ed in altra Nota successiva che un’elevazione 
dei diametri nucleari occorre assai presto mediante trattamento per via pa- 
renterale con nucleoproteidi eterologhi (da timo di vitello), ho voluto ora 
stabilire come si comportassero i diametri nucleari di topi con tumore (so- 
lito adenocarcinoma ceppo Ehrlich) tenuti durante un certo periodo a dieta 
altamente purinica e precisamente di timo di vitello miscelato con farina 
di mais, in confronto a topi portatori tenuti a dieta normale. 

Si tratta dei topi delle serie sperimentali su cui ha riferito il prof. Ron- 
doni da altro punto di vista e da me utilizzati, colle solite tecniche (v. Nota I) 
per le determinazioni cariometriche. Io ho fatto dunque il confronto fra topi 
portatori a dieta timo—maidica (acidogena fortemente e ricca in purine) e 
topi portatori alla dieta usuale dell’allevamento (pane, latte, verdure): qui 
si dovrebbe vedere, parificate tutte le altre condizioni, la influenza della 
somministrazione enterale (non pit parenterale come nella Nota II) di co- 
stituenti nucleari (timici). La serie di topi da me studiata si riferisce alla 
III serie del lavoro del Rondoni; e riguarda animali tenuti 13 giorni alla 
dieta sperimentale, ossia da pochi giorni dopo l’innesto del tumore alla 
uccisione. 

La tabella offre i risultati, registrati come nelle Note precedenti. Si 
vede che, al contrario di quanto ¢ operato dalla somministrazione paren- 
terale del nucleoproteide estratto dal timo, la somministrazione orale del 
timo come cibo, miscelato beninteso con farina di mais, non ha portato ad 
aumento della frequenza dei maggiori diametri nucleari ma piuttosto a di- 
minuzione. Si vede infatti che la somma dei nuclei a diametro da 8 p. in 
su, sopra a 1000 nuclei, ¢ calata da 623 peri topi a dieta usuale a 520 per 
quelli a dieta iperpurinica ed acidogena: non si é avuta LP influenza favo- 
rente gli incrementi di volume nucleare quale occorsa colla somministra- 
zione parenterale del nucleoproteide. Questo reperto divergente puo spie- 
garsi variamente: pud darsi che il nucleo dell’organo normale possa utilizzare 


(1) Nella seduta del 22 aprile 1934. 
(2) «Rendic. R. Acc. Lincei», vol. XVI, ser. 6%, fasc. 11, p. 892, 1933. 


per i propri processi sintetici delle pietre costruttive pil complesse, quali 
sono presenti nei preparati artificiali ottenuti da timo di vitello non purifi- 
cati, ma non delle pietre costruttive pitt semplici, semplici purine o nu- 
cleotidi quali possono arrivare dal tubo digerente nel mezzo organico in- 
terno: non sappiamo del resto in che forma i corpi purinici passano dal 
tubo digerente nel sangue del topo, sebbene che passino é certo, per le 
influenze sulla escrezione di acido urico—allantoina viste gia da Folin e 
Morris“ e da Rondoni®). Ma potrebbero passare in forma non atta ad im- 
mediato ingranaggio nel metabolismo nucleare costruttivo del fegato. Forse 
si puO anche pensare senz’altro che le influenze aumentatrici dell’apparato 
nucleare sono nel caso studiato annullate dal deperimento generale degli 
animali. La dieta timica € incongrua per il topo come per il ratto, 1 quali 
deperiscono ed offrono anche lesioni degenerative di organi interni%); ed 
anzi un certo lieve rallentamento dello sviluppo neoplastico visto da Ron- 


Topi controllo con tumo- Topi trattati con tumo- 
Dameromclene i et di 20 giorni 5 capi re di 20 giorni. 7 capi 
Peso medio animali (de- Peso medio animali (de- 
h tratto il peso del tu- tratto il peso del tu- 
cellule epatiche more) gr, 17,300 more) gr. 14,800 
Peso medio tumore gr. 3,720 | Peso medio tumore gr. 2,600 
iy: Frequenza delle classi Frequenza delle classi 
Classi in w. ie : : ‘ 
su 1000 nuclei (media) su 1000 nuclei (media) 
5 39,60 47,23 
6 85,00 } 376,20 113,47 ? 479,24 
7 255,60 317,54 
8 292,20 346,60 
9 222,00 148,00 
10 58,80 17,74 
II 29,60 4,42 
623,80 520,76 
12 19,60 4,00 
13 0,60 Ce) 
14 0,60 re) 
15 0,40 O 


(1) «Journ. of Biol. Chem.», vol. 13, p. 509, 1913. 


(2) «Arch. Scienze Biol.», vol. 15, fasc. 6, 1930. 


(3) Ronbont, « Arch. Ist. Bioch. it.», 1930, fasc. 2. 
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doni € proprio correlato anch’esso a questo deperimento generale. Ora le 
ricerche di Morpurgo ed altri (v. Nota 1) dimostrano il possibile risenti- 
mento delle dimensioni nucleari in senso negativo per parte della inanizione 
ed altri stati di deperimento e cachessia; ed anche nel mio caso si pud 
pensare che le dimensioni dei nuclei epatici risentano della influenza ridut- 
trice dell’abnorme stato nutritivo. Questa dieta implica una notevole esal- 
tazione di tutto il ricambio proteico, con disintegrazione probabile di trame 
tissulari; e pud anche importare fenomeni distruttivi nei nuclei, che con- 
trobattono l’eventuale influenza dell’apporto di materiali costruttivi. 


Botanica (Batteriologia Agraria). — Colture spontanee di 
cellulositica aerobi: « Cytophaga Winogradsku >, n. sp.“. Nota di 
O. Verona, presentata‘? dal Socio R. PiroTTa. 


Dopo gli studi di Winogradsky%) non molti si sono occupati della de- 
eradazione aerobica della cellulosa‘) 0 per lo meno, anche nell’ indagine 
sistematica del terreno, tutti — noi compresi — si sono limitati alla conferma 
delle specie segnalate o descritte dal Winogradsky stesso. Nessuno si € pro- 
posto di vedere se, accanto alle specie note, altre ne esistessero, come del 
resto lo lasciavano supporre le prime ricerche in materia. 

Con tale proposito, facendo uso della ormai nota tecnica delle piastre 
al silico—gele alla carta da filtro‘) abbiamo voluto eseguire |’eventuale svi- 
luppo spontaneo dei germi, in esse, non sterilizzando la carta e lasciandole 
aperte uno o due giorni in una stanza di Laboratorio a 15-16°C. di tem- 
peratura. Indi, coperte, furono messe in termostato a 24°C. 


(1) Lavoro eseguito nel Laboratorio di Batteriologia del R. Istituto Superiore Agrario 
di Pisa (Direttore Prof. R. Perotti). 

(2) Nella seduta del 6 maggio 1934. 

(3) S. WINOGRADSKY, Etudes sur la microbiologie du sol - Sur la degradation de la 
céllulose dans le sol., « Ann. de l'Institut Pasteur», to. XLII, p. 549, 1929. 

(4) R. Boxor, Mycococcus cytophagus n. sp. (Spirochaeta cytophaga Eeitchinison und 
Clayton 1919). Untersuchungen wber aerobe, bakterielle Cellulosezersetzung mit besonderer 
Beritcksichtigung des Waldbodens, « Arch. f. Mikrobiol.», vol. I, p. 1, 1930; A. KALNirs, 
Aerobic soil bacteria that decompose cellulose, « Acta Universalitatis Latviensis», vol. ie 
p. 221, 1930; H. KrzemiENntEwska, Le cycle évolutif de Spirochaeta cytophaga Hutchinson et 
Clayton, « Acta Societatis Botanicorum Poloniae », vol. WIL, jo. SOrs 1930-31; Pa. SrtOns, 
Ueber den Abbau der Cellulose durch Mikroorganismen. I. Zur Morphologie und Physiologie 
der aeroben sporenbilden Cellulose-Bakterien. II. Zur Chemie der Cellulosexersetgung durch 
die aeroben sporenbildenden Cellulosebakterien, « Ann. Acad. Scient. Fennicae », age, A, 
XXXIV, 1931;H. Krzemientewska, Contribution a Vétude du genre Cytophaga (Winogradsky), 
« Arch. f. Mikrobiol. », vol. IV, p. 394, 1933. : 

(5) In queste prove facemmo uso della comune carta da filtro. 
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Furono sufficienti 24-48 ore di coltura perché la carta da filtro appa- 
risse invasa da un pil o meno abbondante sviluppo di colonie di non dif- 
ficile identificazione. 

In alcune piastre fu possibile di rinvenire colonie riferibili a Cellvibrio 
ochracea; in altre, e frequentemente, di Cytophaga rubra: assieme a questa 
si sviluppO anche una forma a bastoncino forse identica a quella rinvenuta 
da W. in vegetazioni della stessa specie. Non mancarono anche colonie di 
Cellfalcicula viridis per la quale, a parte il colore caratteristico, |’ assenza 
di mucosita e di disgregazione delle fibre unita alla purezza dei preparati 
fece escludere la unione di essa con altre forme sistematicamente vicine. 
Inoltre, in una sola piastra, si sviluppo una colonia circolare, di circa 4 mm. 
di diametro, non mucosa, non bDrillante, gialla, non diafana. All’esame 
microscopico essa appari costituita da una forma relativamente pura di cocchi 
isolati, abbinati o a catenella, come quelli in associazione con Cytophaga rin- 
venuti e figurati dal W. nel fotogramma 7 della Tav. VII della sua Memoria. 
Il confronto con la nostra fotomicrografia, sebbene ad ingrandimento piu 
piccolo (I, della Tav.), non Jascia dubbi sullidentita. Tuttavia, la man- 
canza, insieme ai cocchi, di forme di Cylophaga, non ci permise di stabi- 
lire se trattavasi di C. Hutchinsonit o di una pura coltura di cocchi. 

Ma, pit. che su queste forme non presenti, del resto, su tutte le piastre, 
la nostra attenzione cadde su di una vegetazione, assai frequente, che ]’esame 
microscopico rivelo essere dovuta ad una specie di Cytophaga non ancora, 
per quanto si sappia descritta. Le attribuiamo il nome, in onore di Wino- 
gradsky, di Cytophaga Winogradskii n. sp. e di essa, nella presente Nota si 
riferisce “), 


Cytophaga Wainogradskti, n. sp. 


Lo sviluppo di questa forma nelle piastre al silico-gele, dopo appena 
due giorni di coltura, si manifesta sotto forma di colonie arrotondate, rile- 
vate, mucose, brillanti, non sempre invadenti, jaline, mentre la carta da 
filtro, vista per trasparenza, diviene dopo breve tempo diafana. 

L’esame microscopico accertd trattarsi di sottili flamenti non molto 
ristretti alle estremita, di  0.3-0.5 di spessore e di » 6.6-8.3 di lunghezza. 
Generalmente appaiono flessuosi, perO non mancano rare forme spiralate o 
a V ed a U. Come nelle altre specie note si hanno verso il centro del fila- 
mento granulazioni di sostanza cromatica. 

Si colorano discretamente con violetto di genziana, poco bene con il 
metodo di Gram; bene invece con eritrosina fenica rinforzata con violetto 
di genziana in soluzione acquosa diluita. 


(1) Dobbiamo segnalare come nelle nostre colture spontanee si sia avuto costante 
e talvolta notevole sviluppo di Protozoi per la identificazione dei quali abbiamo interessato 
la cortesia dell’Istituto di Zoologia della R. Universita. Sul fatto, che assume una certa 
importanza, sara a parte riferito. 
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Nei preparati si notano individui sparsi, ma, pit che altro, essi appaiono 
ammassati e fuoriuscenti dalle fibre della carta ove si rinvengono numero- 
sissimi. 

Non é stato notato alcun movimento apparente, né ci ¢ stato possibile 
di mettere in evidenza organi di locomozione. 

L’esame di preparati di colture giovanissime accerta la purezza quasi 
esclusiva della forma. Tuttavia si rinvengono, sia pur rare, forme coccoidi 
assal caratteristiche che con il tempo, mentre cioe la colonia si rende dia- 
fana, si fanno prevalenti. Tale forma coccoide da noi rinvenuta sembra 
piuttosto vicina ma non identica aila combinazione presentata da W. in 
fig. 6 di Tay. VII della sua Memoria; nettamente si differenzia pero dalla 
combinazione della fig. 7, stessa Tav., identica questa a quella figurata anche 
da noi (fig. 1) e che probabilmente € la pil frequente; e ancora pil si di- 
scosta, infine, da quella della fig. 2. 

Con Vinvecchiamento della coltura questa forma assume, come si é 
detto, la prevalenza mentre scompaiono totalmente, per processi autolitici, 
le forme flessuose. 

L’aspetto di questi cocchi (fig. 4 della Tav.) & piuttosto tipico; i loro 
caratteri morfologici richiamano alla mente in qualche momento lo pneu- 
mococco di Fraenkel. Misurano p 0.8-1 di diametro; si presentano di norma 
abbinati, raramente isolati o in leggeri ammassi o in catena senza, peraltro, 
assumere in tal caso un decisivo comportamento streptococcico. Talvolta 
ci sono apparsi rivestiti da una leggera capsula, ma i tentativi fatti per met- 
terla in evidenza non ci permettono di asserirlo con sicurezza. Appaiono 
immobili. Si colorano bene con eritrosina fenica ed anche con la soluzione 
anilinica di violetto di genziana: resistono alla decolorazione secondo Gram. 

E noto come la presenza di tali forme coccoidi sia stata diversamente 
interpretata. Noi non opiniamo, come Hutchinson e Clayton, che si tratti 
di una forma di riposo e di riproduzione delle forme flessuose; come non 
condividiamo le idee, al riguardo, di Bokor e di Krzemieniewska molto 
chiaramente discusse da Winogradsky “). A noi sembra pil naturale - ed 
alcuni fatti, del resto ]o autorizzano — che si debbano interpretare le forme 
rotonde come commensali delle forme cellulositiche alle quali subentrano, 
nello sviluppo, tosto che queste, per processi autolitici, scompaiono. 

Del resto, alle forme di Cytophaga, non sempre seguono le forme coc- 
coidi. Ne & esempio, come accennd W. e come noi stessi abbiamo confer- 
mato, Cytophaga rubra alla quale si associa una forma a bastoncino. Av- 
vyertiamo incidentalmente che lo studio sistematico e fisiologico di queste 
specie ritenute commensali dai vari gruppi di cellulositici si offre interes- 


(1) S. Winocrapsky, Sur la décomposition aérobie de la cellulose par les bactéries. 
Traveaux récents. «Bull. Inst. Pasteur», vol. XXX, p. 369, 1932. 
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sante, onde stabilire l’ufficio che possono avere nel generale processo degra- 
dativo della cellulosa “. 


Riassumendo, mentre & stata accertata la presenza nello sviluppo spon- 


taneo sulla carta da filtro di cellulositici aerobi e di Protozoi, é stata de- 
scritta una nuova specie di Cytophaga - chiamata C. Winogradsku — formante 
una vegetazione jalina e non identificabile con quelle descritte da Wino- 
eradsky: C. Hutchinsonii, aurantaca, rubra, tenuissima, che danno su carta 
da filtro vegetazioni sotto forma di tacche di colore, rispettivamente, giallo, 


arancio, rosa—mattone, verde. 
La sua azione fibrolitica é stata accertata; ma di essa, in dettaglio, sara 


riferito in altra Nota. 


(1) Mentre la presente Nota era in composizione € apparso un lavoro di C. STarp 
e H. Borrets (Mikrobiologische Untersuchungen iber die Zersetzung von Waldstren, « Centr. 
f. Bakt.», Il Abt., v. 90, p. 28, 1934) in cui si descrivono nuove specie di Cellvibrio e di 
Cytophaga. Di queste ultime nessuna é identificabile con C. Winogradskii. 

Stapp e Bortels, nel citato lavoro, tornano a discutere sull’interpretazione da darsi 
alle forme rotonde presenti nelle culture di Cyfophaga. Essi ammettono che si tratti di 
microcisti pur convenendo di ritenere che non tutte le forme di Cytophaga le presentino ; 
alcune specie ne sarebbero prive, accompagnate invece, da forme commensali. Di qui una 
distinzione nel genere, tra specie formanti microcisti e specie non formanti microcisti. Nel 
primo caso, particolarmente, queste forme di cellulositici dovrebbero rientrare o avvici- 
narsi ai Mixomiceti. 

Comunque, il fatto, ci sembra meritevole di ulteriore studio. 
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Botanica (Citologia vegetale). — Sulla presenza di un corpo 
di aspetto oleaginoso nelle cellule epidermiche delle foglie di « Ha- 
worthia cymbiformis » “. Nota di N. Soster, presentata® dal 
Socio B. Lonco. 


Il Guillermond 6) ha dedicato recentemente uno studio microchimico 
ad un corpo sferico che per la sua forte rifrangenza ha un aspetto olea- 
ginoso e che, durante l’inverno, si trova in tutte le cellule epidermiche 
verso la parte inferiore della faccia interna delle foglie di Iris germanica: 
PAutore conclude in favore della natura complessa mucillagineo—flavonica di 
tale corpo. 

Nelle cellule dell’epidermide di Haworthia cymbiformis Duval, ho tro- 
vato, indipendentemente dalla stagione, un corpo che per certi aspetti ricorda 
quello studiato dal Guillermond nell’/ris, percid mi accingo a descriverlo e 
ad esporre le ricerche microchimiche su esso eseguite. 

Tale corpo — per quello che io sappia — non é stato fin’ora messo in 
evidenza, e difatti esso manca nelle altre specie coltivate nel nostro Orto, 
e non fu osservato neanche dal prof. Bruno nelle specie da lui prese in 
esaine nei suoi recenti studi anatomici sulle Haworthiae™. Percio in attesa 
di una revisione completa del genere, concentriamo, per ora, la nostra at- 
tenzione sulla specie cymbiformis. 

Questi corpi, d’aspetto oleaginoso, non sono distribuiti su tutta la su- 
perficie della foglia, e non presentano in ogni punto dell’epidermide il me- 
desimo aspetto. Verso la base della foglia mancano completamente, comin- 
ciano ad apparire verso il mezzo, e non in tutte le cellule, sotto forma di 
sferule incolore, talvolta granulose, che procedendo verso l’alto si fanno pit 
fortemente rifrangenti, ]ucide,e non mancano pil in nessuna cellula. Nella 
parte di mezzo talvolta alcune cellule contengono non una sola ma parec- 
chie sferule di varia grandezza, per lo piu una predominante con altre pic- 
cole, o molto piu raramente numerose tutte piccole. Nella parte superiore 
se ne trova una sola per cellula, di dimensioni molto vistose, lucida, rifran- 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto Botanico di Catania, diretto dal prof. Savelli. 

(2) Nella seduta del 20 maggio 1934. 

(3) A. GuILLERMOND, Sur la présence d’un corps d’aspect oléagineux dans les vacuoles 
des cellules épidermiques des feuilles d’ Iris germanica ef sur sa signification, « C. Rend. Soc. 
Biol. », to. CIX, pp. 1182-1185. 

(4) F. Bruno, Sulla struttura anatomica delle spine delle Aloe e delle verruche delle 
Haworthia («Lab. Ist. Bot. Palermo», vol. IV, 1933); Ricerche anatomo-fisiologiche sulle 
foglie ecc, ecc. « Boll. Soc. di Sc. Nat. ed Econ. di Palermo», vol. XV, 1933. 
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gente, omogenea, leggermente verde-gialliccia. La sua apparenza € proprio 
quella di una grossa goccia oleosa (per esempio una sferula di 40 micron 
di diametro in una cellula di circa 96 micron di diametro medio; una sfe- 
rula di 32 micron in una cellula di 68 micron diametro medio), nel mezzo 
della cellula, molto pit grande del nucleo che quasi sempre ne risulta na- 
scosto. Nell’epidermide della pagina inferiore l’aspetto di questo corpo 
uguale a quello della pagina superiore: qualche variante si trova soltanto 
lungo i margini della foglia, dove molto spesso si presenta non omogeneo, 
alveolato, quasi spugnoso, deformato, cioe dilatato e non pil. a contorno 
regolarmente stferico. 

Nelle foglie giovani queste sfere non sono presenti o sono limitate 
alla regione apicale. Invece nelle foglie molto vecchie, ingiallite o arrossate 
e perfino appassite, queste sferule si fanno vistosissime sia per dimensioni 
che per lucentezza e intensita di colore. Questo aspetto si trova anche nelle 
foglie giovani precocemente appassite, mentre vi sono foglie gia bene svi- 
luppate, verdissime e turgide, che presentano nella parte superiore sferule 
piccole bianche: cid induce a pensare che il loro apparire stia in relazione 
con lo stato generale della foglia: quanto pil questo si avvicina — prescin- 
dendo dal momento di sviluppo in cui si trova la foglia — alle condizioni 
di senescenza del tessuto, tanto pi evidenti in tutti i loro caratteri diven- 
tano queste sferule. 

Il Guillermond in Jris germanica vede comparire per azione dei colo- 
ranti vitali, ed anche in causa di plasmolisi, altri corpuscoli aventi le stesse 
proprieta di quello preesistente, e li considera come prodotti di condensa- 
mento di una sostanza colloidale contenuta nel vacuolo in stato di pseudo— 
soluzione. Nell’ Haworthia, come ho detto, si pud talvolta osservare, anche 
sul vivo, negli stadi giovanili, l’esistenza di numerose piccole sferette spesso 
accompagnate da una pil voluminosa: questo perO mai si osserva negli 
stad? pil avanzati caratterizzati sul vivo da una sola grande sferula legger- 
mente pigmentata: specialmente in questo caso si pud mettere in evidenza 
che l’azione di vari coloranti e reagenti pud far apparire altre piccole sfe- 
rule di neoformazione, come nel caso studiato dal Guillermond, e forse in- 
terpretabili alla stessa maniera. 

Procedendo con opportune manipolazioni meccaniche sul fresco, si 
acquista la convinzione che le sferule in esame sono liquide. Inoltre gia il 
loro comportamento fisico induce a credere che la loro composizione debba 
essere piuttosto complessa perché anche nel fresco, benché in rari casi nelle 
cellule integre, oppure in seguito a lievi offese, si puo assistere alla forma- 
zione in seno alla gocciola di una moltitudine di goccioline minori, come 
per lo smistamento di due o pit sostanze che separandosi danno alla sfe- 
rula un aspetto emulsoidale: talvolta si arriva perfino a poter distinguere 
nella gocciola una zona centrale ed una periferica, diverse per colore e per 
indice di rifrazione. 
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Anche tra le pareti cellulari esistono nell’epidermide dei piccoli inclusi 
rifrangenti che per certi caratteri sembrano avere delle affinita con le sferule 
endocellulari. 

Queste sferule endocellulari dell’epidermide della nostra Haworthia sono 
sciolte dall’alcool etilico anche molto diluito. Lo stesso com portamento 
hanno anche gli alcooli metilico e butilico. Rapidamente sono disciolte dal- 
Pacido acetico e dall’acetone anche diluiti; come pure da soluzioni acquose 
di idrato di cloralio. 

L’ applicazione di solventi organici non miscibili con l'acqua trova una 
difficolta d’ordine tecnico nella loro scarsa penetrabiliti entro il tessuto 
fresco. Ma la difficolta si pud ritenere completamente eliminata operando 
su tessuti disidratati per essiccamento a freddo; perd anche in questo caso 
ho dovuto constatare che queste sostanze non riescono neppure dopo lungo 
tempo a una dissoluzione ed asportazione completa delle materie costituenti 
la sferula. Tra i liquidi di questo gruppo quello che ha azione pit profonda 
é letere etilico. Dopo alcuni minuti dall’immersione in etere si assiste ad 
un rigonfiamento della gocciola ed alla sua vacuolizzazione che la deforma 
e le da un aspetto tutto bucherellato, cioé a lacune o caverne separate fra 
loro da sottili trabecole o briglie. Dopo 12-24 ore d’azione rimangono 
nella cellula piccoli grumi a disposizione periferica forse derivanti dalla lace- 
razione della sferula dovuta al progressivo allargamento e successiva con- 
fluenza e rottura delle caverne in essa formatesi. 

I] cloroformio ha un’azione meno profonda ma dello stesso tipo di 
quella dell’etere, e cosi pure la benzina; in ambedue i casi le gocce ap- 
paiono rigonfiate e bucherellate. Azione simile, ma molto meno pronta, ha 
Jo xilolo: le caverne formate nell’interno della sferula non sono molto nu- 
merose; percio le gocciole talvolta conservano persino la loro forma sferica, 
pit. spesso appaiono lobate, quasi a guisa di amebe. Sotto l’azione dello 
xilolo assumono un colore giallognolo mentre quelle trattate con cloroformio 
e benzina sono pit trasparenti, pil chiare; di una tonalita verdognola. 

Benzolo, toluolo, etere di petrolio hanno azione simile. 

Riassumendo, questi solventi organici del tipo etere, cloroformio ecc. 
hanno un’azione piu disgregatrice che solvente; il che costringe ad ammettere 
che almeno una parte cospicua dei componenti chimici della sferula sia inso- 
lubile in questi liquidi. 

Effetti analoghi hanno 1 trattamenti con alcune essenze, per esempio 
eucaliptolo ed olio di origano. 

Vedremo appresso qualche reazione microchimica di cui sono ancora 
capaci i residui delle goccie rimasti nella cellula dopo I’ azione dei solventi, 
ma possiamo dire subito che questi residui sono immediatamente e¢ total- 
mente asportati facendo intervenire |’ alcool. 

Azione istantaneamente solvente hanno le miscele al 50°/.: alcool + 
etere; alcool + cloroformio; alcool + xilolo; alcool + solfuro di carbonio. 
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Nell’ acqua le sferule si conservano benissimo a freddo, mentre a caldo 
si frantumano in molte goccioline. Peraltro le soluzioni acquose anche molto 
diluite di alcuni composti fenolici, come guaiacolo, fenolo, floroglucina, 
vanillina, orcina, sono capaci di un’azione dissolvente sulle sfere in esame. 

La glicerina scioglie pur essa le gocciole dopo averle ringonfiate: se 
diluita la sua azione é molto pit lenta. 

Il desiderio di cimentare questi corpi endocellulari con alcuni coloranti 
trova un ostacolo nella loro facile solubilita nell’ alcool ancorché diluito. 
D’altra parte anche la formalina a forte concentrazione dissolve prontamente 
le sfere, e solo al 10°/, le conserva, ma non inalterate: esse perdono la 
loro forma producendo nel loro interno bollosita e caverne ed assumendo 
contorni irregolari: il corpo che ne risulta muta anche spesso di posizione 
e viene talvolta ad addossarsi alla parete cellulare. 

Su questi corpi previamente trattati in formalina 10 °/,, per le ragioni 
dette, non si possono usare coloranti a forte tenore alcoolico, ma ho invece 
applicato con successo alcuni coloranti lipidici con la tecnica della diluizione ©). 
Per esempio bellissime colorazioni perfettamente elettive ottenni col bleu 
brillante (brillantblau fettlislich-Grubler) (colorazione variante dal bleu carico 
al bleu verdastro), con verde brillante (brillanigrun fetiloslich-Grubler) (co- 
lorazione verde smeraldo), con violetio briilante (brillantviolett fettloslich Grii- 
bler) (colorazione viola-iris piuttosto scuro), con rosso brillante (brillantrot 
fettloslich-Grubler) (colorazione rosso viola). Meno nettamente elettiva e la 
colorazione ottenuta con nero brillante (brillantschwarz fettloslich—Griibler) 
(colorazione nero-grigia). 

Bellissima colorazione azzurro—verdastra ebbi pure dalla cianina. 

Nell’ applicazione di questi coloranti non assumono alcuna colorazione 
le bolle e le caverne prodottesi per azione della formalina, le quali dobbiamo 
perO supporre non vuote, o ripiene soltanto di gas, ma contenenti anche 
esse una sostanza, che in seguito metteremo in evidenza. 

Nonostante il precedente trattamento in formalina questi corpi non 
permettono una soddisfacente applicazione né del Sudan ne del Ponceau per 
grasst (fettponceau fettlislich-Grubler). Quanto all’ Alkannina neanche con so- 
luzione diluitissima si potevano ottenere buoni risultati: questa sostanza di 
derivazione antracenica sembra avere un’azione propria dissolvente sulle nostre 
sferule. 

Se il trattamento delle nostre sferule anziché con formalina viene pra- 
ticato con formalina addizionata d’acido cloridrico si ottiene un indurimento 
di esse e la formazione di una specie di guscio o mantello solido il quale 
per azione meccanica o anche spontaneamente pud fendersi o lacerarsi la- 
sciando scorgere nell’interno un contenuto d’altra densita spesso incolore. 
Ma neanche con questo procedimento la solubilita in alcool risulta diminuita, 
e parimenti falliscono i tentativi di colorazione col Sudan. 

(1) Cfr. R. Savetit, Ulteriori osserv. sugli Eleocloroplasti. («Note Bot. e Biol.», p..73). 
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Se invece passiamo nel campo di quelle sostanze che possiamo consi- 
derare anche nel nostro caso come fissatori veri e propri - per esempio 
una soluzione di Bicromato di K al 3°/,, per 24-48 ore o pi — le gocce 
risultano talmente stabilizzate da sopportare qualsiasi trattamento con l alcool, 
condizione questa che permette ormai di realizzare colorazioni anche col Sudan 
(rosso cupo) (si preferi il Sudan di Ciaccio), e sopratutto magnifiche col 
Ponceau per i grassi (fettponceau fetilislich-Gribler) (colorazione rosso fragola) 
come pure con gli altri coloranti lipidici il cui esito positivo & stato gia 
sopra menzionato. La modificazione dei caratteri di solubilita delle gocciole 
ora permette anche un lavaggio con soluzione diluita d’acido acetico che 
vale a mettere meglio in evidenza la elettivit’ delle colorazioni. Bisogna 
tuttavia notare che le sferule fissate in bicromato non prendono I’ Alkannina. 

Se ora applichiamo il metodo di Ciaccio constatiamo che dopo questo 
speciale trattamento di fissazione le gocciole hanno perduto i loro caratteri 
di solubilita rispetto all’alcool e alle miscele alcool-xilolo, alcool—etere, alcool- 
cloroformio, alcool-solfuro di carbonio, dopo di che possono ancora assu- 
mere il Sudan e gli altri coloranti sopraindicati, che vengono presi molto 
bene anche dopo fissazione Regaud. Altro metodo di fissazione ottimo é 
quello di Meves, che vedremo appresso. 

Tornando al metodo Ciaccio “ io non intendo escludere che tra i costi- 
tuenti della gocciola possano in maggiore 0 minore quantita trovarsi anche 
dei lipidi fosforati; ma nessuno dei documenti raccolti ¢ ancora sufficiente 
ad affermarlo, poiché nelle piante si pud anche supporre lesistenza di altre 
sostanze (all’infuori dei lipidi fosforati) capaci di essere insolubilizzate dal 
metodo Ciaccio. 

Le nostre sferule sono capaci di ridurre |’acido osmico; e per quel che 
riguarda il sospetto dell’esistenza di lipidi fosforati ho voluto anche sag- 
giare il metodo di Loisel: dopo trattamento in formalina 10 °/, le gocce 
consentono ad assumere il verde di metile, il violetto di genziana, il bleu di 
toluidina, la cocciniglia, il picro—carminio e il carminio d’indaco: gli ultimi 
tre meno efficacemente. Tuttavia il verde metile colora pit in verde che in 
bleu-marin, e il picro-carminio in rosa-arancio anziché in lacca~gialla. Ma 
é certo che non si potrebbe in nessun caso pretendere di osservare le tonalita 
tipiche stabilite dal Loisel per la lecitina. D’altra parte queste colorazioni 
non sono in alcun modo specifiche dei lipidi fosforati (basterebbe la presenza 
di mucillagine per spiegare alcune di esse) ed avrebbero un valore soltanto 
quando l’esistenza di questi fosse per altre ragioni provata. Vedremo in se- 
guito l’esito dei saggi tendenti alla ricerca del fosforo. 

Mutando indirizzo e per analogia col caso dell’ Jris illustrata dal Guil- 
lermond - e tanto pil nel mio caso in cui le gocciole sono pigmentate - 
ho esperito un’altra serie di ricerche. Come si & detto, le sfere dell’Hawortina 


(1) Cfr. Craccio, in « Archiv. fur Zellforschung », 1910, p. 234-363. 
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esordiscono incolore, poi si fanno giallo-verdastre: numerose reazioni mi- 
crochimiche attestano la presenza di composti fenolici“. L’acetato di Pb da 
intensissima colorazione gialla che esordisce con una sfumatura verde. L’jone 
ferrico (cloruro, acetato) da una colorazione bruna con tendenza al marrone, 
variabile d’ intensita a seconda della concentrazione del reattivo, e non sempre 
completamente uniforme in tutta la massa della sferula. Il bicromato K e 
acido cromico danno rapida colorazione giallo bruna, pil: intensa e pit: subi- 
tanea con l’acido. 

Il nitrato d’argento, con ammoniaca oO senza, provoca annerimento, 
talvolta intensissimo: la reazione si inizia sempre con colorazione bruno- 
marron. L’ammoniaca (purche limitata a una goccia su 4 cm3 di Ag NO, 
al 4°/.) rende piu perfetta la reazione. 

Il ferrocianuro potassico, con o senza ammoniaca, da reazione bruno- 
rossastra, ma mentre le sfere anche con piccole tracce d’ammoniaca si sciol- 
gono, senza ammoniaca si conservano. 

Il reattivo di Broemer, anche diluito, reagisce in giallo-verde non in 
giallo puro. 

Con l’acetato di Uranile assumono un color ruggine tendente al marron. 

Gli alcali anche se molto diluiti producono un rapido sciogliersi delle 
gocce con reazione nettamente verde che poi vira al giallo o al giallo- 
arancio: queste tonalita, del resto, sono suscettibili di molte variazioni; quella 
che non manca mai é la tinta verde con gradazioni in giallo. 

Tutte queste reazioni stanno a indicare la presenza di un derivato fenolico, 
e molte di esse fanno inclinare pil precisamente verso lesistenza di com- 
posti flavonici non ostante che non si sia ottenuta la reazione del Klein e 
neppure quelle formazioni di sfero—cristalli che la Hurell—Py ottiene con 
mezzi assai semplici come acqua distillata, glicerina, soluzioni di cloruro di 
sodio ecc. Ma questi esiti negativi non possono costituire delle serie obiezioni 
perché dalle ricerche di Guillermond e Gautheret e dalle ammissioni esplicite 
della Hurell-Py @ risulta che nessuna di queste reazioni é generale, che la 
riuscita dipende dalla concentrazione del composto flavonico e che numerose 
fallanze vengono provocate dall’ interferenza di altre sostanze esistenti: percid 
non puo stupire se mancano in queste sfere di natura assai complessa, delle 
quali il componente flavonico non sarebbe ad ogni modo il costituente 
principale. 

In favore della presenza di un composto flavonico stanno altri compor- 
tamenti che avro altra occasione di esporre. 


(1) GuILLERMoND A. e GauTHERET R., Caracthéres microchimiques des composés oxy- 
flavoniques, leurs localisation dans les vacuoles («C. R. Ac. Sc.». Paris, to. 196); Nouvelles 
remarques sur les caracteres microchimiques des composés oxyflavoniques et les moyens de les 
distinguer des Tanins (« C. Rend. Soc. Biol. », to. CXII). 

(2) Hurreti-Py G, Sur un procédé permettant a’obtenir la cristallisation des composés 
oxy flavoniques dans les vacuoles («C. R. Soc. Biol. », to. CXI). 
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Botanica. — Differenziazione degli elementi legnosi in plantule 
di leguminose. Nota di D. Menarini, presentata“? dal Corrisp. 
G. NEGRI. 


Avendo avuto occasione di studiare lapparato conduttore in un grande 
numero di plantule di leguminose di stadi ontogenetici diversi, dai pit gio- 
vani ai piu adulti, ho potuto constatare dei fenomeni interessanti la diffe- 
renziazione degli elementi costituenti il fascio legnoso, il loro comporta- 
mento, i loro reciproci rapporti e le differenze esistenti fra elementi ed 
elementi. Cio mi ¢ stato possibile grazie alla tecnica rigorosissima adottata 
che mi ha permesso di studiare i diversi aspetti che l’apparato conduttore 
di una plantula presenta nel suo intero decorso dalla radice ai cotiledoni, 
poiché le serie di sezioni di una plantula non erano interrotte dalla piu pic- 
cola lacuna anche in tratti in cui si sa che le strutture si mantengono uguali, 
Il metodo di osservazione di queste serie € stato quanto mai minuzioso, 
poiché il fascio legnoso veniva seguito al microscopio anche quando questo 
era composto di numerosi elementi, in maniera da poterli seguire e rico- 
noscere ad ogni livello, da poter sapere la lunghezza di un articolo legnoso, 
dentro quanti w si effettua la sostituzione di un articolo con un altro, in 
che posizione comparivano via via i nuovi elementi, e i vari rapporti di 
contiguita che ha ciascun vaso con i suoi vicini. Parallelamente all’osserva- 
zione diretta al microscopio ho contrassegnato con numeri i diversi elementi 
del fascio legnoso ed ho eseguito degli schemi per ogni piccolo cambiamento 
verificatosi nella composizione del fascio. 

Incomincio a documentare con i fatti le mie asserzioni, prendendo in 
esame una plantula di Acacia Saligna (Wendl.). 

L’apparato conduttore si mostra costituito nella radichetta da otto fasci 
semplici alterni di cui quattro cribrosi disposti tangenzialmente, e quattro 
legnosi disposti radialmente. Considero un fascio xilematico alterno a due 
bande floematiche, costituito a questo livello da tre elementi non ancora 
lignificati, 1, 2, 3 di cui 1 € il pit esterno e gli altri numerati in ordine 
crescente sono i pil interni rivolti verso il centro della stele. Quasi con- 
temporaneamente si differenzia un altro vaso xilematico 4,.verso il centro 
della stele (fig. 1). Proseguendo I’ osservazione, andando dal basso verso alto, 
compaiono nuovi vasi accollati all’estremita esterna del fascio xilematico in 
parola, quindi differenziatisi in senso centrifugo (fig. 2). Questa differenzia- 


(1) Nella seduta del 20 maggio 1934). 
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zione centrifuga degli elementi di un fascio xilematico radicale ¢ nuova se 
si confronta con tutta la letteratura precedente secondo cui la differenzia- 
zione degli elementi legnosi del fascio radicale avverrebbe in senso centri- 
peto, e la differenziazione degli elementi legnosi del fascio cotiledonare 
avverrebbe in senso centrifugo, tanto che questi due diversi tipi di diffe- 
renziazione venivano considerati come un carattere diagnostico per distin- 
guere un fascio xilematico radicolare da uno cotiledonare. 


Pirotta R.e Buscalioni L., fin dal 1898 ©, osservano la differenziazione 
centrifuga dei raggi vascolari nella radice delle Monocotiledoni, perd fanno 
distizione fra differenziazione e lignificazione, mentre nel mio caso tanto |’una 
che l’altra rappresentano lo stesso fenomeno, poicheé i vasi legnosi delle plan- 
tule da me osservate quando sono differenziati sono anche gia lignificati; solo 
si puo osservare una lignificazione pil o meno completa. 

Nella parte basale della radichetta (fig. 3) compare un nuovo vaso 5, 
accollato all’ ultimo vaso radicolare 4, situato verso la parte interna della 
stele, e che ha la stessa disposizione alterna di questo e degli altri vasi diffe- 
renziatisi precedentemente, ma non lo stesso valore. Infatti questo vaso 5, 
che é il vaso pil prossimo al centro della stele, al principio della base ra- 


(1) Prrorra R. e Buscationi L., 1898. Suil’ origine degli elementi vascolari nell apice 
vegetativo della radice delle Monocotiledoni. (« Atti della R. Acc. dei Lincei», A. CCXCV, 
ser. 5°, Rendiconti, vol. VIJ, fasc. 3°, pp. 60-62). 

PrroTTa R., 1902. Origine e differenziazione degli elementi vascolari primari nella ra- 
dice delle Monocotiledoni. (« Atti della R. Acc. dei Lincei» A. CCXCIX, ser. 5°, Rendi- 
conti,. vol. XI, fasc. 2°, pp. 49-52). 

Pirorra R., 1902. Origine e differenziazione degli elementi vascolari primari nella radice | 
delle Monocotiledoni. (« Atti della R. Acc. dei Lincei», A. CCXCIX, ser. 5°, Rendiconti, 
vol. XI, fasc. 4°, pp. 158-162). 

Pirotra R., 1904. Ricerche ed osservazioni intorno all’ origine ed alla differenziazione 
degli elementi vascolari, primari nella radice delle Monocotiledoni. (« Annali di Botanica », 
vol. I, pp, 43-48 e pp. 345-357). 
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dicolare ruota verso destra, e dopo pochi w si accolla alla sua destra un 
nuovo vaso 6, in modo che il fascio xilematico in esame prende l’aspetto 
di un T mancante della meta sinistra della lamina tangenziale. Al livello 
del colletto radicale, a sinistra del fascio radicale e separato da una cellula 
parenchimatica dal suo ultimo elemento interno 4, si differenzia un nuovo 
vaso legnoso 7, che & in posizione simmetrica col vaso 6, rispetto al vaso 5, 


Fig. 4. 
che a questo livello, ha gia cessato di differenziarsi (fig. 4). Alla base del- 
Pipocotile cessa di differenziarsi il vaso 4, l’ultimo vaso interno del fascio 
radicale, il quale senza distaccarsi da questo fascio ha fatto da centro di sim- 
metria ai due vasi legnosi di destra e di sinistra. Proseguendo I’ osserva- 
zione a livelli superiori 1 due vasi 6 e 7 prendono disposizione nettamente 
sovrapposta per poi passare nei rispettivi cotiledoni. 


Ora prendo in esame una plantula di Acacia Saligna (Wendl.) di uno 
stadio ontogenetico successivo al precedente. La radichetta anche qui € te- 
trarca. Dei quattro fasci xilematici, ne considero uno che alla base radico- 
lare é costituito da cinque elementi conduttori di cui 1, & il pil esterno e 
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eli altri numerati in ordine crescente sono i pit interni rivolti verso il centro 
della stele (fig. 1’). Proseguendo I’ osservazione andando verso alto com- 
paiono nuovi vasi accollati all’estremita esterna del fascio radicale e non verso 
il centro della stele (fig. 2”). Soltanto ad un livello superiore di qualche cen- 
tinaio di pw, incomincia a differenziarsi un nuovo vaso legnoso 11, accol- 
lato lateralmente all’estremita interna del fascio xilematico in parola, quindi 
differenziatosi verso il centro della stele e cioé in senso centripeto (fig. 3’). 
Nelle sezioni successive compaiono contemporaneamente nuovi vasi sia in 
senso centrifugo che in senso centripeto; ed inoltre, da quando ¢ incomin- 
ciata la differenziazione degli elementi nettamente centripeti, il fascio radi- 
colare alterno si ¢ accresciuto, come ho gia detto, oltre che di elementi esclu- 
sivamente centrifughi, anche di elementi che si sono differenziati a lato degli 
altri elementi centrifughi preesistenti, cosicché il fascio alterno radicale si puo 
considerare biseriato; questi elementi per il loro senso di differenziazione non 


Si possono considerare ne centripeti né centrifughi, ma per il loro compor- 
tamento e per il loro carattere istologico sono del tutto simili a quelli che 
si sono differenziati in senso centrifugo. Poiche ho seguito ciascun elemento 
legnoso uno per uno fino alla base cotiledonare posso dire che nessuno dei 
vasi legnosi che sono comparsi all’ estremita interna del fascio xilematico, 
sebbene completamente alterni e del tutto contigui con gli altri, fara parte 
dal punto di vista istologico e funzionale del fascio xilematico radicale con- 
siderato. Infatti gli elementi della parte radicolare alterna, e differenziatisi 
in senso centrifugo, rimarranno alterni per tutta la loro lunghezza e via via 
che si avvicinano alla base cotiledonare diminuiscono di numero e degene- 
rano; cessano evidentemente di funzionare. Invece i vasi legnosi che si sono 
differenziati in senso nettamente centripeto si sono disposti in due file ac- 
collate e parallele fra di loro, disposte tangenzialmente e perpendicolarmente 
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agli elementi legnosi del fascio radicolare, e quindi |’ intero fascio xilema- 
tico in parola ha ora l’aspetto di un T, di cui |’asta radiale ¢ costituita da 
elementi radicali alterni per tutta la loro lunghezza e |’ asta tangenziale da 
elementi che durante la loro lunghezza possono essere alterni e sovrapposti. 
A ciascuna estremita della fila pil interna si accollano contemporaneamente 
due nuovi vasi, 22, 23, ben differenziati e con diametro maggiore degli altri 
preesistenti, disposti non in maniera tangenziale come gli altri vasi legnosi 
di questa fila, ma un po’ obliqui rispetto ad essa (fig. 4’). Anche Valtra fila 
pil esterna si accresce a ciascun lato di due vasi legnosi 25, 26, aventi 


diametro uguale agli altri preesistenti ed uguale disposizione tangenziale. A 
confermare questa netta separazione fra queste due parti del fascio xilema- 
tico, faccio osservare che proprio al centro della linea di separazione fra la 
parte del fascio xilematico costituito da elementi legnosi differenziatisi verso 
esterno della stele e la parte del fascio xilematico costituito da elementi diffe- 
renziatisi verso l’interno della stele, si differenzia un nuovo vaso legnoso 24, 
che servird in un primo tempo da elemento di distinzione e di unione fra 
le parti di questo fascio xilematico (fig. 4”). L’asta tangenziale del T’, costi- 
tuita da elementi centripeti si stacca dall’asta radiale del fascio costi- 
tuita da elementi centrifughi e da elementi che non si sono differenziati in 
senso determinato. Il vaso legnoso 24, si stacca dal fascio radicale ed entra 
a far parte dell’asta tangenziale, interponendosi al centro fra dvasi2 ye 12: 
Questo vaso legnoso 24, che in un primo tempo ha servito da elemento di 
distinzione e di unione fra le due parti del fascio xilematico (fig. 4’) ora fa 
da centro di simmetria della parte non radicolare (fig. 5’). Infatti alla sua 
sinistra ha tutti gli elementi che andranno a costituire la nervatura laterale 
del cotiledone di sinistra, alla sua destra tutti gli elementi che andranno a 
costituire la nervatura laterale del cotiledone di destra. La branca destra del- 
l’ asta tangenziale si stacca dal vaso 24 (fig. 6’) che resta ora unito alla branca 
sinistra ed in secondo tempo anche ai vasi radicolari essendosi differenziato 
un nuovo vaso 33, che ha servito di unione fra il vaso 24 ed i vast radi- 
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colari. Dopo poche diecine di w (fig. 7’) il vaso 24 si stacca dalla branca 
sinistra ritornando al suo posto primitivo dopo aver terminato il suo duplice 
compito. Infine dopo circa 300 p cessa completamente di differenziarsi. Siamo 


alla base ipocotilare. 
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Oltre che una differenza di comportamento nel senso di differenziazione 
fra i vasi centripeti ed i vasi centrifughi si puO notare anche una differenza 
di carattere istologico: i vasi legnosi che si differenziano all’estremita esterna 
del fascio, sono spiralati, a lume piuttosto piccolo, a lignificazione poco evi- 
dente. Gli altri che si differenziano all’estremita interna del fascio xilema- 
tico sono invece a lume pit grande dei primi, a contorno ben definito e 
ben lignificati ed hanno l’aspetto dei vasi che sono nella piena efficienza della 
loro funzione. Continuando l’osservazione a livelli pid alti, verso i cotile- 
doni si nota che i vasi differenziatisi in senso centrifugo aumentano il loro 
lume, che verso l’apice radicale era piccolo, quindi diminuiscono di nuovo 
per degenerazione avvicinandosi alla base cotiledonare dove si estinguono; 
mentre i vasi che si sono differenziati in senso centripeto diminuiscono il 
loro lume che ha il massimo di grandezza al livello circa del colletto radi- 
cale, fino a che arrivati ad un certo limite di diametro quasi alla base coti- 
ledonare, restano stazionari ed entrano come tali nei cotiledoni. 

Quindi questi vasi, a parer mio, sono vasi che non hanno cominciato 
la loro differenziazione alla base radicale, ma piuttosto alla base cotiledonare 
o nei cotiledoni, e che poi al colletto radicale si sono messi a contatto con 
i vasi legnosi radicolari centrifughi. 

Il fascio legnoso descritto presenta quindi le seguenti particolarita degne 
di rilievo: 

1) differenziazione centrifuga nella sua parte radiale (esterna), diffe- 
renziazione centripeta nella sua parte tangenziale (interna); 

2) differenze istologiche fra gli elementi costituenti la prima parte e 
e la seconda; 
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3) la parte radiale manca di un legno polare evidente; un definito 
xilema polare (vaso radicolare n. 24) € presente invece nella parte tan- 
genziale ; 

4) in una plantula giovanissima manca il contatto fra queste due 
parti, radiale e tangenziale, contatto invece bene evidente, alla base radicale 
di una plantula pil avanzata in eta. 

Sarebbe logico quindi considerare il fascio xilematico in parola (Dangeard, 
Gravis ecc. ) come costituito da due entita differenti: la parte radiale, avente 
il valore di un fascio legnoso alterno radicale; e la parte tangenziale avente il 
valore di xilema sovrapposto cotiledonare, che in uno stadio ontogenetico 
non primissimo si raccorda alla base della radice col detto fascio legnoso 
alterno radicale. Volendo anche considerare questo fascio come una sola entita 
vascolare (Chauveaud) °, bisogna ammettere che la differenziazione degli ele- 
menti che lo compongono avvenga secondo due onde non sincrone e par- 
tenti da due punti diversi della plantula. L’unica particolarita che distingue 
il fascio radicale vero e proprio da quello cotiledonare ¢ la posizione costan- 
temente radiale dei suoi elementi indipendentemente dal loro senso di diffe- 
renziazione. Questa disposizione radiale rappresenta un piano costante di 
simmetria rispetto al quale si orienteranno gli xilemi cotiledonari. Gli ele- 
menti legnosi cotiledonari invece anche se in una parte del loro percorso 
presentano una disposizione radiale non sono legati ad essa, ma si dispon- 
gono successivamente in posizione tangenziale quindi sovrapposta ai rispet- 
tivi fasci cribrosi. 


(1) Dancearn P. A., 1889. Recherches sur le mode d’ union de la tige et de la racine chex 
les Dicotyledones. («Le Botaniste», sér. 1°, pp. 75-125). 

DancearD P. A., 1913. Observations sur la structure des plantules chex les Phanéro- 
games dans ses rapports avec I évolution vasculaire. (« Bull. Soc. Bot. Fr.», to. 60, pp. 73-80 
€ pp. 113-120). 

Euiset Fr. G., 1933. Osservazioni sull’ ontogenesi dell’ apparato cribro-legnoso in « Me- 
sembryanthemum ». (« Atti della R. Acc. dei Lincei », A. CCCXXX, ser. 6’, « Rendiconti », 


vol. XVIII, fasc. 7°, pp. 569-573)- 
Gravis A., 1919. Connections anatomiques de la tige et de la racine. (« Arch. de I Inst. 


Bot. de ’ Univ. de Liége», vol. 6°, pp. I-10). 
(2) CHauveaup G., 1911. L’appareil conducteurde s plantes vasculaires et les phases princi- 
pales de son évolution. (« Ann. Sc. Nat. Bot.», sér. 9°, vol. XIII, pp. 113-436). 
Cuauveaup G., 1921. La constitution des plantes vasculaires révélés pas leur ontogénie. 


(Payot, Paris). 
Cuauveaup G., 1921. L’ ontogénie et la théorie des triades. (« Bull. Soc. Bot. Fr.», 


to. 68, pp. 531-538). 


casei eis 


Fisiologia (Chimica fisiologica). Ulteriori osservaziont sui fe- 
nomeni beri-berici durevoli da privazione del fattore antineuritico B'“. 
Nota di G. AmanTea e V. Famrant, presentata ® dal Corrisp. 
S. BaGLionl. 


Occupandoci del medesimo argomento in due Note precedenti) abbiamo 
dimostrato, che se colombi, tenuti a dieta priva del fattore antineuritico B* 
fino alla comparsa dei caratteristici fenomeni beri—berici, da questo momento 
si lasciano per 2 0 pid giorni a digiuno completo (con sola acqua a volonta), 
ovvero si continuano a mantenere a razione cosi ben regolata dello stesso 
alimento deficiente, da evitare qualsiasi nocivo sovraccarico dell’apparato di- 
gerente e il grave pericolo di morte per intossicazione digestiva; e se solo 
dopo tale trattamento si interviene con efficaci mezzi curativi, una parte dei 
disturbi, e precisamente quelli insorti per primi resistono alla cura - pur 
se protratta per molti giorni, e associata a uma ricca dieta mista e assai va- 
riata, — mentre invece regrediscono e scompaiono i pil recenti. Lo stesso 
avviene anche in altri animali, come ad es. nel gallo. 

Pur tenendo presenti i rapporti fra inanizione e beri-beri sperimentale, 
quali uno di noi (G. Amantea) li ha potuti precisare “, per cio che concerne 
il caso particolare suaccennato abbiamo sostenuto, che sia il digiuno, sia la 
tempestiva limitazione e graduazione della razione di alimento deficiente, in- 
tervengono sopratutto come espedienti adatti a favorire la fissazione o cro- 
nicizzazione dei disturbi, in quanto permettono di ritardare di un tempo suf- 
ficiente la cura e di attuarla poi efficacemente; cid che non sarebbe possi- 
bile, qualora a sindrome conclamata si continuasse ad alimentare senza criterio 
Yanimale, che in ogni caso si perderebbe per fenomeni tossici da turbe di- 
gestive. Resta giustificato dal complesso delle nostre osservazioni il pensare, 
che i fenomeni del beri-beri sperimentale, al loro primo insorgere, per quanto 
imponenti, siano ancora sostenuti da lesioni prontamente guaribili colla cura 
specifica, 0, come suol dirsi, reversibili; ma che, qualora si riesca a ritardare 
intervento e a prolungare cosi |’azione della causa lesiva fondamentale (de- 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica Fisiologica della R. Universita di Roma. 

(2) Nella seduta del 20 maggio 1934. 

(3) G. AManTEA e V. Famiant, Sulla possibilita di ottenere fenomeni beri—berici dure- 
voli da privazione del fatlore « B» nel colombo, « Rendic. d. R. Accad. Naz. dei Lincei», vol. XIV, 
ser. 6*, 2° sem., fasc. 5-6, 1931; Ip. Ip., Ancora sulla possibilita di ottenere fenomeni beri- 
berici durevoli da privazione del fattore « B», « Ibidem», vol. XVI, ser. 6°, 2° sem., fasc. 7- 
8, 1932-XI. 

(4) G. Amantga, Sull’azione del fattore « B» nei suoi rapporti coll’inanizione, « Boll. 
d. Soc. ital. di Biol. sper. », vol. II, 1927; Ip., Avitaminosi e inanizione. «Ibidem» vol. I, 1926, 


suites oe 


ficienza del fattore B* al disotto di un dato limite) senza danno per la vita 
dell’animale, come appunto si puod ottenere coll’espediente del digiuno o gra- 
duando la razione dell’alimento deficiente, le suaccennate lesioni procedano 
oltre la fase di reversibilita, fino ad altra di grado tanto avanzato, da poter 
presumere che corrisponda, per le fibre nervee, a un vero e completo stato 
degenerativo, resistente anche ai pil energici mezzi curativi, ma comunque 
suscettibile di successiva e totale riparazione spontanea. 

Con cio sembra concordare il fatto, che le lesioni spinte fino a tal grado 
ci sono risultate di regola riparabili spontaneamente entro 2-4 mesi, cioe 
entro limiti di tempo, che possono bene accordarsi coll’ipotesi di processi 
rigenerativi di fibre nervee degenerate. 

Ma volendo essere pil precisi possiamo dire, che lo studio scrupoloso 
del comportamento dei disturbi, curati con un ritardo di 2 o pil giorni, ci 
ha dimostrato, che le cose in generale procedono nel modo seguente: entro 
le 24-72 ore successive all’inizio della cura e alla ripresa dell’ alimentazione 
libera mista, sempre si verifica un netto miglioramento, per la scomparsa 
di una parte pil o meno rilevante dei sintomi di paralisi; segue quindi un 
periodo di 2-4 settimane circa, in cui quelli residuati si mantengono sta- 
zionari; infine pure questi si vedono Jentamente e gradatamente regredire, 
ma in modo da aversi la totale reintegrazione dopo 2-4 mesi in media dal- 
lesperienza, e cioe con differenze, a seconda dei casi, le quali corrispondono 
al minore o maggiore ritardo dell’intervento curativo. E cid induce ad am- 
mettere, che, all’atto della cura, doveva esistere in effetti, a base dei disturbi 
beri-berici, tutta una serie, quasi una scala di lesioni di grado diverso e 
guaribili di conseguenza anche in tempi diversi. 

Tenendo presenti i fatti e i rilievi sopra esposti, nonché Vutilita di 
continuare a sviluppare ulteriormente lo studio di questo argomento; e con- 
siderando, che a noi mancavano esatte osservazioni, fatte in condizione di 
indugi brevi — comunqne inferiore ai 2 giorni — nell’intervento curativo, 
ci siamo proposti di colmare appunto questo vuoto. 

A tale scopo abbiamo istituito e condotto a termine, a tutt’oggi, non 
meno di venti esperienze, su colombi diversi, di ambo i sessi, tutti adulti, 
sani e in ottimo stato di nutrizione. 

Questi animali, tenuti a dieta di riso brillato e lavato — 30 gr. al giorno, 
per imbeccamento — fino alla comparsa di netti sintomi beri—berici, secondo 
il nostro metodo, furono lasciati quindi a digiuno, ma questa volta per sole 
24-36 ore, dopo le quali furono curati con dosi generose di lievito di birra 
(di accertata attivita), e rimessi ad alimentazione libera mista e molto variata, 
nella colombaia dell’Istituto. 

Nella maggioranza dei casi le manifestazioni beri-beriche si sono pre- 
sentate sotto forma di paresi a carico degli arti inferiori, 0 a carico di questi 
e delle ali insieme; in un minor numero si sono anche associati fenomeni 


a tipo cerebellare o labirintico. 
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In tutti gli animali, indistintamente, una parte pit o meno rilevante dei 
disturbi — fra cui sempre quelli a tipo cerebellare — cedette, come al solito, 
all’energica cura col lievito di birra; ma pure in tutti ne residuo evidente 
un’altra parte, di cui appunto ci siamo sforzati a seguire l’andamento succes- 
sivo colla massima attenzione. 

Ebbene, questi ultimi disturbi ci € sembrato che si mantenessero pres- 
soché stazionari per 10-15 giorni; in seguito hanno presentato una evidente 
tendenza a regredire, e cosia poco a poco sono affatto scomparsi, in modo 
che non se ne poteva apprezzare pili traccia dopo 30-40 giorni dall’inter- 
ruzione dell’esperienza. Soltanto rare volte si dovette attendere circa 2 mesi 
per la scomparsa completa. 

Questi nuovi dati rappresentano senza dubbio un utile complemento di 
quelli gia riferiti. E tutto, ora pit di prima, armonizza con l’interpretazione, 
che dei fatti osservati abbiamo sostanzialmente sempre dato, permettendo di 
affermare con pili ragione che: per deficienza del fattore B* al disotto di un 
certo limite, e per la varia durata e persistenza di tale condizione lesiva spe- 
cifica, deve potersi verificare tutta una serie di lesioni nervee, di grado diverso 
e crescente, a scala, da quelle che prontamente cedono ai mezzi curativi 
adeguati, a quelle che a questi ultimi resistono, ma sono comunque suscet- 
tibili di successiva e totale riparazione spontanea, in un tempo variabile a 
seconda dei casi. E presumibile, che le lesioni di grado pit spinto corrispon- 
dano a un vero e completo stato degenerativo delle fibre nervee: in questi 
casi appunto la riparazione esige non meno di 3-4 mesi, cioé giusto il tempo 
notoriamente necessario per processi rigenerativi. 

Infine, se — nonostante rimanga tuttora esempio isolato — spetta valore 
e considerazione al comportamento eccezionale del colombo, menzionato nelle 
Note precedenti, nel quale la paralisi completa degli elevatori delle ali, residuata 
come fenomeno beri-berico durevole, dopo un lento e limitatissimo miglio- 
ramento durante i 15 mesi successivi all’esperienza, ¢ rimasta poi invariata 
durante pil di altri 15 mesi di osservazione, conviene segnalare e tenere 
presente anche la possibilita di lesioni beri—beriche di grado estremo e addirit- 
tura non guaribili. 

Riservandoci di comunicare a suo tempo altre eventuali osservazioni 
sull’argomento, sentiamo intanto il bisogno di richiamare su quelle gia riferite 
ancora una volta la attenzione degli studiosi dell’anatomia patologica del 
beri-beri sperimentale, perche ci sembra che esse valgano a giustificare una 
revisione di quanto finora ¢ stato fatto in tale campo, e precisamente sulla 
base di nuovi criteri direttivi e di condizioni sperimentali pit adeguate. 
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Fig. 1. - Coccut a“vegetazione strepto-stafilococcica provenienti da una tacca di colore giallo avente molti giorni 


di coltura; in origine, probabilmente, soci a Cylophaga (confrontasi con fig. 7, tav. WII, della Memoria di W.).| 


Fig, 2, - CrropHaGA WINOGRADSKII n. sp. — Le forme di Cylophaga sono prevalentemente ammassate entro o neil) 
pressi della fibra in disgregazione. Vi si rinvengono anche forme coccoidi. 

Fie, 3. - CrropHaGA WINoGRADSKI n. sp. — Le forme coccoidi incominciano a prevalere mentre si iniziano i pro-|) 
ras 2) I I } 


cessi autolitici delle forme flessuose. 
Fig. 4. - Coccut a vegetazione diplococcica sviluppati in seguito alla autolisi di Cytophaga. | 
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Matematica (Geometria algebrica). — Le involuzioni razio- 
nalt sopra una superficie come serie di equivalenza: Proprieta preli- 
minari. Nota 1“ del Socio F. Severt. 


Questa Nota e la successiva continuano le mie ricerche sulle serie di 
equivalenza sopra una superficie F ), Prendo qui in considerazione le invo- 
luzioni razionali co? (invadenti F) per indagare i loro rapporti colle reti 
generatrici. Esame questo necessario onde evitare false presunzioni, che, in 
un campo nuovo, come quello di cui trattasi, s’affacciano anche di fronte 
alle pid elementari proprietai. Del che trovasi un esempio istruttivo nel n. 6 
della Nota II, ove si mostra l’erroneita d’un risultato che altri ha creduto 
di poter dedurre da presunte relazioni fra le reti generatrici e le involuzioni, 
intrinsecamente considerate. 

Nella Nota II vengono stabilite talune proprieta del gruppo virtuale 
delle coincidenze d’un’involuzione razionale, le quali gettan nuova luce anche 
sui legami, da me stabiliti vent’anni fa, fra gl invarianti di due superficie in 
corrispondenza; permettono di caratterizzare il gruppo virtuale delle coinci- 
denze della corrispondenza identica (gia dato dal Comessatti, quale pit 
complessa applicazione delle serie di equivalenza); e mostrano come l’espres- 
sione funzionale (e numerativa) del gruppo virtuale delle coincidenze di una 
involuzione razionale, dipende dall’ordine invariantivo dell’ involuzione, intro- 
dotto in miei precedenti lavori. 


(1) Presentata nella seduta del 1° giugno 1934. 
(2) Ved. Vultima Memoria in proposito nelle «Memorie della R. Accademia d'Italia», 
1934-XII, p. 239. Ivi si troveranno anche le citazioni degli altri miei lavori sull’argomento. 
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1. Sia I un’involuzione razionale di grado 1, co”, sopra una super- 
ficie F, che supponiamo priva di punti multipli nello S,. Ora e nel seguito 
si suppone inoltre che I invada tutta la superficie. La I pud definirsi ‘sia 
come una serie razionale d’indice 1 di gruppi di m punti di F, sia come 
la serie dei gruppi caratteristici di uma rete di curve di F, sia, infine, piu 
generalmente, come la seric dei gruppi di livello di due funzioni razionali 
@, (funzionalmente indipendenti) del punto di F. 

Ora, mentre data la coppia 9, associata ad I, individuata |’ invo- 
luzione, data invece questa si riconosce subito che ad I sono associate infi- 
nite coppie di funzioni razionali del punto di F, che s’ottengono tutte da una 
di esse, @,, mediante le sostituzioni biraxionali sulle p,. Basta all’ uopo 
osservare che, se 9, & un’altra coppia di funzioni associate ad I, fra 
le coppie di valori assunti dalle 9, ; 9’, ’ nei punti dei gruppi di I, nasce 
una corrispondenza birazionale non appena si chiamino omologhe due coppie 
di valori relative ad un medesimo gruppo di I. 

Vi son dunque infinite coppie di fasci lineari di curve che s’intersecano 
nei gruppi di I; e fra queste coppie se ne pud ovviamente sceglier di quelle 
che appartengano ad una medesima rete, cosi che, come dicevano, I diviene 
luogo dei gruppi caratteristici di una rete. 


2. I punti fissi dei gruppi di I si possono togliere o aggiungere a vo- 
lonta, senza alterare il carattere della serie. Astrarremo pertanto da punti 
siffatti e supporremo I definita per mezzo di una rete x di curve C, il gruppo 
variabile in I essendo dato dalle intersezioni variabili di due C mobili in 2. 

La rete & pud avere punti e curve fondamentali e a prima vista si ¢ 
tratti a credere che questi sieno anche elementi in qualche modo eccezionali 
per I e comunque intrinsecamente legati all’ involuzione. Ma cosi non é: e 
vediamo il perche. 

Diremo che un punto x & fondamentale per I quando per esso passano 
cot gruppi dell’involuzione. Risultera dal n. 3 che questi cot gruppi for- 
mano in ogni caso una varietd razionale, cioé una serie di equivalenza sopra 
una curva irriducibile o riducibile di F, la quale puo avere per componenti 
anche taluni punti (fissi per gli cot gruppi). La parte o le parti che sono 
curve effettive si definiranno nel complesso come una curva fondamentale 
dell’ involuzione, associata al punto fondamentale. Orbene, vale il teorema: 

Un involuzione razionale 1, co? sopra una superficie, pud possedere soltanto 
un numero finito (= 0) di punti fondamentali e (quindi) di curve fondamentalt. 
Una curva fondamentale di I & contenuta (totalmente o parzialmente e in 
quest’ullimo caso eventualmente come una curva fondamentale) in ogni rete & 
generatrice di 1; ma essa pud non esser fondamentale per X e una curva fon- 
damentale per & pud non esser fondamentale per I. 


3. Per dimostrar questo teorema esaminiamo prima quel che accade 
quando un punto x di F non é base per una prefissata rete &, generatrice 
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di I. Allora ¢ ben determinato il fascio H (x) delle cot curve C di Z, che 
passan per x. Denoti y un ramo lineare di origine x, tracciato su F e non 
giacente su alcuna curva fondamentale di XE; sia X un punto mobile su y 
ed H (x) il fascio delle C per ¥; G,_; il gruppo degli ulteriori punti base 
di H (x) variabili con x, cioé il gruppo dei coniugati di ¥ in I. Quando x 
tende ad x, il gruppo G,_,, ha una determinata posizione limite G,_,, 
generalmente dipendente da y, che consta delle origini dei rami coniugati 
di y in Ie che fa parte del gruppo base di H(x). Se x, & un punto di 
G,—, non giacente su alcuna curva fondamentale di x, esso é un punto 
base isolato di H(x) e come tale riman fisso al variare di y attorno ad x, 
Se Xo sta sopra una curva fondamentale di EZ, pud darsi benissimo ch’esso 
vari su questa, variando y attorno ad x. Si hanno in tal caso cot eruppi 
di I passanti per x, in corrispondenza agli cot punti di F infinitamente vi- 
cini ad x nelle varie direzioni; e di questi cot gruppi fanno parte i punti 
isolati coniugati di x. Inoltre gli cot gruppi formano una varietd razio- 
nale, perché ad una tangente in x ad F corrisponde uno solo di quei 
gruppi. Onde se i! punto x fondamentale per 1 non é fondamentale per la 
rete & costruttrice di I, 0 esso giace su qualche curva fondamentale di X oppure 
é conitugato rispetio ad I di un punto siffatio. 

Sia ora x un punto base di Z. Al ramo lineare y (non fondamentale 
per &) di origine.x, corrisponde ancora, come limite del gruppo G,_;, un 
gruppo G,_,; € se tutti i punti di G,_, restano fissi variando y attorno ad x, 
essi son base per ogni fascio di Z, cioé per &. Si ha in tal caso un gruppo, 
x + G,—,, base per Z e appartenente ad I. Supponiamo invece che alcuni 
dei punti di G,_, sieno mobili su una curva (irriducibile o riducibile) T, 
e sia I, una parte di questa curva non fondamentale per 2. Una generica C 
di & non contiene T, e le sue intersezioni variabili con I, appartengono 
ad un medesimo gruppo di I, perché, se P € una di queste e P’ un coniu- 
gato di P in I, mobile su I, insieme a P, per P’ debbon passare tutte 
le C di &, che escono da P. Pertanto quando P si tenga fisso, le cot 
curve C per P non hanno intersezioni mobili con T,; e dunque [,, che, 
si ricordi, non ¢ fondamentale per &, fa parte di una sola C. In conclu- 
sione un punto base x della rete Xo individua un gruppo di I base per &, 
oppure esso é fondamentale ter I ed 1 punti variabi degh cot gruppi di I 
per x descrivono una curva contenuta (parzialmente o totalmente) nella rete. 

Dalle due proprieta stabilite consegue senz’altro il teorema del n. 2, 
tenuto conto che i punti fondamentali di I non posson essere cot. Nella 
ipotesi opposta, invero, i punti variabili dei gruppi da ciascuno di essi de- 
terminati, non potendo riempire F, giacerebbero sopra una curva, e dalla 
varieta co? delle coppie di punti coniugati in I si staccherebbe come parte 
la varieta co? delle coppie di punti di due curve tracciate su F; mentre 
cid non € possibile, perche la prima delle due varieta € rappresentabile mul- 
tiplamente sopra una superficie irriducibile. 


Beso Oat 


4. Facciamo qualche esempio. Sia la I segata sopra una F di S; da 
una stella di rette col centro O in un punto semplice di F. Allora O € 
fondamentale per I e per la rete & segata dai piani per O; la sezione di 
F col piano tangente in O é fondamentale per I, ma non per 2. 

Sia la I segata sopra F di S, dalle rette appoggiate a due rette sghembe 
a,b. Si assuma come rete & quella staccata dalle quadriche per a,b e per 
una retta c congiungente due punti A,B di a,b. Le sezioni di F coi piani 
Ab,Ba son fondamentali per &, ma non per I; i punti aF , DF son fon- 
damentali per I e per Z; le curve associate a questi punti son fondamen- 
tali per I, ma non per 4; i punti ck son fondamentali per 2, ma non per I 
(costituiscono un gruppo di 1). 


Matematica. — Le involuzioni razionali sopra una superficie come serie 
di equivalenze: loro gruppi jacobiani virtual. Nota II del Socio F. SeVERt. 


Sara pubblicata in un prossiino fascicolo. 


Fisica. — Sulla propagazione della luce riflessa da uno specchio 
mobile nel vuoto. Nota“ del Socio Q. Majorana. 


Sono ben note le controversie destate dai tentativi di interpretazione 
dei fenomeni luminosi, mediante ipotesi di tipo balistico. E oggi opinione 
generalmente diffusa che il fisico non debba ulteriormente attardarsi nella 
considerazione di tali ipotesi, che si appalesano contrarie gia alla teoria della 
Relativita ristretta e pil recentemente a certi controlli di carattere astro- 
fisico. D’altra parte, i successi e le verifiche a posteriori di questa teoria, 
in campi svariati della fisica, si fanno ogni giorno piu frequenti; la gran- 
dissima maggioranza dei cultori di tale Scienza ritiene cos! definitivamente 
accettabile la ormai trentennale mirabile teoria del fisico tedesco, ed errato 
qualsiasi sviluppo di idee, che possa procedere dal detto concetto balistico. 
A conferma di tale asserzione basta ricordare l’opera ingegnosa dello scom- 
parso e compianto La Rosa, e le critiche da essa sollevate. 

Queste considerazioni non possono pero vietare o far ritenere senz’altro 
superflua |’ impostazione di nuove ricerche fisiche od astronomiche, che di- 
scendono dalla ipotesi balistica, Qualunque sia il risultato di tali ricerche, 
esso sari sempre utile allo sviluppo delle conoscenze fisiche. 

Seguendo criteri di tal genere, si puo pensare che una delle contin- 
genze particolari di fatto, su cui si appoggia la teoria balistica di La Rosa, 
sia quella che la luce proveniente dalle stelle variabili e che da luogo alle 


(1) Presentata nella seduta del 1° giugno 1934. 
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di lui interpretazioni, si propaga in uno spazio perfettamente vuoto, 0 quasi, 
di materia ponderabile. Ora, si sa, che realmente sono state. fatte in labo- 
ratorio, osservazioni sulla luce emessa da sorgenti mobili. Ma, tanto che si 
tratti di quella di Stark e Paschen con i ragei canale che di quelle mie “ 
con Varco a mercurio ruotante, gli effetti constatati si riferiscono ad epoche 
in cui la luce ha gia traversato della materia (vetro od aria). Cid dicasi, 
mentre, invece, nella interpretazione di La Rosa dei fenomeni offerti dalle 
stelle variabili, aveva principalmente importanza la considerazione del tempo 
impiegato dalla luce -propagantesi nello spazio siderale, per arrivare all’atmo- 
sfera terrestre e poi ai nostri istrumenti. 

Se la reale esistenza di un mezzo materiale trasparente traversato dalla 
luce non ha alcuna importanza ai fini della osservazione di un effetto Doppler, 
si potrebbe pensare che non avvenga altrettanto, qualora si potesse adottare 
una particolare teoria balistica. E da avvertire pero, che tale asserzione va 
fatta in modo puramente generico, senza cioe cercare di approfondirla, per 
la ignoranza in cui ci troveremmo circa Ja vera essenza di quella rivolu- 
zionaria teoria. 

E tale ultimo argomento non appare sufficiente a giustificare il rigetto 
di un piano sperimentale che, in ogni caso, deve essere destinato a stabilire 
concreti dati di fatto. 

In vista di tutto cid, ho intrapreso da qualche tempo ricerche destinate 
ad osservare nel vuoto, taluni effetti del moto della sorgente sul modo di 
propagarsi della luce. Accingendomi a tradurre in atto tale piano di ricerche, 
or fa un anno, era mio intendimento di studiare lemissione di luce da parte 
di filamenti metallici fatti esplodere nel vuoto, mediante Vinvio di intensa 
scarica 0 corrente elettrica. Mi proponevo di esaminare cos}, lo spettro emesso 
in tali circostanze, dagli atomi di metallo eccitato, e contemporaneamente 
lanciati, per l’esplosione, ad una certa velocita. Tale esame sarebbe stato 
fatto mediante un reticolo di diffrazione, sito anch’esso nel vuoto e colpito 
dalle radiazioni, in direzione inclinata rispetto al suo piano. E facile vedere, 
che con cio si sarebbe potuto decidere tra |’ ipotesi balistica e quella della 
costanza della velocita della luce. 

Sono arrivato cosi, ad osservare realmente spettri di emissione di vari 
metalli, fatti esplodere nel vuoto, come ferro, rame, alluminio, cadmio; ed 
a constatare come si abbia da fare, in tali circostanze, con spettri di alta 
eccitazione, simili a quelli ottenibili mediante scintille, a differenza di quanto 
avviene nel caso di esplosioni nell’aria sotto pressione, nel quale si hanno, 
come é noto, spettri invertiti ©. 

Ma Vulteriore svolgimento di questa ricerca, si & appalesato talmente 
irto di difficolta sperimentali, da costringermi per ora a sospenderla. Se del 
caso, essa sara da me ripresa in seguito. 


(1) Vedi questi «Rendiconti», vol. XXVII, p. 402, 1918. 
(2) ANDERSON, « Astrophys. Journ. », vol. LI, p. 37, 1920. 
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Ho, in conseguenza, orientato diversamente il mio lavoro, ritornando, 
per ora, all’uso di specchi mobili, come gia altra volta avevo fatto “. Ma, 
a differenza di allora, nelle attuali ricerche ho disposto gli specchi nel vuoto 
pit spinto. L’idea informatrice di una simile ricerca, & quella di indagare 
se eventualmente, nel vuoto, la velocita dello specchio possa comporsi in 
qualche modo con quella della luce. Tale idea va completata con Paltra, 
che un mezzo materiale, successivamente traversato, possa riportare la ve- 
locita della luce al suo valore consueto. E non si deve per altro approfon- 
dire a priori, la portata di tali ipotesi, perché cio sarebbe pericoloso o su- 
perfluo, qualora si voglia tentare di ricercare argomenti di fatto, per la 
modificazione o sostituzione di precedenti teorie. 

Il precedente piano di ricerche ¢ stato tradotto in atto, immaginando 
uno speciale interferometro, destinato ad osservare frangie generate dal- 
Vincontro di un fascio di ragegi provenienti direttamente nel vuoto dallo 
specchio mobile, con altro, pur da questo uscente, ma costretto a traversare 
della materia trasparente in quiete (vetro). Passo ora a descrivere somma- 
riamente laccennato dispositivo, e ad accennare ai risultati ottenuti. 


at 


Una ruota a palette di circa 12 cm di diametro porta 8 specchietti 
di vetro argentato posteriormente, della superficie di cmq. 3 circa ciascuno. 
Essa € montata dentro un pallone di vetro pyrex, collegato ad una pompa 
Holweck; é fornita di un’armatura di ferro, che permette di porla in rapida 
rotazione, mediante un congegno elettromagnetico interamente esterno al 
pallone. La sua velocita pud essere portata fino a 70 giri per minuto se- 
condo. Nel pallone e nelle appendici di vetro destinate a contenere le altre 
parti di cui ora sara detto, puo, mediante la pompa, venir praticato il vuoto 
pil. spinto, cioé sino a meno di 1/100000 di mm. di mercurio. 


(1) Vedi questi « Rendiconti», vol. XXVI, pp. 118, 115, 1917. 
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Una sorgente S di luce monocromatica (riga verde del mercurio) invia 
un fascio di raggi sulla ruota, che, cosi,  riflesso periodicamente (per la 
rotazione di questa) su di una fenditura metallica F larga da 10 a 20 p. 
Un prisma P di vetro crown, ad angolo rifrangente di circa 1°, con lo spi- 
golo rifrangente parallelo alla fenditura F, & investito verso la sua base da 
una parte della luce proveniente da questa. Si fa cosi luogo a due fasci che 
si sovrappongono sull’occhio dell’osservatore, mediante un oculare esterno O, 
fornito di reticolo mobile. 

Il dispositivo interferenziale si distingue dal ben noto biprisma di Fresnel, 
oltre che per il fatto che uno dei raggi non traversa alcun mezzo rifrangente, 
per Valtro che esso da luogo a frangie di alto od anche altissimo ordine di 
interferenza. Questo ordine dipende dallo spessore del prisma. Nel dispositivo 
per ora realizzato, tale spessore é di circa 5 mm.; risulta cosi, per A = 0.546 p, 
che quell’ordine é circa 4500. Ma tale valore potrebbe venire accresciuto sino 
a 10 volte e pit, aumentando convenientemente Ja grossezza del prisma. 

Si osserva poi, che le frangie possono essere, per luce intensa, projettate 
direttamente su di uno schermo. II dispositivo viene cosi a costituire un caso 
intermedio, tra quello delle frangie comuni localizzate a basso ordine di inter- 
ferenza e quello delle frangie circolari all’infinito. Esso, infine, pur avendo 
in comune con il cosidetto specchio di Lloyd il fatto che uno dei raggi in- 
terferenti si propaga liberamente nel mezzo ambiente (di solito aria) si dif- 
ferenzia ancora da questo per lalto ordine di interferenza. Ma comunque, ai 
fini delle attuali ricerche, non avrebbe avuto alcun interesse tale ultima 
circostanza. Cid non di meno, ho scartato l’uso dello specchio di Lloyd, 
perché l’incidenza radente, che in questo si verifica, sembra la meno oppor- 
tuna per l’osservazione di sospettabili effetti, sulle modalita di propagazione 
della luce. 

Il descritto dispositivo @ infine completato da un prisma di vetro V, 
a facce parallele, fornito di armatura di ferro, che puo essere a volonta 
portato a coprire la fenditura F; cid, mediante un congegno magnetico 
esterno al tubo. 

Le frangie osservabili mediante l’oculare O, si succedono ad una di- 
stanza che dipende dalle lunghezze FP =a, FO = 4, dall’angolo rifran- 
gente a del prisma, dallo spessore ) di questo e dalla lunghezza d’onda 
impiegata. Se si suppone piccolo lo spessore h del prisma di fronte ad a 
e b, tale distanza d pud essere data, con una certa approssimazione da: 

en ly eke, 
AG —= wie 
dove n & Vindice di rifrazione del prisma. Nelle mie esperienze, risulta 
d= 0.6 mm. circa. 

Mentre ora, quando il vetro V é in alto, come in figura, dei due raggi 
interferenti in O, l’uno si propaga nel vuoto e |’altro attraversa il prisma P ; 


Yabbassamento di V rende eguali le condizioni dei due raggi stessi; cio 
dicasi nel senso che entrambi sono costretti a traversare della materia tra- 
sparente, prima di dar luogo alla formazione delle frangie. 

Il controllo della eventuale giustezza dell’ ipotesi balistica, in accordo con 
le altre ipotesi fatte, in assenza di materia traversata, dovrebbe portare, per 
la rotazione degli specchi, ad uno spostamento delle frangie in O, perche 
i tratti FO ed FP sarebbero percorsi con velocita diverse, per le due po- 
sizioni di V; 
velocita. A chiarimento, di cid, mi riferisco ad un ragionamento da me ripor- 
tato altra volta ©. Secondo lipotesi balistica combinata con la considera- 
zione dell’ effetto Doppler, la lunghezza d’onda A del raggio, propagantesi 
sempre nel vuoto non muterebbe; mentre muterebbe l’altra che ha traver- 
sato il prisma. Tale nuova lunghezza d’onda 2’ sarebbe data da: 


mentre il raggio PO si propagherebbe sempre con la stessa 


; A 
Va 
I+ 2Bcosd 
dove 8 =v/c, essendo v la velocita dello specchio e ¢ quella della luce nel 
vuoto e 9 l’angolo d’incidenza del raggio dello specchio. Lo spostamento ¢€ 
prevedibile sarebbe cosi dato, in unita di frangie da, 


e = (b al, ak 


Nelle mie esperienze, supponendo, per semplicita, 8 =o e facendo 
6 = 1/1200.000, si dovrebbe prevedere uno spostamento ¢ = 0.26 frangie. 
Ora, benché il dispositivo permette con tutta sicurezza di apprezzare 
uno spostamento di almeno due decimi di frangia, l’introduzione del vetro V 


nel percorso del raggio diretto tra F ed O, non ha dato luogo ad alcun 
effetto sensibile. 


Si noti inoltre, che realmente uno spostamento di frangie si sarebbe 
dovuto osservare, in conseguenza di effetto Doppler e della circostanza che 
le frangie corrispondono ad un notevole ordine di interferenza. Ma é facile 
rendersi conto come, non essendo né questo, né la velocita degli specchi 
sufficientemente grandi, quello spostamento é, nelle mie attuali condizioni 
di esperimento, inosservabile. 

Dalle presenti ricerche, rimane dunque ancora confermato il rigetto 
della teoria balistica della luce. Tuttavia, tra le riserve logiche che si po- 
trebtero fare, nell’accettare tale conclusione, e a parte la difficolta del pro- 
blema della riflessione della luce su specchi mobili, noto la circostanza che 
la luce proveniente da questi, e che viene a costituire il fascio arrivante 


(1). Vedi questi « Rendiconti», Note citate. 
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direttamente sull’oculare, pur non attraversando materia, ¢ costretta a pas- 
sare per la fenditura F. Questo fatto, mentre da luogo, secondo 3a teoria 
ondulatoria classica, ai noti fenomeni di diffrazione (che dovrebbero trovare 
Opportuna nuova interpretazione) potrebbe permettere la formulazione di 
nuove ipotesi pil. o meno semplici o lecite, a sostegno di una teoria bali- 
stica. Ma non é ora il caso di soffermarsi su di esse. 


Fisica. — Puo la distribuzione della corrente continua in un 
conduttore omogeneo alterarsi sotto la influenza di un campo magnetico 
costante ? Nota 1™ del Corrisp. L. Lomparpr e di E. Borrant. 


ORIGINE E SCOPO DELLA RICERCA. — CONSIDERAZIONI TEORICHE. 


Nel fascicolo commemorativo del cinquantenario della fondazione del- 
l’Elektrotechnischer Verein di Vienna® il prof. E. Weber di Nuova York, in 
una breve Nota avente per titolo Stromverdrangung bei Gleichstrom, appog- 
giandosi ad alcune esperienze eseguite sotto la sua direzione da G. C. Moog 
nel Politecnico di Brooklyn, sollevo dubbi circa la validita della legge di 
Ohm, annunziando una sua scoperta sensazionale relativa alla disuniforme 
distribuzione della corrente continua in un conduttore omogeneo, soggetto 
alla azione di un campo magnetico permanente. Malgrado la diffusione con- 
siderevole, data dalla Rivista Viennese a quella sua pubblicazione giubilare, 
e l’enorme importanza che il fatto denunciato avrebbe assunto, imponendo 
una sistematica revisione delle Jegei fondamentali dell’elettro—magnetismo, 
e sovvertendone la classica interpretazione di Maxwell, la Memoria del 
prof. Weber non ebbe alcuna eco considerevole; e non sollevo nella Jette- 
ratura tecnica alcuna discussione. Cagione di cio fu probabilmente Pannuncio, 
dato dall’Autore, di voler cseguire al riguardo misure piu accurate, e la pro- 
messa di pubblicare la teoria completa del fenomeno, che egli dichiarava 
di aver gid sviluppato; essa perO non vide la luce fin qui, e non trovd da 
parte del Weber conferma o smentita, neanche quando a lui si rivolse di- 
rettamente uno degli autori della Nota presente. 

Se l’annuncio fosse originato da un semplice equivoco, chiarendosi 
questo, esso avrebbe potuto cadere senza inconvenienti nell’oblio. Ma poiché 
quel lavoro originale venne pil tardi riassunto in altra Rivista ), e l Autore 
si & deliberatamente astenuto da qualsiasi rettifica, a dissipare ogni dubbio 
ci & parso opportuno che nuove esperienze venissero al riguardo  istituite. 


(1) Presentata nella seduta del 1° giugno 1934. 
(2) «Elektrotechnik und Maschinenbau». Heft 14-15, 1933. 
(3) «Revue générale de lelectricité», 2 settembre 1933. 
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Per la esecuzione di esse vennero offerti mezzi particolarmente appropriati 
dalla Istituzione Elettrotecnica Carlo Erba di Milano, al cui Direttore pro- 
fessore Angelo Barbagelata i sottoscritti rendono in questa Sede vive azioni 
di grazie. 

Rimandando ad una seconda Nota Vesposizione dei risultati raccolti, 
non sembra fuor di luogo riassumere nella presente lo stato della questione, 
ed esporre le ragioni che rendono del tutto inverosimili le manifestazioni 
del fenomeno annunciato, anche se, allo stato attuale delle nostre cono- 
scenze, non sia agevole dimostrarne a priori con matematico rigore la ine- 
sistenza. 

La teoria completa della conduzione elettrica nei metalli omogenei non 
é in vero fino ad oggi conosciuta con tutta sicurezza. La propagazione 
in essi della corrente suole bensi attribuirsi dalla maggioranza dei fisici al 
movimento degli elettroni, provocato dal campo elettrico negli spazi inte- 
ratomici; ma i vincoli che ad esso oppongono le attrazioni dei nuclei po- 
sitivi, ¢ le limitazioni create dalle reciproche ripulsioni, e dagli urti  par- 
zialmente anelastici contro le particelle materiali, risultano estremamente 
complicati. Ne fanno fede le anomalie osservate nelle leghe metalliche, e 
il comportamento singolare di taluni conduttori, soggetti a variazioni di 
temperatura o affetti da piccole impuriti, che nella teoria fondamentale non 
trovano una spiegazione esauriente. 

Malgrado cio, prima del prof. E. Weber nessuno aveva osato attentare 
alla validita della Legge di Ohm, per salvaguardare la quale si suole am- 
mettere che gli elettroni si trovino normalmente in uno stato di movimento 
disordinato, con velocita di vibrazione enormemente maggiori di quelle loro 
conferite dal campo esterno nei brevissimi intervalli compresi fra gli urti 
successivi. La distanza superata in ognuno di questi non puod difatti eccedere 
considerevolmente quella che intercede in media fra gli atomi materiali, si 
che il moto degli elettroni pud paragonarsi a quello degli atomi di un gas, 
affetto dalla stessa energia cinetica e avente la medesima temperatura. Come 
la densita di questo si conserva in tutta la sua estensione costante, a pre- 
scindere dalle azioni di gravita, ¢ logico ammettere che il numero di elet- 
troni in ogni unita di volume, e quindi la densita della corrente si distri- 
buiscano con uniformita anche sotto l’azione di un campo magnetico, di 
che Bridgman trovo la conferma operando su conduttori d’oro e di argento 
con correnti di diecimila amptre per millimetro quadrato. 

Gli elettroni appaiono in sostanza vincolati al reticolato atomico, che 
costituisce la sostanza conduttrice, e trasferiscono a questa le sollecitazioni 
elettromagnetiche loro impresse, per effetto delle quali nascono quelle forze 
ponderomotrici, di cui rende conto la teoria di Maxwell, e che valgono a 
spiegare tutti 1 fenomeni finora osservati. Cosi Vazione di un campo ma- 
gnetico costante, applicato dall’esterno ad un circuito attraversato da cor- 
rente continua, non tende ad addensare questa in una regione particolare 
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del conduttore, ma a spostare nel loro complesso i filetti materiali che ne 
costituiscono il veicolo; il campo interno, dovuto alla corrente, non tende 
a sua volta a concentrarla nelle fibre mediane, ma unicamente a contrarre 
la sezione del conduttore, come hanno dimostrato le esperienze di Hering 
sopra le potenti vene fluide delle fornaci per fusione di metalli. Fenomeni 
perfettamente analoghi si manifestano anche nella propagazione termica in- 
terna alle sostanze solide, la quale del pari trova spiegazione nel movimento 
degli elettroni, si che le due conduttivita sogliono conservare fra loro una 
costante proporzione, secondo la legge ben nota di Wiedemann e Franz. 

Parrebbe fare eccezione a quel principio la deformazione delle superficie 
equipotenziali in un conduttore omogeneo, attraversato da corrente continua, 
e sottoposto ad un campo magnetico trasversale. Questo fenomeno interes- 
sante, scoperto da Hall nel 1879 e magistralmente studiato da Boltzmann 
nel 1886“) e poi da Corbino e Volterra nel 1915 @) non trova_peraltro 
nella sollecitazione magnetoelettrica del campo sopra le correnti elementari 
spiegazione adeguata, atteso che in talune sostanze si manifesta in senso 
contrario a quello che la teoria elementare lascerebbe prevedere, e la sua 
entita cambia eminentemente nelle diverse sostanze, senza alcuna apparente 
dipendenza dalla loro conduttivita elettrica. 

Boltzmann nel suo classico lavoro precitato, preoccupandosi di trovare 
la spiegazione dell’effetto Hall nella sollecitazione trasversa del campo sopra 
le correnti elementari, aveva gia dimostrato che, per la presenza di questa, 
unicamente si poteva alterare Ja conduttivita apparente della sostanza, risul- 
tando la direzione della corrente angolarmente deviata di un angolo carat- 
teristico, quando le condizioni del potenziale elettrico ai limiti erano conve- 
nientemente stabilite (lamina rettangolare molto stretta con elettrodi di po- 
tenziale costante applicati ai lati lunghi); laddove in altre condizioni, simili 
a quelle realizzate nelle esperienze di Weber e nelle nostre (lamina molto 
allungata con elettrodi applicati agli estremi) la corrente doveva conservare 
densita uniforme e incontrare resistenza inalterata, pur manifestandosi nelle 
linee equipotenziali una deviazione inversa alla precedente. 

Questa proprieti, gia sperimentalmente dimostrata da v. Ettingshansen 
e da Nernst G), e pil tardi confermata e pil. ampiamente discussa da Corbino 
e Volterra“), permise a Corbino e Trabacchi ‘5) di costruire con molta ge- 
nialita un indotto per correnti continue, senza collettore né contatti stri- 
scianti, e di verificarne la invertibilita anche costituendolo di rame, che 
rispetto al bismuto presenta un effetto di Hall 10.000 volte pil tenue, e 
subisce un effetto elettromagnetico 150 volte minore. 


(1) « Wiener Berichte», 94, p. 664. 

(2) «Rendiconti dei Lincei», XXIV, p. 213 € 220. 

(3) « Wiener Berichte», 9/, p. 560. 

(4) Luoghi citati. 

(5) «Rendiconti dei Lincei», XXIV, 1915, p. 418 € 589. 
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Il prof. Roiti® poco dopo la scoperta di Hall esegui alcune esperienze 
interessanti sopra l’azione di campi magnetici sui conduttori liquidi, elet- 
trolitici e metallici, configurati a lamina sottile, e discusse la possibilita che 
il campo deviasse dal loro cammino gli ioni vettori della corrente, modi- 
ficandone la concentrazione; il meccanismo della propagazione era peraltro 
nel primo caso completamente diverso, e nel conduttore lamellare di mer- 
curio nessuna traccia del fenomeno pote scoprirsi. 

Oltreché da queste ragioni teoriche, la manifestazione annunciata da 
E. Weber si rende altamente inverosimile per ragioni pratiche. Operando 
invero sopra un nastro di rame largo 5 cm. e spesso 0.32, solcato da 3 
sottili fenditure longitudinali, si che le striscie elementari in assenza del 
campo magnetico esterno portassero approssimativamente la stessa corrente, 
quando era lateralmente affacciato un nastro analogo, percorso dalla corrente 
di ritorno, la ripartizione delle correnti elementari sarebbe secondo le espe- 
rienze risultata nei rapporti di 105.3, 99.3, 100.7 e 93.5 a partire dalla 
striscia pil. contigua al conduttore di ritorno fino alla pit lontana, A pre- 
scindere dalla inverosimiglianza di una cosi fatta distribuzione, la quale non 
ha alcuna relazione semplice con la legge di degradazione del campo ma- 
enetico, ’Autore non denuncia il metodo seguito nella misura delle correnti 
elementari, ma si limita ad accennare all’impiego di un unico shunt per la 
corrente totale (circa 850 ampére), e di shunt separati per le quattro cor- 
renti parziali. Se a questi shunt fossero raccordati in modo permanente 
strumenti di precisione distinti, o uno solo venisse successivamente derivato 
sopra di essi; e se tutte le precauzioni si siano adottate per evitare in ogni 
caso la influenza dei campi esterni, e specialmente di quello dovuto al con- 
duttore di ritorno; non é detto in alcuna parte della Memoria originale. 
Solamente verso la fine del secondo paragrafo si accenna alla intenzione di 
ripetere con maggiore esattezza le misure potenziometriche, delle quali l’inter- 
pretazione corretta non sarebbe scevra di difficolta. Se invero si intende di 
eseguirle direttamente sopra i quattro conduttori facenti capo ai due elettrodi 
terminali comuni, un’eventuale variazione di densita da una striscia all’altra, 
la quale scaturisse da una speciale azione galvanomagnetica, non altererebbe 
la distribuzione del potenziale e solo potrebbe originare una modificazione 
eventuale di resistenza complessiva, la quale in nessun caso potrebbe rag- 
giungere l’ordine di grandezza enunciato. Secondo la teoria di Boltzmann 
anche tale variazione di resistenza apparente nei conduttori di forma cosi 
allungata é a priori da escludere. 

Se la discriminazione delle densita si vuol fare, & indispensabile pro- 
cedere alla misura diretta delle correnti singole, ovvero al loro paragone 
con metodo differenziale, a cui il Weber non sembra affatto avere pensato, 
si che il risultato delle sue osservazioni appare completamente illusorio. A 
darne la conferma decisiva intesero le esperienze da noi istituite, di cui 
rendiamo conto in una Nota successiva. 


(1) «Atti della R. Accad. dei Lincei», 1882. 


Fisica. — Ricerche sulla distribuzione della corrente continua in un con- 
duttore omogeneo sottoposto all influenza di un campo magnetico permanente. 
Nota del Corrisp. L. Lomsarpt. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Geologia. — Successione di faune a Graptoliti nei dintorni di 
Goni (Sardegna). Nota“ del Corrisp. M. Gortant. 


Ho ripreso recentemente lo studio di alcune plaghe atte a fornire i 
caposaldi della successione stratigrafica per il rilevamento geologico della 
Sardegna, con speciale riguardo alla regione sud-orientale dell’isola. Fra i 
compiti che mi sono prefissi, vi ¢ il riesame accurato delle principali serie 
fossilifere, allo scopo di riconoscerne con maggior precisione le facies e le 
eventuali ulteriori suddivisioni stratigrafiche. 

AlPuopo ho dedicato un gruppo di escursioni al territorio di Goni, 
dove le faune a Graptoliti scoperte in parte dal Lamarmora e in parte da 
me avevano attirato a pil riprese |’attenzione degli studiosi. Mi proponevo 
di esaminare in particolar modo se fosse possibile una suddivisione della 
sottile serie graptolitifera in zone paleontologiche aventi valore stratigrafico, 
in corrispondenza con quelle tipiche della regione britannica. 

Lo scopo & stato raggiunto, non solo, ma le nuove indagini mi hanno 
anche permesso di scoprire la presenza del piano di Gala—Tarannon, finora 
ignoto in Sardegna. 


I. LE zONE DEL PIANO DI WENLOCK NELLE VICINANZE DI GONI. 


La localita che possiamo dire classica, scoperta dal Lamarmora quasi 
un secolo fa, si trova pochi minuti a nord del villaggio di Goni. Gli scisti 
fossiliferi sono incisi da una mulattiera incassata, e lateralmente ad essa 
sono coperti da un grosso strato di terreno coltivato, sostenuto da muri a 
secco; occorre dunque limitarsi a scavare pit. profondamente la strada per 
tagliare sistematicamente gli scisti, che la traversano obliquamente e pen- 
dono verso il sottostante abitato. II tratto utile per lo studio ha uno spes- 
sore limitato, di circa 5 metri; tale & infatti lo spessore del complesso fos- 
silifero, racchiuso fra scisti che finora sono risultati sterili. 

Tanto il materiale raccolto dal Lamarmora, quanto il materiale da me 
adunato nel 1922, in seguito al mio studio paleontologico risultava per 


(1) Presentata nella seduta del 1° giugno 1934. 


patel a 


intero spettante al piano di Wenlock “, Ma restava da esaminare se e quali 
zone vi si potessero riconoscere fra le 6 in cui tale piano venne diviso 
nell’ Europa settentrionale. 

Raccolto sistematicamente il materiale, e sottopostolo a diligente esame, 
& risultata la seguente successione di faune, dalla pil antica alla pit recente: 

I. Zona con Monograptus Meneghinii Gort., M. sardous Gort., M. priodon 
var. n., M. aff. riccartonensis Lapw., M. Gonii Mgh., M. antennularius Mgh.; 
negli strati superiori comincia a comparire il M. belophorus Mgh. — Questa 
zona & caratterizzata da poverta di fauna. Le specie sono quasi tutte comuni 
anche alle zone successive, ma vi mancano quelle proprie a ciascuna di 
esse. Invece é presente una forma prossima al M. riccartonensis, specie propria 
del Wenlock inferiore e precisamente delle zone 26, 27 e 28 della scala 
britannica, con speciale frequenza nella zona 27. Mancano, d’altra parte, tipi 
uguali o affini a quelli del Wenlock piu basso. Si puo ritenere pertanto, 
anche avuto riguardo alla posizione stratigrafica, che qui sia rappresentata 
la zona 28 (0 forse anche le zone 27, a M. riccartonensis, e 28, a Cyrtogr. 
symmetricus, in tal caso non separabili) della serie inglese. 

II. Zona con Monogr. Meneghinii, M. sardous, M. priodon var. n., 
M. Gonii, M. hemipristis Mgh., M. falcatus Mgh., M. belophorus Megh., 
M. antennularius, M. subtilis Gort., e rari, verso Valto, M. Linnarssoni var. 
Flumendosae Gort., M. Siren Gort., Cyrtogr. dispar Gort. - Caratterizzano 
nettamente questo livello i M. falcatus e M. belophorus, che rappresentano 
in Sardegna il M. flexilis Elles, fossile guida della zona 29 britannica (zona 
a Cyrtogr. Linnarssont). 

HI. Zona con Monogr. Meneghinii, M. sardous, M. priodon var. n., 
M. vomerinus Nich., M. Gonti, M. hemipristis, M. Linnarssoni var. Flumen- 
dosae, M. mutuliferus Mgh., M. proboscidatus Gort., M. antennularius, M. sub- 
lilis e (assai raro) M. Tariccoi Gort.; Cyrtogr. rigidus Tullb., C. dispar Gort., 
C. mediterraneus Gort. — Perduti i M. falcatus e belophorus, la fauna si é 
qui arricchita del M. mutuliferus, che rappresenta in Sardegna il M. Flemingi 
(Salt.), proprio delle zone britanniche 30 e 31. La presenza di una forma 
prossima a M. priodon e di Cyrtogr. rigidus e dispar, molto prossimi o iden- 
tici a forme prevalenti di solito in livelli inferiori, nonché la posizione stra- 
tigrafica, indicano che si ha qui l’equivalente della zona britannica 30 (a 
Cyrtogr. rigidus Ell. non Tullb.). 

IV. zona con M. Meneghinii, M. sardous, M. Gonii, M. hemipristis, 
M. Linnarssoni var. Flumendosae, M. mutuliferus, M. proboscidatus, M. an- 
tennularius, M. subtilis; Cyrtogr. dispar, C. mediterraneus, C. Lundgreni Tullb. - 
Notevole € qui sopra tutto la frequenza del C. mediterraneus e la presenza 
del C. Lundgreni, fossile guida della zona britannica 31 (zona a C. Lund- 
greni), con la quale si deve pertanto identificare questo orizzonte. 


(1) M. Gortant, Faune paleozoiche della Sardegna. I. Le Graptoliti di Goni. « Pa- 
laeontogr. Ital.», XXVIII, 1922, 1923. 


Sono quindi presenti a Goni, sufficientemente caratterizzate e distinte, 
per lo meno le quattro zone che nella regione britannica costituiscono il 
Wenlock medio e superiore. 

Il complesso fossilifero si ritrova, con caratteri analoghi, anche in altri 
punti del territorio di Goni: cosi a oriente dell’abitato, nello sperone me- 
ridionale del Bruncu Bulleo, ad est del Nuraghe Goni nell’insellatura fra 
questo ed il Bruncu Bulleo, nella valletta del rio Sebbeu ecc. 


I]. La PRESENZA DEL PIANO DI -GALA-TARANNON A SEDDA DE S’OrtTu, 


La localita fossilifera di Sedda de s’ Ortu, fra Goni e Siurgus, fu da 
me rinvenuta nel 1922 e illustrata l’anno successivo . Le forme allora 
trovate rappresentano il Llandovery medio e superiore, essendo tutte com- 
prese nelle zone 19-21 della serie britannica. 

Le ricerche sono qui malagevoli per il metamorfismo indotto dalle 
vicine masse porfiriche e dalle spinte tettoniche. La roccia presenta, fra 
altro, una scistositd trasversale che aumenta la difficolti di trovare esem- 
plari determinabili. 

Non mi é riuscito di suddividere il complesso gid segnalato, in cui si 
raggruppano le zone 19 (a M. gregarius), 20 (a M. convolutus) e 21 
(a M. Sedgwick): la prima di esse indicata da Climatogr. scalaris var. nor- 
malis Lapw., M. lobiferus (M’Coy) e M. millepeda (M’Coy), le altre due - 
mal separabili una dall’altra anche nell’Europa centrale - rappresentate da 
M. distans (Portl.), M. Sedgwicki (Portl.) e M. tenuis (Portl.). 

Le mie ricerche ultime hanno avuto per contro il risultato di scoprire, 
al di sopra di questo complesso, la zona 22, a Rastrites maximus, rappre- 
sentata da una faunetta altamente caratteristica: Petalograptus palmeus Barr., 
Monogr. cf. Halli Barr., M. Marri Pern., M. cf. dextrorsus Tullb., M. cf. 
denticulatus Tornq., M. cf. Proteus Barr., M. planus (Barr.), Rastrites ma- 
ximus Carr., R. Linnaei Barr., R. aequidistans E. et W. Sono forme tutte 
frequenti in questa zona, e la massima parte esclusive di essa. La docu- 
mentazione € quindi precisa. 

Aggiungo che ho rinvenuto il piano di Gala—~Tarannon anche nel Sar- 
rabus, poco sopra la miniera di Monte Narba, raccogliendo parecchi esem- 
plari di scisto con Retiolites Geinilzianus Barr. La specie ha troppa latitudine 
di distribuzione verticale per una piu precisa designazione stratigrafica; ma 
suol designare il piano di Gala—Tarannon medio e superiore. E vero che 
compare altresi alla base del Wenlock, ma in tal caso sempre associata a 
forme di tale piano, che qui mancano in via assoluta, mentre si rinvengono 
forme di Climacograptus accennanti a livelli pil antichi. 


(1) M. Gorrant, Faune paleozoiche della Sardegna. IT. Graptoliti della Sardegna orien- 
tale. «Palreontogr. Ital. », XXVIL, 1922, 1923. 


MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica. — Un teorema d’esistenza dei piani multipli. Nota II 
di O. Cursin1, presentata“? dal Socio F. Enriques. 


Questa Nota é il naturale completamento della Nota I, dallo stesso 
titolo, pubblicata precedentemente ); ed ha lo scopo di dimostrarne il ri- 
sultato fondamentale, per il che importa riconoscere che é soddisfatta la 
condizione di invarianza di Enriques, come appunto é indicato alla fine della 
Nota precedente. 


Per riconoscere che qualunque cammino chiuso fatto dal punto x nel 
suo piano rappresentativo 9, riporta in s¢ la riemanniana R che sopra 
abbiamo definito in relazione al particolare valore x =0Q, occorre consi- 
derare i cammini elementari descritti da x , cio€ i cammini y, fatti a forma 
di cappio, che vanno ai punti notevoli del piano %: si chiamano cosi quei 
particolari valori di x per cui coincidono due delle determinazioni della 
funzione y(x) data dall’equazione g(x y) = 0. 

Ora questi punti notevoli sono: 

1° — I punti, che indichiamo genericamente con t, che sono le 
ascisse dei punti di contatto della @ con quelle tangenti parallele all’ asse 
y che sono prossime ad analoghe tangenti di g, dalle quali’ provengono. 

2° - I punti, che indichiamo genericamente con d, che sono le 
ascisse dei punti di contatto di tangenti a 9, parallele all’asse y, che non 
provengono da analoghe tangenti a g, ma dai punti di diramazione delle 
C doppie, che non capitino nei punti P comuni a due C non consecutive 
(dei quali al n. 5°). 

3° - I punti, che indichiamo genericamente con g, che sono le 
ascisse dei punti doppi di 9, che a quaterne provengono dai punti Q co- 
muni a due C non consecutive. 

4° — I punti, che indichiamo genericamente con k, che sono le 
ascisse delle cuspidi di g, che a terne provengono dai punti P comuni a 
due C consecutive. 

5° - I punti, che indichiamo genericamente con d, che sono le 
ascisse dei punti di contatto di @ con tangenti parallele all’asse y, i quali 
punti di contatto provengano dai punti P comuni a due C consecutive. 

Nel piano 4, rappresentativo della variabile complessa x, indichiamo 
genericamente con y un cammino che vada ad un punto notevole, e sia un 
cammino elementare, cioe fatto a forma di cappio. Nel cammino elemen- 


(1) Nella seduta del 6 magegio 1934. 
(2) Ved. questi « Rendiconti», vol. XIX, fasc. 10, p. 688. 


tare y distinguiamo tre parti: uma prima parte, «, che va dall’ origine al 
punto notevole; una seconda parte, 8, che gira intorno al punto notevole; 
una terza parte, che consiste nel cammino « fatto di ritorno, andando dal 
punto notevole all’origine, ed indichiamo quindi con —«. Pertanto si ha 


y=a+B—«a. 


Notiamo che la parte fondamentale del cammino y é il giro infinitesimo 8. 
Diremo che il punto notevole é il centro del cammino y; e quando 
occorra distinguere fra loro i vari tipi di cammino, faremo seguire al sim- 
bolo generico y il nome del centro messo tra parentesi: cosi, ad esempio, 
indicheremo con y(t) il cammino che vada ad avvolgere il punto ¢. 

In corrispondenza a questi cammini y, e ad un loro ordine comunque 
fissato (e tale ordine interessa assai poco), resta definito il fascio caratte- 
ristico rappresentativo della curva 9. 

Ora occorre analizzare cosa accada ai cappi A, collocati sul piano z, 
quando x descrive, su 9, un cammino y, e quindi il piano m (su cui é¢ 
stesa la variabile y) si muove, e su di esso si muovono i vari punti y ed 
y’, centri dei cappi A, i quali punti descrivono il fascio caratteristico di 9. 
Per fissare le cose, e rendere cosi pil agevole I’ analisi, intendiamo di con- 
servare i cappi A disposti secondo una direzione ed un verso fissi: li ave- 
vamo assunti inizialmente paralleli all’asse immaginario e disposti secondo 
la parte negativa di esso. Qualora perd capitasse che, quando x descrive 
un y, un cappio A venisse a tagliare contemporaneamente due linee del 
fascio caratteristico (cioé ad essere attraversato, contemporaneamente da due 
punti y) daremo una variazione infinitesima alla direzione scelta per i cappi 
2, in modo che l’accennato attraversamento sia successivo e non contem- 
poraneo. Naturalmente fissata questa nuova direzione, la terremo fissa: l’ab- 
biamo scelta assai*prossima a quella dell’asse immaginario, per poter 
senz’altro concepire i cappi A come sensibilmente paralleli alla detta dire- 
zione, cioé sensibilmente provenienti dal basso. 

Aggiungiamo una osservazione. Noi vediamo il piano 7 e le linee del 
fascio caratteristico disposte nello spazio. Con cid ogni cappio A, entro il 
piano w nella sua posizione iniziale, risulta ayvolgere non solo un punto 
di m ma anche una linea del fascio caratteristico, alla quale possiamo con- 
siderare appartenente la sostituzione che ¢ relativa al cappio e, se si vuole, 
al relativo centro. Ora quando il piano ~ si muove, ogni linea del fascio 
caratteristico conserva la propria sostituzione S, finché la conserva il cappio 
che l’avvolge, cioé fino a tanto che esso non viene a tagliare qualche altra 
linea del fascio stesso, alla quale corrisponda — in relazione al tratto che 
contiene il punto di attraversamento - una sostituzione S’ non permutabile 
con la S. 

Veniamo ora ad analizzare i 5 tipi di cammini notevoli. 
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1. — Sia y(t) =a+8—a« un cammino che avvolga un punto f¢. 
Esso € un cammino diramante, che scambia fra loro due determinazioni, 
che indichiamo con y, e y,, cui corrispondono due cappi A(x) e A (yo) 
dotati di una medesima sostituzione. Ora quando x ha percorso la prima 
parte, %, del cammino y, ogni cappio A ha conservato la propria sostitu- 
zione S, in quanto questa non muta ove A tagli la linea associata a quella 
descritta dal suo centro (alla quale linea compete la stessa sostituzione S), 
€ neppure muta ove A tagli una coppia di linee associate, in quanto |’ef- 
fetto dei due attraversamenti successivi viene ad annullarsi (ad essi corri- 
sponde la trasformazione di S mediante un medesimo scambio, il cui qua- 
drato é lidentita). Il giro infinitesimo 8 scambia fra loro i due punti y, 
€ y. € quindi anche i cappi A(yx) e A(y.2), € fa si che uno di essi tagli 
Ja linea descritta dal centro dell’altro. Ma poiché le due sostituzioni corri- 
spondenti sono uguali, alla fine del giro 8 tutto torna come prima. Infine 
il cammino di ritorno, —«, riporta i cappi A alla loro posizione iniziale, 
e, al pari del cammino di andata a, ne lascia invariate le sostituzioni: 
sicche complessivamente il cammino notevole y (f) riporta la riemanniana 
R in se stessa. 


2. — Sia y(d) = «+ 6—~a, un cammino che avvolge un punto d. 
Esso € un cammino di diramazione che scambia fra loro due determina- 
zioni, che chiamiamo y, € y2, cui corrispondono due cappi A(y:) e€ A (Jo) 
dotati di una medesima sostituzione. Come nel caso precedente si riconosce 
che quando x abbia percorso il cammino di andata «, tutti i cappi A hanno 
conservato la loro sostituzione; che parimenti il giro infinitesimo & scambia 
fra loro i due cappi A(y,) e A(y2), ma ne Jascia invariate le sostituzioni, 
e poiché esse sono uguali, il giro @ non altera la riemanniana; infine il 
cammino di ritorno, —«, riporta le cose alle condizioni iniziali: sicché 
complessivamente il cammino y(d) lascia inalterata la riemanniana R. 

3. — Sia y(¥) = «+ 6—a«, un cammino che avvolge un punto q, 
il quale corrisponde ad un punto Q d’intersezione di due curve C non 
consecutive. Pertanto il cammino y(g) ¢ un cammino non diramante, di 
cui la prima parte, «, porta a coincidere due valori, che chiamiamo y, e 
Ya, centri di due cappi, A(yx) € A (jz), dotati di due sostituzioni, S,e S,, 
che si possono chiamare disgiunte, in quanto operano su due coppie di de- 
terminazioni x senza elementi in comune, del tipo (z,z.) e (z; 24); € cosl 
permutabili fra loro. Come nei due casi precedenti si riconosce che il cam- 
mino di andata, «, non altera le sostituzioni collegate ai cappi A; che al- 
trettanto fa il giro infinitesimo 8, in quanto S, e S, sono permutabili, e 
questo giro, non essendo diramante, porta in sé ciascun cappio A; ed in- 
fine il cammino di ritorno, —«, riporta le cose alle condizioni iniziali ; 
sicche complessivamente il cammino y (q) lascia inalterata la riemanniana R. 
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4. — Sia y(k) = % + 8 —a un cammino che avvolge un punto k, 
ascissa di una delle tre cuspidi provenienti dallo scioglimento di un punto 
P comune a due curve C consecutive. Il cammino y(k) & un cammino 
diramante, che scambia fra loro due valori, che indichiamo con y, e y,, 
centri di due cappi A(y,) e A(y.) cui corrispondono due sostituzioni, che 
indichiamo con S, e S,. Conviene precisare un poco, supponendo che il 
punto P suddetto sia comune alle due curve consecutive C,_, e C,, per 
modo che le due sostituzioni S,; e S, potranno operare solo sulle tre deter- 
minazioni %, 1, %r, % +1, € saranno uguali o no, secondo che y, e y, 
sono 0 no una coppia di punti associati. 

Osserviamo che il punto P & un punto quadruplo per la o?, onde 
quando x percorre il cammino di andata «, non solo accade che i due 
valori y, e y, vengano a coincidere, ma ad essi verranno prossimi altri due 
valori, che chiamiamo y, e y,, che insieme ai precedenti formano due coppie 
di valori associati, coppie che pero non serve distinguere. L’esistenza di 
questi altri due valori prossimi a y, e a y,, porta che quando x descrive 
la prima parte del cammino di andata « i cappi A conservano, al solito, le 
loro sostituzioni, ma quando x percorre l’ultima parte di « i cappi A(y:) 
e A(y2) possono tagliare le linee descritte dai punti y, e y, (oltre che quelle 
descritte, rispettivamente, da y; e y,), sicche in generale, alla fine del cam- 
mino «, le sostituzioni S; e S, si devono presumere diverse da quelle che 
erano inizialmente. Siccome pero anche le sostituzioni relative ai cappi A(y;) 
e A(y,) operano solo sulle tre determinazioni z,_,, % € % 41, certamente, 
alla fine del cammino «, ai cappi A(y,;) e€ Ay.) corrispondono due sosti- 
tuzioni, chiamiamole pur ancora S, ed S,, che operano solo sulle suddette 
tre determinazioni di z. Pertanto si possono dare solo due casi: o le due 
sostituzioni (alla fine di «) sono identiche, 0 sono concatenate, cioé operano 
su due coppie di determinazioni z con un valore a comune, riuscendo, ad 
esempio, del tipo: 


Ss = (a a) S = G Zaye 


Ora quando x descrive il cerchio infinitesimo B, i due punti y, e y, 
si scambiano, in modo che ciascuno di essi fa un giro e mezzo intorno 


all’ altro (nel fascio caratteristico della curva @ si hanno due linee, descritte 


, ; ea 
rispettivamente da y, e da y, che formano un doppino a torsione Raa la 


qual cosa porta che ciascuno dei cappi A(y;) e A(y2) venga a tagliare la 
linea descritta dal centro dell’altro. 

Se le due sostituzioni S, e S, sono eguali, allora il cerchio infinitesimo 
@ non altera la riemanniana, come é del tutto evidente. Ma lo stesso accade 
nel secondo caso possibile, cioe che S,; e S, siano due sostituzioni conca- 
tenate, come si verifica con tutta facilita. ; 


Pongasi, per fissare le idee, che le due sostituzioni S, ed S, siano 
quelle sopra indicate, e che il cappio A(yx) preceda (cioé sia alla destra) 
il cappio A(ys). Il primo mezzo giro porta A(y;) a tagliare la linea, I,, de- 
scritta da y,, sicche si vengono ad avere le due nuove sostituzioni: 


SB 5) Reka) ees aa) 
S TIM se 


Poi il secondo mezzo giro porta il cappio A(y.) a tagliare la linea, 1,, de- 
scritta da y,, siccheé si vengono ad avere le sostituzioni: 


esd ews) 
ee en a lo a). Ges Je eee a 


Infine l’ ultimo mezzo giro porta A(y,) a tagliare ancora la linea /,, 
e quindi si hanno le sostituzioni: 


SAE PG Ce ae) 
$0" = (% %)- 


In conclusione, per effetto del cerchio infinitesimo 8, i cappi A(yr) e 
Ay2) si sono scambiati posto e sostituzione, sicché questo giro ® non ha 
alterato la riemanniana. 

Infine il cammino di ritorno, —«, riporta tutte le cose nelle condizioni 
iniziali; sicché, complessivamente il cammino y(k) ha lasciata invariata la 
riemanniana R. 


5. - Sia y(d@) =a+8—a un cammino che avvolge un punto d, 
ascissa di un punto di contatto (per una parallela all’asse y) proveniente da 
una singolarita P, scissa in tre cuspidi e nel suddetto contatto. 

La dimostrazione diretta dell’ invarianza della riemanniana R quando x 
percorre il cammino y(d) si presenta come assai difficile; si arriva invece 
abbastanza semplicemente allo scopo riconoscendo | invarianza di R_ per 
effetto di un cammino ausiliario y, il quale avvolge, oltre al punto d, anche 
eli altri tre punti k che provengono dalla stessa singolarita P. Questo 
cammino y risulta cosi la somma di quattro cammini, di cui tre, quelli 
relativi ai punti k, non alterano la R, sicché il quarto cammino elemen- 
tare, y(d), ed il cammino complessivo, ¥, producono su R il medesimo 
effetto; onde dalla invarianza di R per y¥ risulterd anche l invarianza di R 
per y(d). 

Poiche la curva 9 & prossima alla 9?, cosi i tre punti k ed il punto d 
sono fra loro vicini: pertanto anche il cammino y si pud considerare com- 
posto di un cammino di andata, «, di un giro infinitesimo, 8, avvolgente 
i quattro punti suddetti, e di un cammino di ritorno, —«. 


Ora il cammino di andata, «, lascia, per le solite ragioni, invariate 
sostituzioni collegate ai cappi A: pertanto, per riconoscere ’invarianza di R, 
relativamente al cammino ¥, bastera riconoscere la sua invarianza per effetto 
del giro infinitesimo 8, che, come nei casi precedenti, costituisce la parte 
fondamentale del camino y. 

Qui, per la nostra analisi, conviene fissare le idee, supponendo che il 
punto P, di cui trattiamo, sia punto comune alle due curve non consecu- 
tive C, e C,. Queste due curve, allora, nell’ intorno del punto P, danno luogo 
a due linee del fascio caratteristico della curva 9 =C, + C, + - -<FC,.35 
formanti un doppino a torsione 1, cioe tali che una avvolga Valtra di un 
giro. Queste due linee le indichiamo con /, ed /,, e le rappresentiamo nella 
fig. I, in cui si suppone che losservatore guardi dall’alto, parallelamente 
all’asse immaginario del piano x (rappresentativo della variabile complessa y), 
il quale si muove dalla sinistra alla destra dell’osservatore quando x de- 
scrive il giro B. 


li 


Fig. 1. Fig. 2. 


Ora alla C, doppia, dotata del punto di diramazione P, corrisponde, 
nel fascio caratteristico di @, una coppia di linee associate, /' e I, pros- 


sime ad 1,, formanti un doppino a torsione ——, cioe tali che una fa 


“a 


intorno all’altra un mezzo giro. Similmente dicasi per la C,, che da luogo 
alla coppia di linee associate /', e I! , prossime alla /,. 

Pertanto la singolarita complessiva pel punto P, quadruplo per la 97, 
quale risulta per la @, prossima alla 9, ¢ data dalla fig. 2, fatta con gli 
stessi criteri della precedente. 

Poiché alle due linee associate, /’ e J corrisponde la stessa sostitu- 
zione (%1%2), € alle I’ e I’ la stessa (z.%,), risulta, dalla figura che per- 
mette di seguire le successive trasformazioni delle sostituzioni, che il giro 
infinitesimo ® non altera la riemanniana. 

Si noti che il ricorso alla figura, o ad un modello spaziale da essa 
rappresentato, costituisce una dimostrazione effettivamente rigorosa, in quanto 
qualunque deformazione del modello, fatta con omeomorfismi dello spazio 
ambiente, che lascino fermi i capi delle quattro linee, non altera l’effetto 
che i loro avvolgimenti producono sulla riemanniana R, e le condizioni 
analizzate definiscono appunto le nostre linee a meno di tali omeomor- 


fismi. 


seth ar 


Concludiamo dunque quanto ci interessava, cioe che ciascuno dei cinque 
tipi di cammini y lascia invariata la riemmaniana R, la quale dunque ¢ 
invariata per qualunque cammino chiuso percorso da x nel piano $, rap- 
presentativo appunto della variabile complessa x. 

Soddisfatta cosi la condizione di invarianza di Enriques, risulta che 
la », e qualunque altra curva dedotta da essa per continuita, conservandone 
pero i nodi e le cuspidi, é effettivamente curva di diramazione per un piano 
n—plo. Come volevamo stabilire. 


Matematica. — Cumulanti multipli. Nota di J. Rey Pastor, 
presentata‘? dal Socio T. Levi—Civita. 


In una Nota pubblicata in questi Rendiconti‘?) si ottiene per induzione 
la espressione generale del termine u, di una successione ricorrente del se- 
condo ordine, calcolando direttamente u, ,u., +++ , us fino a scoprire la loro 
legge di formazione. Questo problema e cosi pure il caso generale delle 
successioni ricorrenti di ordine m, che non considera la Nota citata, resta 
incluso in un algoritmo molto piu generale, che riceve svariate applicazioni 
e il cui calcolo € pit semplice di quel problema molto particolare. 

Chiameremo cumulanti di ordine m i numeri u,(n =1,2,3,-::) 
dedotti dalle successioni 


am, > Am ,2 ) Aam,35 ° 
mediante la legge ricorrente: 


Un = Un—yz Ayn + Un—2 A2,n + sPaahe + Un—m Amn ,n - 


Diremo che il cumulante ¢ di classe 0,1,2,++-,m—1, se i ter- 
mini iniziali sono: 


(1) Nella seduta del 22 aprile 1934. 

(2) I. J. Scawarr, Il termine generale di una successione ricorrente finita del secondo 
ordine, vol. XVII, fasc. 11, p. 909. Cfr. altresi la recente Nota del prof. MAmBRIANI, Sudla 
risoluzione delle equazioni ricorrenti, d’ordine finito e a coefficienti costanli, in questo stesso 
volume di «Rendiconti» (pp. 16-21), dove i risultati dello ScHwatr vengono ritrovati 
quale particolare applicazione delle teorie pit’ comprensive che formano !’ Algebra delle suc- 
cessioni. Cfr. anche Mamprrant, Sulla risoluzione delle equaxioni differenziali lineari, a coef- 
ficienti costanti, « Boll. Unione Mat. Ital.», vol. IX, 1930, p. 274; Suil’ Algebra delle suc- 
cession, « Annali di Matem. pura ed appl. », ser. 4*, vol. 8, 1930, p. 103 € vol. 9, 1931, p. 25. 


O b Opin oO, ia) ota classe fo) 
Oo ; Ot Ene ENS » I 
) , Et sein ee inh 210 » m— 2 
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Il cumulante nese di classe k sara indicato con At. La espressione gene- 


rale del cumulante ¢”° dedotto dai termini iniziali u_; = a: (i =0,1,2,-- -) 
€, evidentemente : 


to A+ a.A,+ +--+ +a, 1A, . 


Se conveniamo di chiamare equivalenti le espressioni 


Oe tel, Oke i pale oe | OWES, BO be O a ae 


risulta facilmente, per induzione, la regola seguente: 


Tl cumulante nes”? di classe 0 ¢ la somma dei prodotti ottenuti sostituendo 
nel prodotto d,,, + 1,.° +++ * dy, gruppt di fattori consecutivi coi suot numeri 
equivalenti, in tutti 1 modi possibilt. 

Pit generalmente: I] cumulante A‘ é la somma dei prodotti ottenuti soshi- 
tuendo nel prodotto a,,,+ a:,2° 41,;* *** * G1,» gruppi di fattori consecutivi cot 
suoi numeri equivalenti, in tutti i modi possibili, con la convenzione seguente : 


pa hee ay me 822) eT GIA ter pile 


3 


Queste regole sono valide qualunque sia lordine m, intendendo che sia 
a;,; =O se e 1 te. 
In un prodotto di n fattori il numero dei gruppi di 4 fattori consecu- 


tivi e€, evidentemente, ey ‘). Il numero delle coppie di gruppi di h 


fattori e di k fattori, essendo h==k, e 


n—h—k+2 
ee 
ese sihah=ké 

Ge aes: 


2 


Cosi ne segue che il numero delle combinazioni di ordine v dei gruppi 
formati da hi, ha, *++ , By fattori é: 


See Wt he ea 
eae 


; v 


se i numeri /; sono tutti distinti; pero se vi sono B numeri uguali fra loro, 
y uguali tra loro ecc., il numero delle combinazioni ¢ 


! Se a a 
v! (* Raha v=6Pt+yt+--- +A, 


Bly!---al v 
ovvero, ponendo « = n— Zh, detto numero 


Se seareeyit 
(1) aes aE at Bh+tyh+---+Ah=n, 


espressione che si pud anche ottenere direttamente, senza induzione. 
Resta cosi calcolato il numero dei termini di ciascun tipo tra quelli 


5 fo) ;, ° 
che compongono il cumulante A; e analogamente per qualsiasi classe k. 
La legge di formazione dei cumulanti non omogenei 


Un = Un—1 Ay,n ++ Un —2 Aon + ae +- Un—m Amn + Dn 


si riconduce evidentemente a quella degli omogenei. I coefficienti delle b, 
nello sviluppo di uv, sono cumulanti omogenei. 


Merita speciale attenzione il caso in cui ogni successione generatrice 
si riduce ad un solo termine, vale a dire: 


ay ,j = a, 5) As, = Az,°°* 5an,j = Am. 
La successione ricorrente: 
Ug ee Uy ye Ugo sO Oo the ag 


€ stata frequentementemente studiata fino da Wronski, che la incluse nella 
sua teoria delle funzioni che chiamava aleph (. 


Applicando a questo caso particolare la formula (1) che da il numero 
dei termini di questo tipo, risulta la nota espressione: 


chars ks Dey 
w= yet ) BaP. = + ah, 


at 2B43y~+---4+mr0=0n, 


e analoghe espressioni risultano per i cumulanti di qualunque classe k. 


(1) Questo problema é@ stato studiato in particolare modo da ANpR# in una Memoria 
degli « Ann, Ecole Normale», ser, II, vol, 7, p- 375 ¢ da D’OcaGne in numerose Note; 


sae ud We se 


In particolare, i risultati del Sig. Schwatt possono ottenersi diretta- 
mente, senza induzione e senza appoggiarsi alla teoria generale, ricordando 
la legge di formazione dei cumulanti di Euler“). Il numero dei termini de- 
dotti dal prodotto a, a, +++ a, colla soppressione di v coppie & il numero 
dei gruppi di v coppie senza elementi comuni che si possono formare con 
n oggetti, ossia il numero delle combinazioni che si possono formare pren- 
dendo v elementi consecutivi tra i numeri I ,2,3,°+-,”2—1. Immediata- 


: n—v 
mente ©) risulta ( . Je questo ¢ il coefficiente di a"—?¥aY nel cumulante 


bene in , (n—v— ly, 
u° dedotte dagli elementi iniziali o, 1. Analogamente ¢ ( jil coef- 
v 


ficiente di a*—?¥+'aY nel cumulante dedotto dagli elementi iniziali 1,0. 


Tale é il risultato ottenuto con altro metodo pit! complicato da I. J. Schwatt 
dalla p. 909 alla 912 della sua Nota citata. 

Altra espressione di wu» in funzione delle radici a: , a2, +++ am della 
equazione 


I 
oe (| BS OG) aN meee a ee =U 


/ 


risulta immediatamente dalla decomposizione in frazioni semplici, come gia 
ottenne Lagrange. In particolare, per m = 2, senza necessita di appoggiarci 
ad alcuna teoria generale, si ottiene evidentemente: 


«Nouvelles Annales», III, 2, p. 220; III, 3, p. 65; Ill, 5, p. 257; Wl, 9, p. 93; IE, 11, 
p- 526; «Compt. Rendus», 104, p. 419; 108, p. 499; 115, P. 7905 « Journ. Ec. Polyt.», 
64, p. 151; «Bull. Soc. Math. France», 12, p. 783; 14, p- 205 19, P- 37- 

Il cammino che sembra piii semplice per giungere alla espressione di wn si ha par- 
tendo dallo sviluppo 


(oe) 
[1 — (a,x + a, x? + AO + dmx™)}-' = > (a,x + ates’ + dm xm) Pp = 
p=o 


=iI+t+u,x+u,x2+ ere, 


e identificando risulta immediatamente la espressione generale sopra ottenuta. 

Broce giunge allo stesso risultato mediante il calcolo della derivata n~esima di u—?, 
in una sua Nota: «Sull’integrazione delle equazioni differenziali lineari a coefficienti co- 
stanti», Rend. Ist. Lomb., vol LXII, 1930. 

(1) Sopra questi cumulanti, chiamati anche parentisi di Gauss, vedasi per es.: C1- 
PoLLA, Analisi Algebrica, oppure il nostro Curso de Andlisis algebraico. 

(2) Quantunque, per induzione si risolva immediatamente questo semplice problema 
combinatorio; ecco qui una deduzione diretta del nostro alunno SANTALO: 

Formiamo coi numeri 1,2,3,°**,%—v la combinazione i; ,12, ++: , iv e facciamo 
corrispondere a ognuna scritta in ordine crescente, quest’ altra: 


ti 5 1b ap Ug OOF oy ap Wh 
che manca di elementi consecutivi e reciprocamente. Il numero di queste € uguale, di con- 


’ ; f . (n—Vv 
seguenza, alle combinazioni di ordine y formate con » —v elementi, ossia ( 3 ) 


ot FA Te Re 1p ate eo ee ae 
‘i Q@; — &, pita °) < 
essendo 
a ee 
Y= a oe AAs 
on 
er nel cas0 “as Sees 
(n + 1) a" 
Un = an > 


formula completamente equivalente a quella ottenuta (nel caso a, == «,) dal 
sig. Schwatt, la quale ridotta alla sua meta facendo p, =o e abbreviata 
nella sua scrittura, é: 


B12 SC EB Galatea aha ge Mae a 


(2) un = [- +1 n+t 
2 


ial tenga) + 9) ; lay + I + @) 


Infatti, chiamando r il resto (mod 2) di n, ossia n = 2g + 1, € Os- 
servando che 


4y¥+itp=e(it+e) ; 2y+1+p=—(i +e), 


la formula si semplifica notevolmente, quindi chiamando A ultimo fattore 
del numeratore, 


a(t raya (rt re)G—pytitrA _ a GQ —pytta 


pCi) te team ea? Giymege Grin aie eee 


che coincide evidentemente con la (2) per essere 


Sal Gayo nechen ety 
I—pe oy 


Degna di nota la seguente espressione di u, mediante le funzioni 
simmetriche delle radici, qualunque sia il numero di esse: 


Un = Dairaee syn tO (4) +i.+ eee + im =n), 


nella quale é inclusa la formola sopra considerata 


n 


Un = Daiar—*, 


4==0 


PTET 


Matematica (Analisi). — Vedute generali sul calcolo di Vitali 
e sue estensiont. Nota I di E. Bortototti, presentata“ dal 
Corrisp. G. Scorza. 


1. Nel « calcolo assoluto generalizzato », che G. Vitali ha ideato ed 
esposto in un lavoro del 1923), ispirandosi a precedenti ricerche di 
E. Pascal sulle forme differenziali di ordine e grado qualunque, si distin- 
guono due tipi, o « casi», abbastanza nettamente differenziati: quelli che il 
Vitali chiama « caso generale » e « caso speciale ». E possibile far rientrare 
entrambi questi casi in una veduta unica pit generale? E questo uno dei 
problemi da cui ha avuto origine una mia ricerca, di cui in questa Nota 
e in altra che seguira (con lo stesso titolo) esporro qualche risultato. 
Vedremo che la risposta alla domanda fatta sopra ¢ affermativa. Ma prima 
occorrono, per l’orientamento, alcuni richiami. 


2. Un calcolo tensoriale inteso nel senso pit’ generale (con tensori a 
una sorta d’indici) € definito da un gruppo di trasformazioni lineari, i cui 


° . A + . . . 
coefiicienti 6°, s’intendono, generalmente, funzioni di un certo numero m 
di variabili y* - interpretabili come coordinate curvilinee in una Xm. Ora: 
in entrambi i casi del calcolo assoluto generalizzato del Vitali i coefh- 


} 
cienti 8°, sono costruiti mediante le relative a una _ trasformazione 


a 
aye 5) 
delle coordinate y* su Xm — coefficienti nelle formule di trasformazione 
pei tensori di Ricci sulla Xm — e loro successive derivate. Altro elemento 
comune ai due casi, e di singolare importanza, @ questo: per gli indici 
A,B,--- dei tensori che vengono presi in considerazione, non wn campo ob- 
bligato di variabilita viene prefissato, ma infiniti, cosicché un tensore d’ordine 
sufficientemente elevato pud avere indici di tante differenti sorta, quante 
se ne vogliano: ma la trattazione ha per tutti questi tensori un carattere 
unitario e armonico. Precisando: gli indici A,B-+-+- percorrono, nei due 
casi, le totalita T,, dei numeri (m + 1)-esimali con parte intera costituita 
da uno dei-numeri 1,2---”, ¢ Tc, delle combinazioni con ripetizione 
di classi qualunque di 1,2---. Un indice C viene detto di classe (u, v) 
quando ha rango compreso fra i numeri p,v (estremi inclusi): rango di C 


(1) Nella seduta del 20 maggio 1934. 
(2) G. Vrraut, I fondamenti del calcolo assoluto generalizzato, « Giornale di Matema- 


tiche », 61, 1923, 157-202. 
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essendo nel primo caso, l’intero / tale, che in C =1,,1,,1;*-- ty: Siasd; 
ultima cifra significativa (procedendo verso destra); nel secondo caso es- 
sendo la classe della combinazione C di 1,2-+-m. La classe (1 ,v) viene 
detta una classe inlera, e indicata pure come classe v. 

Orbene: la legge di costruzione (ricorrente) delle 0°, & tale che, sia 
quando A,B percorrono «wna classe (qualunque), che quando essi percor- 
rono Vintero campo T, o Tc formato dagli indici di twtte le classi insieme, 
sussiste sempre il carattere di gruppo per la corrispondente totalita di tra- 


sformazioni lineari che hanno le 0°, quali coefficienti: e quindi la possi- 
bilita di considerare altrettante classi di tensori, 0, se cosi € lecito esprimersi, 
altrettanti tipi di temsorialitd, che un sistema multiplo puo anche, pei suoi 
vari indici, presentare insieme. 


3. Finora ho detto di elementi comuni ai due casi, generale e speciale : 
dei quali il primo ha in effetto un carattere di maggiore generalita, ma 
non comprende — come lo stesso Vitali avverte — l’altro quale sottocaso. 
L’analogia risulta pressoche completa, finché si tratta di costruire la parte 
algebrica del calcolo assoluto dell’uno o dell’altro caso: il che é stato fatto 
dal Vitali nel lavoro del 1923, gia ricordato. Le cose vanno assai diversa- 
mente quando si voglia costruire una corrispondente analisi tensoriale, 
cioe, stabilire la nozione di derivata covariante. Pel caso generale il Vitali 
non € andato oltre alcuni assaggi, che si ricollegano alle «dedotte » del 
PascaL. Indubbiamente il caratterizzare da un punto di vista formale i para- 
metri di derivazione, occorrenti per le diverse classi d’indici, cioé il fissare 
le rispettive leggi di trasformazione, non presentava difficolta™). Ma il 
Vitali si € posto il problema di trovare una derivazione che avesse una ef- 
fettiva ragion d’essere geometrica, e vi & riuscito assai brillantemente pel 
caso speciale, e per indici di classi intere. Non occorre certo qui ricordare 
come tali derivate del Vitali si costruiscano e quale ne sia il significato 
geometrico ®; e ad ogni modo ragioni di spazio non lo consentirebbero. 
Bastera questo cenno: fissare dei parametri di derivazione per gli indici 
di classe v vuol dire assegnare una connessione euclidea, cioé una legge di 


(1) Questo pel caso generale, e per indici di classi anche non intere, & stato fatto 
recentemente dalla prof. M. Pasrori (ved.: I sistemi assoluti di Pascal-Vitali e la deriva- 
zione parxiale dei tensori, in « Atti Pontif. Accad. Nuovi Lincei», 84, 1931, 673-692. La 
prof. Pasrori pone anche in luce svariate relazioni con quella che essa chiama « deriva- 
zione covariante parziale ». 

(2) Mi limito a rimandare al libro del Viratt (Geometria nello spazio hilbertiano. 
Bologna, Zanichelli, 1929, p. 184 e seg.) per gli sviluppi formali; e ad altri lavori del 
ViraLt (Geometria nello spazio hilbertiano, « Atti Istit. Veneto», 87, 1927-28, 349-428; 
Nuovi contributi alla nozione di derivazione covariante, « RendicontiSem. Padova», 1, 1930, 
46-72) e miei (spec.: Nuova esposizione, su basi geometriche, del calcolo assoluto generaliz- 
zato del Vitali, e applicazioue alle geometrie riemanniane di Specie superiore, ibid. 2, 1932, 
1-48, 164-212) per le interpretazioni geometriche. 


it RA 


raccordo metrico (congruente) fra gli spazi v—osculatori in punti infinita- 
mente vicini della varieta; la derivazione del Vitali corrisponde a quella 
connessione che si puo designare, per ovvie ragioni, quale « connessione 
alla Levi—Civita », risultante da proiezione ortogonale dello spazio v—oscula- 
tore relativo a un punto P di Xm su quelli relativi ai punti infinitamente 
vicini della varieta. Il Vitali veramente non ha visto le cose sotto questo 
aspetto ©), e ciO spiega come egli non sia giunto a dare una derivazione 
covariante anche per gli indici di classe non intera, il che dal punto di 
vista ora accennato risulta ben semplice: basta applicare quella stessa veduta 
anziche agli spazi v-osculatori od S (v), agli spazi II (v — 1), normali agli 
S(v— 1) negli S(v)® e pit in generale, agli spazi II(u—1,v—1), nor- 
mali agli S(w—r) negli S(v). La connessione « alla Levi-Civita» che si 
ha anche per questi spazi col solito processo della proiexione ortogonale da 
senz’altro i parametri di derivazione per indici di classi (v,v) e (u,v) del 
« caso speciale »: 


I (pee = | Peas Dees Say T By — x 
( ) G@aper eevee gee ey 


(2) ro =r —sy BL Dea Ae Demme Ba 


Gin eee y Py? sR ware yw Po +t yo PY 2 


ove le &,8.,°*+ percorrono la classe (intera) w del « caso speciale », 


a \ 

Oe é uguale a zero o ad I secondo che a e€ Y, sono, o no, la stessa com- 
T 

c 


binazione con ripetizione di 1,2,--+,”, e le De , sono i parametri di 
ie 

derivazione per gli indici di classe p (0 simboli generalizzati di Christoffel 

di ordine p) &). 


4. La possibilita di questa formulazione geometrica del calcolo di Vi- 
tali nel caso « speciale » é legata al fatto che lo spazio v-osculatore a una 
Xm di R» euclideo (o anche di un E, affine) in un punto P é lo spazio 
d’appartenenza dei vettori derivati primi, secondi, -- +, v-esimi (calcolati in P) 
del punto che descrive la Xm; e d’altra parte gli indici di derivazione di 
questi vettori possono riguardarsi come le cifre di un indice composto a, , 


(1) Che si potra trovare illustrato nel mio lav. cit. (nota prec.). 

(2) Il Vrraxt veramente usa la notazione IT (vy), e con II (1) indica eli spazi fan- 
genti. Ma l’analogia con la teoria delle curve - ove la prima normale principale ¢ la 
normale alle tangente nel piano osculatore, cioe all’S(1) nell’S(2) — mi sembra renda pit 
opportuna la mia notazione. 

(3) Le (1) 0 (2) quando gli S(v) non abbiano la massima dimensione possibile, in 
relazione alla dimensione m della varieta, danno una delle possibili determinazioni dei 
parametri di derivazione, ma ad ogni modo valgono a individuare la derivazione, o la 
connessione che vi corrisponde. 
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che descrive la classe v del « caso speciale ». Orbene: pel caso generale non 
sussiste nulla d’analogo; sembra dunque preclusa la possibilita di giungere, 
per questa via, ad una estensione che comprenda anche il « caso generale ». 


5. Converra dunque cercare altra strada, pure avendo sott’occhio quanto 
fin qui s’¢ richiamato. 

Vi é una generalizzazione assai vasta del calcolo « speciale » del Vi- 
tali — troppo vasta per avere un contenuto geometrico interessante — che 
a priori contiene certamente anche quello del «caso generale »; si potra 
partire da quella e cercare di precisarne i lineamenti, sino ad ottenere una 
formulazione in cui si ravvisino le peculiarita piu essenziali che si riscon- 
trano nei due tipi di « calcolo del Vitali » noti finora. 

Ho gia avuto occasione d’osservare“) che il calcolo « speciale » del 
Vitali pud farsi rientrare nei quadri — convenientemente allargati — delle 
« derivazioni lineari generali » di Kénig e Schouten: basta intendere che ai 
punti di una Xm vengano associati non un solo spazio afhne N-dimensio- 
nale, come fanno gli AA. ora ricordati; ma un insieme qualunque di spazi 
affini, le cui dimensioni costituiranno un insieme di numeri che — se infi- 
nito — non occorrera supporre limitato. A ciascuno di questi campi di spazi 
Ey si potra dare, indipendentemente, una qualunque connessione affine, con 


parametri Ig, i cui indici A,B sono relativi a riferimenti cartesiani negli 
spazi Ey ed a si riferisce invece alle coordinate curvilinee in Xm. Se la 
Xm si considera entro uno spazio euclideo di dimensione grande a piacere, 
o nello spazio hilbertiano; se gli spazi affini associati a ciascun punto P di Xm 
sono gli spazi tangente, 2-osculatore,+++, v-osculatore,-++, il che porta per 
conseguenza che risultano associati a P anche quegli altri spazi indicati al 
n. 3 con II(v) e IH(w,v), se infine la connessione risulta da proiezione 
ortogonale dello spazio generico di ciascuna serie su quelli infinitamente vi- 
cini, si ha precisamente il calcolo « speciale » del Vitali, con l’estensione 
agli indici di classi non intere qui accennata al n. 3. 


6. Che in questi quadri, del calcolo generalizzato di Kénig e Schouten 
possa farsi rientrare anche il « caso generale » del Vitali, appare ovvio: la 
particolare scelta del campo in cui si fanno variare gli indici pud avere una im- 
portanza formale anche grandissima, ma ¢ sempre inessenziale. Senza dubbio 
si dovrd rinunciare all’ipotesi, che gli spazi associali siano gli spaxi osculatori 
dei vari ordini. Ad ogni modo perd quegli spazi associati, Eq), Eq),+--, 
Eq@),+++ dovranno essere contenuti ciascuno nel successivo, e avere dimen- 
sioni che non superino i numeri degli indici delle classi 1,2,-+-,v,--- 
del campo T, (n. 2). 


(1) Nella Nota: Una generalizzazione del calcolo assoluto rispetto a una forma diffe- 
renxiale quadratica specializzata, questi « Rendiconti» (6), 13, 1931, 104-108. 
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Questo é ancora poco perché si possa parlare di «calcolo del Vitali ». 

Ma € tempo ormai d’indicare quale la peculiarita essenziale che, a tale 

scopo, dobbiamo aggiungere. Questa singolare particolarita si nota - e lo 

stesso Vitali I’ha osservata e utilizzata — nel caso speciale del Vitali e anche, 

se si vuol provare a costruirvi formalmente una derivazione covariante, nel 

caso generale: i parametri di derivazione Vere per indici di classi intere co- 
id 


stituiscono — opportunamente completati, nel caso generale, con l’aggiunta 
di componenti tutte eguali a zero o ad 1 — le componenti di tensori, a due 
indici, a, di classe v e 8, b, formato riunendo |’ indice semplice b alle cifre 
o indici semplici gia contenuti in B,, di classe v-+ 1. Questa particolaritd 
la possiamo imporre “a priori”, senza neppure che occorra fissare la scelta 
degli spazi associati, ma disponendo della legge di trasformazione dei vettori 
di riferimento in questi spaxi; cioe, fissando la legge costruttiva di un gruppo 
di trasformazioni lineari che ha proprio quella particolaritd qui richiamata — 
net riguardi dei casi studiati dal Vitali - al n. 2. 

Cosi é infine rintracciata, diremo, la chiave del calcolo del Vitali! e 
trovato il segreto non é difficile — se pure formalmente alquanto faticoso, 
forse inevitabilmente — ricomporre in misura un po’ pit estesa il mecca- 
nismo. Nella Nota successiva (gia preannunciata al n. 1) esporremo il ri- 
sultato di questa ricomposizione. 


Matematica (Geometria). — Sul computo dell’ invariante di 
Zeuthen—Segre per una superficie algebrica, Nota di L. CAMPEDELLI, 
presentata‘? dal Socio F. Enriques. 


1. E noto sotto il nome di invariante di Zeuthen-Segre, un invariante 
relativo (cioé dipendente dalle curve eccezionali) di una superficie algebrica F, 
che & stato scoperto da Zeuthen ) e che Segre %) ha riconosciuto come ca- 
rattere intrinseco della superficie, definito a partire da un qualsiasi fascio di 
curve e indipendente da questo “#. 

Dato sulla F (non riferibile ad una rigata) un fascio lineare |C| di 
curve di genere m>>0, dotato di  punti base, se 3 é il numero delle curve 


(1) Nella seduta del 1° giugno 1934. 

(2) Cfr. H. G. ZeurHen, Etudes géométriques de quelques-unes des propriétés de deux sur- 
faces dont les points se correspondent un-d-un, « Mathem. Annalen », IV, 1871. 

(3) Cfr. C. Secre, Intorno ad un carattere delle superficie e delle varield superiori alge- 
briche, « Atti dell’Accademia delle Scienze di Torino», vol. XXXI, 1896. 

(4) Per maggiori particolari cfr. F. Enriques, Sulla classificazione delle superficie alge- 
briche particolarmente di genere zero. Lezioni raccolte da L. CAMPEDELLI, « Rendiconti del 
Seminario Matematico della R. Universita di Roma», 1934. 
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C che posseggono un punto doppio, V’invariante suddetto € costituito dal- 


l’espressione: 
I[=$—n—4n, 


la quale va opportunamente modificata se il fascio |C| € irrazionale “). 

Per Veffettivo calcolo dell’invariante I, si presenta la questione di de- 
terminare quale valore si debba attribuire al 8 quando nel fascio |C| si trovi 
una curva spezzata che contenga delle componenti multiple. 

Tale ricerca @ stata intrapresa dai proff. G. Castelnuovo e F. Enriques 
nella loro Memoria, gia citata, Sopra alcune questioni fondamentali nella teorta 
delle superficie algebriche (1901), per il caso in cui si abbia una curva C co- 
stituita da una componente doppia e da una eventuale curva residua sem- 
plice. Non pare inutile estendere qui siffatta analisi, determinando il numero 
delle unita per cui conta una curva C, comunque spexxata in componenti sem- 
plici o multiple, nel computo del numero 8 delle curve del fascio |C| dotate di 
un punto doppio, agli effetti del calcolo dell’invariante di Zeuthen—Segre. Per 
semplicit di discorso converra supporre che il fascio |C| sia privo di punti 
base, come accade quando sia (irrazionale 0) composto con le curve di un 
fascio irrazionale. Questa restrizione ¢ dovuta al fatto che qualora esistano 
dei punti base, se ne avranno in generale degli infinitamente vicini. Mostre- 
remo poi con qualche esempio, come si debba trattare questo caso. L’inte- 
resse della nostra ricerca, anche circoscritta dalla detta limitazione, emergera 
dalla circostanza che il risultato a cui si giunge [espresso dalla formula (2)] 
non appare come estensione immediatamente prevedibile di quello di Castel- 
nuovo-Enriques, e pit ancora che la (2) ha importanti applicazioni ad ele- 
vate ricerche di geometria delle superficie algebriche, come, ad esempio, la 
classificazione delle superficie ellittiche quale trovasi esposta nella sua forma 
pit semplice nelle citate Lezioni dell’Enriques. 


2. Cominciamo dal caso in cui sopra la superficie F sia dato un fascio 
|C| (senza punti base) del quale faccia parte una curva 


Ch tO 10) (t; =t,=1) 


spezzata in due parti multiple (irriducibili) che, da principio, si supporranno 
prive di punti doppi. Si tratta di determinare per quante unita la curva C* 
conti nel computo del numero 8 delle curve di |C| dotate di un punto dop- 
pio, ai sensi dell’invariante di Zeuthen-Segre. Se indichiamo con p, e 9 i 
generi di 0, e 8,, e con i i] numero delle intersezioni di 0, con 9,, trove- 
remo che il richiesto numero é: 


(1) 8 = (1: =) 2p 2) +a 22) Gd tee 2) 


(1) Cfr. G. Casratnuovo e F. Enriques, Sopra alcune questioni fondamentali nella teoria 
delle superficie algebriche, « Annali di Mat.», serie III, to. VI, 1901. 


Sen |e ita 


il quale se t; = 2 e tf, =1 porta al valore dato da Castelnuovo-Enriques 
per il caso di una curva spezzata in una parte doppia e in una semplice. 
Nella dimostrazione seguiamo, estendendolo opportunamente, il ragionamento 
di Castelnuovo-Enriques (che in sostanza risale a Segre), e per fissare le 
idee si supporra che il fascio |C| sia lineare: nel caso contrario si richie- 
deranno semplici modificazioni immediate). 

Calcoliamo l’invariante di Zeuthen-Segre della superficie F per mezzo 
del fascio | C|. Insieme al fascio |C| si prenda un secondo fascio lineare |C, 
(indipendente da |C|), senza curve spezzate e con nm, punti base distinti. 
Siano m (= 1) e m, (=1) il genere di C e C, rispettivamente, e si de- 
signi con s (= 2) il numero delle intersezioni di una C generica con una 
C, pure generica. Consideriamo la curva luogo dei punti di contatto di una C 
com una, Gy-opoiche tra le. C «si ha Ja 


PLE ere 


evidentemente di questa curva dei contatti fa parte ]a 0, contata /; — 1 volte 
e la 6, contata t, —1 volte; oltre a cid avremo una componente residua 
che s’‘indichera con I’. Conviene osservare che la T passa (semplicemente) 
per ogni punto P comune alla 0, e alla 0,: infatti la C* ha in P la mol- 
teplicita 1; + #,, e quindi il punto P risulta (t, +t, —1)-plo per la 


Ge, G1) 8, 1. 
Si aggiunga che la C generica ha 
== 25 = 2 2 


intersezioni con la T, altrettanti essendo i punti di contatto di C con una 
C,, cioé i punti doppi della serie lineare g’ segata dal fascio |C,| sulla 
curva C di genere zm. 

Analogamente la gt segata sopra una C, (di genere 7,) dal -fascio | C], 
ha 25 + 27, —2 punti doppi: di questi un certo numero o; appartengono 
alla 8, € contano ciascuno per t; — 13 un certo numero o, sono sulla 0, 
e contano per #, —I, mentre i rimanenti m, sono sulla T. Si ha cost: 


M, = 25 + 2m,—2—(t; —1)6,—(t, — 1) 0). 


Cio premesso, per il nostro scopo occorre determinare il gruppo jaco- 
biano della serie lineare d’ordine m, gt, segata sulla T (di genere p) dal 
fascio |C|. I punti doppi di codesta serie, in numero di 2m -- 2p — 2, sono 
costituiti da: 


(1) Cfr., p. es., F. ENriques, Legioni cit., § 1, n. 3. 


RENDICONTI. 1934, Vol. XIX. 50 


a) i 8 punti doppi isolati delle C; 

b) i t punti di contatto tripunto di una C con una C,; 

c) gli m, punti base del fascio |C,| 

d) gli i punti comuni alla 0; e alla 0,, per i quali abbiamo visto pas- 
sare la T, e che debbono essere contati ciascuno come t, + ¢, —1 punti 
doppi, essendo (¢, + #,)-pli per la C* e quindi anche per la serie g' segata 
daviC sulla Ts 

€) i 20, + 2p, — 2 punti doppi della serie segata su 0, dal fascio |Cy|, 
ognuno dei quali ¢ sulla Te conta per t; —1 punti doppi della g'; 

f) i 20, +2, —2 punti doppi della serie segata su 0, dal fascio 
|C;|, ognuno dei quali é sulla Te conta per 1, —1 punti doppi della g' . 

Ne segue l’uguaglianza: 


2m +2p—2=84+ 7+, +i(; +4,—1) + 0: —1) (20; + 2p: —2) + 
+ (t, — 1)(26, + 2p, — 2). 


Invece dalla considerazione del gruppo jacobiano della serie lineare se- 
gata sulla T dal fascio |C,|, si deduce: 


2a 2) 2 = Ore Ti, 


essendo 6, il numero delle curve C, dotate di un punto doppio. Da queste 
due ultime relazioni, eliminando 2p— 2—vt e sostituendo in luogo di m 
ed m, i valori dianzi trovati, si ottiene: 


8o— 4m + (1: —1) (2p: — 2) + (2 — 1) (29. —2) + 
+7, +¢#,—1) =8,—n,—4n,. 


Ma l’espressione che comparisce nel secondo membro di questa ugua- 
glianza ¢ Vinvariante I di Zeuthen-Segre, il quale, se indichiamo con 8 il 
numero delle curve di |C| dotate di un punto doppio, é dato anche da 
I = $—4n. Confrontando questo col precedente valore, si ha: 


6 = 6. + (4: — 1) (20: — 2) + (2 — 2) (29. — 2) + 1(t; —t, — 1), 


il che prova appunto che nel computo di 8 la nostra curva C* conta per 
5* unita, essendo 8* dato dalla (1). 

Si ¢ supposto che le componenti della C* fossero prive di punti doppi, 
ma @ facile vedere come va modificata la (1) nell’ipotesi opposta. Sia, per 
esempio, O un punto doppio della 6,: per O passa (semplicemente) la T, 
ed esso fa parte 2!,—1 volte del gruppo jacobiano della gt segata su T 


da |C|. Pertanto al valore di 8* dato dalla (1) si deve aggiungere 2/, — 1, 


(1) Per una particolareggiata analisi relativa ai punti a), b), c), cfr. C. Secre, l.c., n. 3. 


intendendo di designare con p, il genere effettivo della 0,. Invece se nella (1) 


Px tappresenta il genere virtuale di 0,, Vesistenza del punto doppio O fa au- 
mentare il valore di S* solamente di un’unita. 


3. In generale, si abbia nel fascio |C| (privo di punti base) una curva 
spezzata inn componenti (irriducibili e senza punti multipli) 0,,0,,-+-,n, 
da contare rispettivamente ty,t,,+++,tn volte (= 1): 


cc = EQ: a 0, states i tn On, 


e sia p; il genere della componente 0; (i =1,2,++-, n). Si supponga, da 
prima, che tre componenti 8; non abbiano mai uno stesso punto di con- 
nessione, e si designi con ip, = (8;,6:) il numero dei punti comuni alla 6; 
e alla 0. 

Allora il ragionamento sopra svolto prova che nel calcolo dell’invariante 
di Leuthen-Segre la curva spexzata C* equivale in generale a 


(2) * = Li— 1 (2—2) + Din ta—. 


curve dotate di un punto doppio. 

Qualora poi alcune delle 0; posseggano dei punti doppi, l’espressione 
del 8* va modificata nel senso indicato al termine del numero precedente. 

I punti di connessione delle 8; (comuni a due di queste componenti) 
si sono supposti distinti. Ma il nostro computo pud sempre ridursi a questo 
caso assumendo che un punto comune a s component 0; sia da ritenere caso 
particolare di quello in cui tali 6; s’incontrino due a due: il convergere dei 
punti d’incontro in un unico punto facendo crescere il 8* per la curva spez- 
zata. Infatti — con le notazioni precedenti — si ha che la curva dei contatti 
T passa s—r volte per un punto O comune alle componenti 0,,0,,+++,9:, 
il quale ha per la C* Ja molteplicita t, + 1, + +++ + 4. Quindi nel com- 
puto di 8* il punto O conta per 


6) COG es) 


unita. 

Una conferma della (3) si ottiene trasformando la superficie F in una 
F’ sulla quale al punto O corrisponda una curva eccezionale 6’. Allora alla C* 
corrisponde sulla F’ la curva 


(: th tees +4)0 77,0 44,0 4+---1, 0. 


Applicando a questa la (2), si trova che essa conta nel computo del 8 
relativo alla F’, per un numero maggiore di un’unita di quello che fornisce 
la (3) per la C*: cid che conferma l’esattezza della (3) stessa, la differenza 


di una unita essendo dovuta al fatto che la F’ possiede una curva eccezio- 
nafe di pil: di quelle della F, il che porta appunto un aumento di uno nel 
valore dell’ invariante I della F’ rispetto a quello della F. 


4. E opportuno verificare con qualche esempio |’esattezza delle formule 
sopra ‘stabilite, e vedere come si modifichino quando esistano dei punti base 
infinitamente vicini. 

Sulla F si prenda un fascio irrazionale (K), di genere p, e si supponga 
che in esso esista una curva K* spezzata in due componenti semplici (senza 
punti doppi) 6, e 8,, con i punti di connessione. Inoltre il fascio (K) pos- 
segga 8, curve dotate di un punto doppio. Entro il fascio (K) consideriamo 
una serie lineare g* di gruppi di m curve K, e sia |C| il fascio lineare le 
cui curve sono formate ciascuna dalle m K costituenti un gruppo della gt. 
Il fascio |C|, come (K), @ privo di punti base, e Ja C ha il genere 7 = 
=n(ep—1) +1, se p € il genere di K. Ora una C possiede un punto 
doppio sia quando cid accade per una K sua componente, sia quando due 
o pit delle K costituenti la C coincidono, cioeé in corrispondenza agli ele- 
menti multipli della gt entro (K). Se Ja g* ha soltanto elementi doppi (in 
numero di 2p + 2m — 2), distinti dalla K*, applicando la (2) alle C contenenti 
codeste K doppie (cid che riporta, in sostanza, al caso di Castelnuovo-En- 
riques), si trova che Vinvariante I é dato da: 


(4) [=% +1 44@—D@—)—4 


che é la nota espressione del nostro invariante calcolato per mezzo di un 
fascio non lineare; e il procedimento esposto & appunto uno di quelli che 
si possono seguire per giungere a siffatto risultato “). 

Ma lo stesso invariante I si puo calcolare a partire da un altra gt presa 
nel medesimo fascio (K), che possegga come elemento t—plo la curva spez- 
zata K* = 0, + 0., per modo che rimarranno 2p + 2m —t—1 curve C con 
una componente doppia. Allora, se indichiamo con pg, e g, i generi di 0, 


evOs7 lac(2) da: 
{23 Ghar) 1Ge Ge eens 
+ (t —1)(2e, — 2) + i(2t — 1) — 4m. 
Da cui, se si tiene presente il valore dianzi scritto di m e la relazione 
PM Basra tao) 


si ritorna alla (4). 
- + Abbiamo scritto le formule (1), (2) e (3) riferendoci sempre ad un 
fascio |C| privo di punti base, ¢ evidente pero che le formule stesse riman- 


(1) Cfr. CasTELNUOVO-ENRIQUES, loc. cit. 


gono inalterate quando |Cj possegga dei punti base distinti (necessariamente 
fuori delle componenti multiple della C*). Se |C| ha due punti base infinita- 
mente vicini in un punto O, Segre suggerisce, per ovvie ragioni di continuita, 
di contare due volte il punto O fra i punti base del fascio, avvertendo d’altra 
parte che esistono due curve C, fra loro infinitamente vicine, che hanno in 
O un punto doppio. A noi, facendo uso delle nostre formule, converra invece 
considerare come esistente nel fascio una curva C* (con un punto doppio 
in QO), della quale faccia parte Pintorno di O (curva razionale bisecante 
la C*); cio che si giustifica passando dalla F ad una superficie su cui il 
punto O si trasformi in una curva. Cosi O conta ancora per due unita in 8*. 
In modo analogo, se al fascio |C| appartiene una curva C* con un punto 
triplo in un punto base O, nascono in O tre punti base infinitamente vicini, 
e si terrd conto della loro presenza nel calcolo dell’invariante I, contandoli 
come tre punti base (semplici), e aggiungendo alla C* Vintorno dei due 
primi punti base cadenti in O, che sara costituito da una curva razionale 
doppia 6, trisecante la C*, e da una seconda curva razionale semplice 0’, 
incidente alla 8. Cosi, in particolare, se per O passano tre componenti 
semplici distinte di una C*, il punto O conta in 8* per 6 unita; conta per 5 
se per © passano una componente doppia e una semplice di C*; infine conta 
per 4, se appartiene ad una compomente tripla. Con lo stesso criterio si 
tratter’ ogni altro raggruppamento di punti base. 

E facile confermare le nostre conclusioni con esempi forniti da fasci di 
sezioni piane sopra particolari superficie dei primi ordini: limitiamoci ad 
indicarne alcuni relativi al caso della terna di punti base infinitamente vicini. 
Sulla superficie cubica F,, il fascio |C] delle sezioni con 1 piani per una 
retta r, possegga una C* spezzata in 3 rette uscenti da uno stesso punto O. 
Se O é fuori di r, esso assorbe 4 intersezioni della F; con la quartica P, 
base del fascio delle quadriche polari dei punti di r, cio che conferma la (3). 
Se invece O é sulla r, in O cadono 3 punti base di jC| e della I, fanno 
parte due rette del piano di C*, passanti per O: quindi O assorbe 6 inter- 
sezioni della I, con la F,, come appunto risulta dalla nostra convenzione. 
Sia ora C* = 2a-+), le rette a e b incontrandosi in O sulla r. La F; ha 
due punti doppi conici H, K, sulla a: alla C* si debbono aggiungere gl’intorni 
di H e K (curve razionali infinitesime unisecanti la a), e — in corrispon- 
denza ai 3 punti base riuniti in O — una componente razionale doppia (infi- 
nitesima) @, unisecante la a, e una seconda componente razionale semplice 
(infinitesima) 6’, incidente alla 8. Cosi ¢ 6*=7, e la I’, & spezzata nella a, 
in una retta del piano (a,b) passante per O, e¢ in una conica pure passante 
per O. Allora la T, incontra, fuori di C*, in 5 punti lasP, ,. di classert2: 
onde 8* + 5 = 12. Se C* = 34, i punti H e K sono biplanari (il loro intorno 
si dovra riguardare come una curva infinitesima razionale dotata di un punto 
doppio, e unisecante la a), inoltre la @ incontrera la a in un sol punto. 
Quindi 8&*=8, ed ¢Tj,=24a4T,, aL, incontrando la a in un punto con 


tangente situata sul piano della C*. Altri esempi si costruiscono partendo da 
una F,; indichiamo il seguente. Sulla F, il fascio |C| delle sezioni con i piani 
per una retta 7, contenga una C*=3a-+ 4, le rette a e b essendo incidenti 
in P, fuori di r. La F, possiede 3 punti doppi biplanari sulla a. Si ha 8* = 15. 
Le polari dei punti di r si segano lungo una I, = 2a +T',: la, passa per 
Pe ha ivi un incontro tripunto con la F,, inoltre sega la a in 2 punti, 
in ognuno dei quali ha incontro bipunto con la F,. Quindi la T', incontra - 
la Fy — di classe 36 - in 21 punti fuori di C*: cos} appunto 8* + 21 = 36. 


Matematica. — Ancora sul computo dell invariante di Zeuthen-Segre per 
una superficie algebrica. Nota di L. Campepettt, presentata dal Socio F. En- 
RIQUES. 

Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 

Matematica. — Sulle serie doppie di funzioni ortogonali e normali. Nota 
di C. SEveRINI, presentata dal Corrisp. G. Loria. 

Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 

Matematica. — Sur une classe de plans quadruples. Nota di P. Lisots, 


presentata dal Socio F. Enriques. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo, 


Meccanica (Idrodinamica). — <Azioni dinamiche esercitate da 
una corrente traslocircolatoria sopra un profilo ipocicloidale con n 
cuspidi. Nota di A. Masortt, presentata “? dal Corrisp. U. Cisorrt. 


tr. E oggetto di questa Nota la determinazione della risultante e del 
momento risultante delle azioni dinamiche esercitate da una corrente tra- 
slocircolatoria sopra un profilo ipocicloidale con m cuspidi. Il criterio di 
valutazione € quello che fu gia adottato dal prof. Cisotti (e dopo di lui da 
Rosenblatt, Finzi, Consiglio, Tomotika, Villat, Caldonazzo, Sona): esso 
consiste nell’assumere per la risultante e per il momento risultante delle 
azioni dinamiche subite da un profilo cuspidato quelle determinazioni che 
discendono dalle formule del Blasius scegliendo per gli integrali che vi fi- 
gurano — le cui funzioni integrande ammettono ora singolarita polari di 
prim’ordine sul cammino di integrazione - i valori principali. 


y y y 


N=3 
Fig. 1. 


Jl profilo che qui ¢ preso in considerazione é una ipocicloide ordinaria 
(non intrecciata) con m cuspidi: R & il raggio del cerchio base, « ¢ l’an- 
golo che il raggio del cerchio base relativo ad una cuspide forma con I’asse 
reale, assunto parallelo ed equiverso alla velocita asintotica della corrente 
investitrice (v. la figura 1, dove sono illustrati i casi nm = 2,3, 4); sia V 
il modulo di questa velocit’ asintotica, sia C la circolazione lungo una linea 
chiusa che circonda una sola volta il profilo, sia p la densita del liquido; 
denotino Rx e Ry le componenti cartesiane della risultante delle azioni 
dinamiche, M la componente del momento loro, rispetto al centro del cerchio 


(1) Nella seduta del 20 maggio 1934. 


peaked sar 
base, secondo la normale positiva al piano del moto. Cid premesso, ecco i 
risultati : 
se m = 2, sicche il profilo degenera in due segmenti rettilinei so- 
vrapposti, si ha: 


I ; I Doxratuhe 
(1) Ryle Rates aa en Se ; M=-— RV sin 2%, 


in conformita con quanto trovo il prof. Cisotti “); 
Serti—= siisit hae 


Gyo REY iRy = ——pCV i 3 TERY: iter POOR ere 
se n==4 si ha: 
(3) Ry +iRe=——pCV , M=o, 


sicché Ja risultante delle azioni dinamiche & la metd di quella che assegne- 
rebbe il teorema di Kutta e Joukowski (conservando di questa la direzione 
e il verso, cio che non avviene nei casi precedenti se non per speciali va- 
lori di «). 

Ho notizia dal prof. Caldonazzo che egli ha successivamente ottenuto 
i medesimi risultati, e che sta per rendere noti quelli relativi al caso pit 
generale in cui la corrente investitrice € comunque variabile, e lostacolo é 
comunque mobile. 


2. La rappresentazione analitica della corrente investitrice & contenuta 
nelle due seguenti relazioni: 


iG I 
(4) | fa—FilogZ + U(Z +5), 
. R eine. 
(5) c= 7, |@—92 + 3 


la prima di esse da il potenziale cinetico complesso di una corrente traslo- 
circolatoria, che nel piano Z investe il profilo circolare con centro nell’origine 
€ raggio unitario: U é il modulo della velocitd asintotica, parallela ed equi- 
versa all’asse reale, C & la circolazione lungo una linea chiusa che avvolge 
una sola volta il profilo; la seconda formula effettua la rappresentazione 


(1) Cisorri1, Una notevole eccezione del teorema di Kutta-Joukowski (questi « Rendi- 
conti», vol. V, ser, 6%, 1° sem. 1927, pp. 16-21), a 


conforme della regione del piano Z esterna a quella circonferenza sulla re- 
gione del piano x esterna alla ipocicloide dianzi descritta (v. figura, 2). 


y 


Fiano x=2+ly Piano Z=X+tY 


Per la velocita complessa si ha: 


df a] sea n ene I Zn 
ee, = 7: S- azn “on Z +U(1— Fl ae 


dalla quale si deduce per il modulo della velocita asintotica della corrente 
inyestitrice la espressione: 


nU 
(7) aera Teg 


3. La valutazione della risultante e del momento risultante delle azioni 
dinamiche si effettua mediante le formule del Blasius. Detto sil contorno 
dell’ostacolo, S Ja citconferenza che gli corrisponde sul piano Z, ambedue 
percorsi in modo che i rispettivi campi interni siano lasciati alla. sinistra, 
si ha, con le notazioni gia dichiarate nel § 1: 


aa n | De Pees a MZ 
@) R+R——Efwk=—t/[(Z) ee 
s pees hot ; 
oe tc 2 eR ees wcleg df\? dZ . 
(9) Nie ba {a Rae taf <(27) ag 
5 5 


(1) Nel caso » ="4 (quando Vipocicloide in discorso é un: asteroide) la (8) era nota: 
Amsrein, Un exemple de répresentation conforme, « Bulletin de la Société Vaudoise de 
Sciences Naturelles », vol. XV, fasc. 78, 1877, pp. 175-198. Dal 1931 il prof. CALDONAZZO 
era in possesso sia della rappresentazione conforme dell’esterno di una circonferenza sul- 
Pesterno di una ipocicloide con ” cuspidi, sia di quella dell’interno di una circonferenza 
sull’interno di una epicicloide con » cuspidi. : 


in conformita col criterio gid esposto nel § 1, per ogni integrale che figura 
in queste formule si intende scelto il valor principale, che eguaglia il pro- 
dotto di 27 per la somma dei residui della funzione integranda nei punti 
singolari interni, e dei semiresidui nei punti singolari del contorno (poli di 
prim’ordine). 

a) In virtt delle (4) e (5) si ha: 


if n eet C1 nae ioe I iCUrs U2 Zn 
~ (n—1)R a Ye Tal RT aa Z+ |Z" — eine” 


x Z 


72 


E chiaro che questa funzione ha dentro ad S un sol polo, Z = 0, quando 
n= 2 e quando n = 3; il residuo é: 


f iCV 
| se nN=2: BS SS 
TT 
(11) : 
| se fh pa 3 a Eg RV2 e— 30 > 


(espressioni alle quali si perviene ricordando Ja (7)). La stessa funzione 
ammette sul contorno n poli semplici, nei punti Z, = ey; , essendo le mw le 
radici ennesime dell’unita (b= 1,+-+,m); i rispettivi semiresidui sono: 


n es COner . Cay oy 7CW 3 U: 
apr YS ee (2U +=) Bt Tw Te |X 

y, Zi, 

(Z; = Zs) oP ie (Z, — Z,_:) (Z, — Z, +1) ore. ts (Z; = Zn)’ 
ossia (1): 

I 1 Ca\ait th ies U2 
NURI as 2 aa | ee psoas 
rayne — (us S) 7 ee, 


e la loro somma risulta ©): 


(1) Infatti, posto: 


F(Z) = 2" — ec" == (Z — Z;)+--(Z — Mee. 
si ha: 


(Zp = Zx)- A; (Zh = Zp—1) (Zi = Zh + 1)* Pas (Zh = Zn ) a= [PY (Zp) = nl <4 


eguaglianza che giustifica il passaggio indicato. 
(2) Si tenga presente che 


bs I 
2 = oe = 
un 


n se r € divisibile per n, 


O se r non € divisibile per n. 


NR Se ees aw Deer ae ial, 


(12) Fai i1CV I 


E in virti delle (11) e (12) che dalla (8) discendono per Ry + iRy le 
espressioni annunciate nel § 1, 
b) Rivolgendoci ora alla valutazione di M, osserviamo che: 


BPEL GL n tard 1. \2 7 
(13) alr dz ad an Z +U(1—7,)| Zn — gine 
I Gir yr \e 
eg Hig eelbeal & 


e che é nullo il contributo che il secondo termine porta ad M, perché é 


; I ; . 
chiaro ch’esso rappresenta (: meno del fattore — il momento fi- 
— 


I 
spetto al centro del profilo circolare S delle azioni dinamiche che il profilo 
stesso subisce da parte della corrente rappresentata dalla (4); bastera quindi 
occuparci del primo termine: E manifesto che esso ha dentro ad S un sol 
polo, Z = 0, quando m = 2, con residuo: 


(14) se n=2: — > R2 V2 eri. 


sul contorno esso ammette 7 poli semplici nei punti Z;,, ma i rispettivi semi- 
residui, che si ottengono da quelli stessi dianzi calcolati moltiplicandoli 
rispettivamente per Z; e sono pertanto: 

iCU 


Tw 


I 
2(n—1)R 


[us 7? 


n—(o0+ =) iCU 1 el 


47? 


ossia: 
I 2 I iCU I =| 
25 eS 2 Basie! | \ tay eee WI, CF OO RE Von U2 
saa Y (z+ Al = ( A (2 T ae)? 


sono tutti reali, sicche¢ nullo é il contributo che M ne riceve; da cid e dalla 
(14) discendono per M i risultati annunciati nel § 1. 


Sy aa 


Geofisica (Sismologia). — La frequenza oraria dei terremot 
italiani. Nota di G. AGAMENNONE, presentata “ dal Socio 
E, MILLoseEvicu. 


Di questo argomento mi sono occupato fin dal 1890, e di nuovo nel 
1920, 1925 e€ 1933), specialmente per dimostrare che la maggior frequenza 
delle indicazioni di strumenti sismici in taluni Osservatori, durante le ore 
diurne doveva imputarsi all’attivita cittadina; e in quanto alle scosse avver- 
tite dall’uomo ho sempre ritenuto, col Montessus de B.%), che ]a predomi- 


\ 


nanza delle notturne & soltanto apparente, pel fatto che alcune delle piu lievi 
passano inosservate di giorno. Da una statistica del Cancani‘+) sopra le 
3361 scosse, avvertite in Italia nel decennio 1891-1900, risulto il notevole 


n ; 
rapporto — = 1.54 tra le notturne (m) e le diurne (g), valore che resto 
g 


quasi immutato (1.50) prendendo in considerazione le sole scosse pil in- 
tense, dal grado V in su. Da un pil accurato esame dello stesso decennio 
YEredia ‘s) concluse per una massima frequenza tra 0’ e 6°; ed utilizzandone 


i dati, lo scrivente ha trovato m:g = 1.33. Ad un risultato ben diverso 


(mn: g = 1.05) era pervenuto |’Oddone “ esaminando le 205 scosse Liguri 
del decennio 1886-95. 

In seguito é il Cavasino che si ¢ occupato in modo particolare della stati- 
stica dei terremoti italiani. Dalle 5320 scosse del decennio 1901-10 da lui esa- 
minate, si deduce n:g=1.40; e conglobandole a quelle del decennio 1891-1900, 


(1) Nella seduta del 1° giugno 1934. 

(2) G, AGAMENNONE, Sulla ripartizione oraria diurno-notturna delle scosse registrate 
in Italia nel 1899, «Rend. R. Acc. Lincei», ser. 48, VI, p. 351, aprile 1890; Le segna- 
lazioni sismiche all’ Osservatorio di Mineo, « Atti Acc. Nap. S. Pietro in V.», VII, 1920; 
Ripartizione oraria dei fenomeni sismici a Mineo ecc., « Boll. Soc. Sism, Ital. », XXV, 1924- 
NO2 559 DeO3s 

(3) F. De Monressus pe Battore, Etude sur la répartition horaire diurne-nocturne 
des séismes etc., « Archives des sciences phys. et nat.», sér. 3m¢, XXII, p. 409, nov. 1899, 
Geneve. 

(4) A. Cancant, Frequenza e distribuzione dei terremoti italiani nel decennio 1891-1900, 
« Boll. Soc. Sism. Ital. », VI, 1901-02, p. 210. 

(5) F. Erepta, Distribuzione oraria e distribuzione annua dei terremoli italiani nel de- 
cennio 1891-1900, « Boll. Soc. Sism, Ital.», X, 1904-05, p. 253; Sulla ripartizione oraria 
notturna—diurna dei terremoti italiani notati nel decennio 1891-1900, « Riv. Scient.-Industr. », 
XL, 31 genn. 1908, p. 15. 

(6) E. Oppone, I dati sismici della Liguria in rapporto alla frequenza e alla periodi- 
cita, «Boll. Soc. Sism. Ital.», II, 1896, p. 152. 


Fee 2D aoe 


si ottiene un valore quasi identico (1.37) pel ventennio (1891-1910). 
Per togliere il dubbio che la preponderanza notturna - come da molti si 
sospettava - dipendesse unicamente dalla maggiore facilita con Ja quale le 
scosse pili lievi si avvertono nel silenzio della notte, il Cavasino ha voluto 
tener conto, come il Cancani, soltanto delle 1498 scosse dal V grado in 
su, vale a dire quelle sole che per la loro intensita non avranno certamente 
potuto sfuggire all’osservazione, ed ha ottenuto ancora m: g = 1.37, talche 
egli concludeva che pur concedendo la debita parte alle favorevoli condizioni 
di percezione in cui Puomo si trova nella quiete della notte, la maggior frequenza 
notturna, almeno pel ventennio preso a studtare, é un fatto incontrastabile e per 
nulla illusorio. E un valore poco diverso (1.35) egli trovo esaminando in 
seguito tutte le 1320 scosse del triennio 1916-18 ©), Compiutosi il succes- 
sivo decennio 1911-20, con le 3900 scosse relative al medesimo prese in 
esame dal Cavasino, ¢ venuto fuori un valore alquanto minore (1: g = 1.23); 
ma fondendo le osservazioni di detto decennio con quelle dei due prece- 
denti, lo scrivente ha trovato 1.33 per tutte le 12.966 scosse del trentennio 
1891-1920. Il Cavasino, a dimostrare sempre meglio la reale preponderanza 
notturna del fenomeno e, cio&é, non dovuta alla maggiore facilita di avver- 
tirsi le scosse nel silenzio della notte, ha di nuovo portato il suo esame 
sulle 2084 scosse dal V grado in su, verificatesi in detto trentennio, ed & 
pervenuto ad un valore quasi identico (1.34), concludendo che Jungi dal- 
Pessere apparente é un fenomeno reale, su cui non é possibile alcun dubbio. Ed 
a spiegare la causa di questo fenomeno, si provo ad accennare alle fluttua- 
zioni della pressione atmosferica durante le 24 ore %). 

Se non che, in appresso, sospettando giustamente che mollte delle nu- 
merose scosse notturne, giudicate del V grado, potessero essere state in 
realth assai meno intense, e per conseguenza paragonabili ad altre consimili 
avvenute di giorno e passate inosservate, il Cavasino ha voluto seguire il 
metodo gid applicato fin dal 1889 dal Montessus de B., ed ha riesaminato 
il trentennio 1891-1920 prendendo in considerazione dapprima le 656 scosse 
dal VI grado in su, e poi le 189 dal VII in su, ed ha trovato rispettiva- 
mente 1.04 e 1.03 pel rapporto n:g, cid che dimostra, dice il Cavasino, 
in modo palmare come le scosse avvengano indifferentemente sia di giorno che 
di notte, e che non hanno nessuna relazione col moto diurno della Terra ), 
Pia recentemente egli ha intrapreso dapprima la statistica delle 2636 scosse 
relative all’ultimo decennio (1921-30), e dopo averle aggiunte a quelle dei 


(1) A. Cavasino, Frequenza e distribuzione dei terremoti italiani nel ventennio 1891- 
1910, «Boll. Soc. Sism. Ital, », XX, 1916, p. 9. 

(2) Ai Cavasino, Sismicila, « Ann, Statistico Ital. », ser. 28, VII, 1917 e 1918, p. 16. 

(3) A. Cavasino, Frequenza.e distribuzione dei terremoti italiani nel trentennio 1891- 
1920, « Boll. Soc. Sism, Ital.», XXV, 1924-25, p. 49. . 

(4) A. Cavasino, Sul massimo di frequenza notlurno dei terremoli, « Boll. Soc, Sism, 
Ital.», XXVI, 1926, p. 105. 


tre precedenti decenni, ha preso in esame tutte le 15.632 scosse avvenute 
nel quarantennio 1891-1930, e sempre col risultato di una forte prepon- 
deranza di quelle notturne“. Calcolato il rapporto n: g pel detto decennio 
e poi per il quarantennio, lo scrivente ha trovato rispettivamente 1.40 e 
1.34, valori che confermano appieno tutti gli altri sopra riportati. 


A spiegare la pretesa maggior frequenza notturna dei fenomeni sismici 
non erano mancate altre ipotesi, tra le quali quella cosmica del Grablovitz @) 
e la recentissima del Rodés %), Quest’ultima, basata sopra una notevole pre- 
ponderanza di registrazioni sismografiche notturne per un periodo di ben 
16 anni, veniva a rimettere in dubbio la distribuzione oraria uniforme dei 
terremoti; ma lo scrivente fece notare che la preponderanza notturna poteva 
ancora essere apparente “, 

Ora che sono state pubblicate le liste dei terremoti italiani per un 
altro biennio (1931-32), ho ritenuto utile di riesaminare la questione; ed 
a tale scopo ho voluto limitare il mio esame agli ultimi 17 anni, utilizzando 
i cataloghi riassuntivi finora editi dal R. Ufficio Centr. di Met. e Geofisica 6), 
Basandomi su di essi, v’¢ da sperare che i dati siano anche pil sicuri in 
grazia del servizio sismico che si deve supporre sempre piu migliorato per 
l’interesse crescente di questi studi e per un pil esteso numero di osser- 
vazioni. Nella Tabella I, di faccia ad ogni anno, si trova il numero delle 
scosse notturne (7) e diurne (g), raggruppate secondo la loro varia inten- 
sita, a partire da un determinato grado della scala sismica « Mercalli ». 


(1) A. Cavasino, La sismicita dell’ Italia nel quarantennio 1891-1930, « Boll. Soc. 
Sism. Ital.», XXX, 1931-32, p. 195. 

(2) G. GrasLovitz, Periodicita diurna dei terremotie della pioggia, «La Meteorologia 
pratica», di M. Cassino, VI, ii, Zl. Raph La dotlrina dei terremoti, « Boll. Soc. Sism. Ital. », 
XXV, 1924-25, p. 95. 

(3) L. Ropé&s, Période diurne et annuelle dans la distribution de 1944 tremblements de 
terre par un méme UBL Or «Publ. Bureau Centr. Séism. Intern. », sér. A; fasc. n. 7, 
p. 54; «A Terra», n. 1, Ottubro 1931, p. 25, Coimbra. 

(4) G. Keene Periodicita diurno—notturna dei terremoti, « Rend. R. Acc. Lincei », 
ser. 62, XVII, p. 825, maggio 1933. 

(5) Per gli anni oe 1921 manca in detti cataloghi la distribuzione oraria. 
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TABELLa JI. 


Anno 


1916 
1917 
1918 
1919 
1920 
1921 
1922 
1923 
1924 
1925 
1926 
1927 
1928 
1929 
1930 
1931 
1932 . 


TOTALE 


Numero di scosse dal grado 


II in su V in su VI in su VII in su VIII in su 
n g n zg n g nN eateaihen CREA Maes 
a oe 32 31 8 7 4 5 2 
=F ai 55 25 9 7 — a >) 
a9 aay 23 y, 3 3 I I I 
— — 19 15 2 5} — 4 2 
ee Ir) 19 5 5 I 1 
— = 19 22 il 8 2 3/ — cas. 
79 51 16 8 5 4 — 2 & = 
87 82 14 18 3 4} — = — = 
155 102 26 14 5 6 2 2 _ — 
86 78 9 14 2 Si = 2; — — 
82 54 II 10 5 I 3 1} — — 
187 139 31 18 II 6 I 3 /— I 
412 | 243 48 27 5 Tider Te ties 2 
153 128 22 20 7 5 2 I _ = 
186 126 35 15 12 5 2 2 I 2 
170 | 144 34 24 6 8 2 Sele ar — 
56 51 10 5 I I 1 — — — 
1653 | 1198 | 415 294 96 87 21 36 2 13 
2.851 709 183 57 15 
WS == 1304 Ne 140 (| Ws ge 1,70. | 319 == 0,58 || 03.8 = ONS 


Per le scosse dal V grado in su desta meraviglia i] valore cosi ele- 
vato per m:g; ma come ha fatto rilevare il Cavasino, ¢ da ritenere che 
effettivamente esiste una certa tendenza da parte degli osservatori ad esa- 
gerare |’intensita delle scosse che hanno luogo nel cuore della notte, in 
modo dall’assegnare loro un grado superiore al vero. Quindi ¢ probabile 
che tra le numerose scosse notturne, segnate al grado V, molte corrispon- 
dono al grado IV e fors’anche ad uno inferiore, vale a dire a scosse pil 
o meno leggiere che di notte fanno impressione, ma che di giorno pos- 


= 798 — 


sono passare inosservate, specie nelle ore di maggiore attiviti umana. Ma 
il rapporto :g gid si riduce a quasi 1 per le scosse dal VI grado in su, 
e diventa perfino <1 per quelle pil violente. 


TABELLA II. 


Valore di per le scosse dal grado 
o 


II in su V in su | VI in su | VII in su VIII in su 
1,70 2,55 5,0 1:0 1,00 
1555 22.0 2,40 3,00 0,05 
RP DBS 1,83 2,00 Onn 
1,52 2,00 1,40 1,00 O:! 
1,47 2,00 1,28 1,00 ORD 
1,34 1,86 1225 1,00 OP 
1,19 1,78 1,14 1,00 Ong 
1,18 172) 1,00 0,80 On2 
1.10 AD 1,00 0,67 Qo 
1,10 Tes 1,00 0,67 0:0 
1,05 i 21,10 ~ 0,87 0,50 0:0 
— 1,10 0,83 0,33 Qa 
— 1,03 0,75 032 Q:0 
_— ; 0,86 0,75 O32 Q:0 
_ 0,78 0,71 O72 0:0 
— 0,63 | le. : 0,40 O83 0:0 
— 0,58 0,40 O:4.. 0:0 


Ho poi riunito nella tabella I] i valori decrescenti di n:g¢ per ogni 
gruppo delle scosse considerate, per mostrare la grande variabilita dei me- 
desimi, la quale se in parte puO certamente dipendere da speciali periodi 
sismici, sta vie pill a dimostrare linsussistenza del preteso fenomeno del 
maggior numero dei terremoti’ notturni. Infatti, se fosse vero che ‘cid di- 
pendesse da una determinata causa, come potrebbe spiegarsi tanta variabi- 
litt? Cosi, per tutte le: scosse dal grado-II in su, si trova 1: g vicinissimo 
alPunita per quasi la meta degli anni considerati; per quelle dal V grado 


in poi, m:g si mantiéne di poco >>1 per’3 anni e diviene <r per 


On 


ben 4 anni; per quelle dal VI in su, si trova se > 1. per. soli-7: anni? 
nig —=T1 per 3 anni, 2: g<1 per ben 7 anni; per quelle dal VII in poi, 
siha n:g>>1 per soli tre anni, m:g = 1 per 4 anni, n:g<1 per 5 anni, 
e si hanno scosse soltanto di giorno per 5 anni; e infine per quelle dall’ VIII 
in su, risulta sempre 1: g¢=1 e si trovano ben 6 anni, nei quali le scosse 
sono avvenute soltanto di giorno! Si deve percid concludere — almeno per 
1 terremoti italiani e verificatisi nell’intervallo di tempo considerato — non 
esservi ragione alcuna per dubitare della loro uniforme distribuzione oraria. 
Non solo, ma dall’esame dei pil forti terremoti, dal VII grado in su, par- 
rebbe anzi prevalere una marcata predominanza per quelli diurni, dunque 
proprio all’opposto della comune opinione, circa la loro maggiore frequenza 
durante la notte! 

La poca fondatezza di questa credenza viene anche dimostrata dal rap- 
porto m:g, vicinissimo all’unita, che risulta dall’esame di un buon migliaio 
di repliche del terremoto Marsicano del 1915, registrate in 6 mesi dai si- 
smografi dell’ Osservatorio di Rocca di Papa, e percid sottratte ai fallaci 
sensi dell’uomo“). E poiche dal magistrale lavoro del Montessus de Bal- 
lore, basato sopra un totale di ben 45.000 sismi — avvenuti in diverse parti 
del globo — risulto pure che i medesimi ebbero luogo in ugual misura di 
giorno e di notte, beninteso per una stessa regione, se ne deve a buon 
diritto concludere che effettivamente cio corrisponde al vero, e quindi ¢ 
perfettamente inutile di affaticarsi pit oltre a scoprire le cause di un fatto 
inesistente. La discussione sopra l’argomento, da noi trattato, sta a dimo- 
strare, una volta di piu, quanto bisogna andar cauti nell’accogliere 1 risul- 
tati delle statistiche, se non si vuole andare incontro a sorprese del genere 
di quella sopra riportata. 


(1) A. Cavasino, La frequenza nelle repliche del grande terremoto nella Marsica ecc., 
« Boll. Soc. Sism. Ital.», XIX, 1915, p. 219. 


RenpIconti. 1934, Vol. XIX. 5t 
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Fisica. — Sul fenomeno della fusione in rapporto con una 
nuova equazione di stato e con la struttura reticolare de solidi. 
Nota I] di S. Francuerti, presentata“? dal Corrisp. L. Rota. 


La fusione sarebbe dunque caratterizzata da un valore critico dell’energia 
potenziale totale (v. eq. (4) e (4’)) corrispondente a un valore di p intorno 


2 


a e=fm che é il valore per cui oe = 0 cioe quello per il quale la forza 


d’attrazione fra due particelle sarebbe massima. E pil precisamente siccome 
abbiamo fatto l’ipotesi che ]a fusione corrisponda a un brusco cambiamento 


nell’andamento di (2) quale funzione delle variabili di stato —e come 
r=Q 

tali possiamo scegliere la p stessa (equivalente all’energia potenziale totale ®) 

e la pressione @) (che supporremo costante) — ne viene che il valore « critico» 

di » sara un poco inferiore a 7m e la differenza sara tanto meno accentuata 

2 2 

Toa Gea 

Questa esistenza di un valore critico dell’energia potenziale non é con- 
traddittoria col concetto abituale dell’esistenza di una temperatura di fusione. 
Difatti abitualmente non si considerano che processi isobarici e in questi 
a ogni valore di T é associato un valore di ® e viceversa, cosi che l’esi- 
stenza di un punto di fusione é conseguenza immediata dell’esistenza di una 
« energia potenziale di fusione ». 

Mi  sembrato non inutile confermare questo risultato per una via di- 
versa da quella gid seguita altra volta, perché pud avere un duplice interesse. 
In primo luogo porta qualche informazione sul processo della fusione che 
é quello dei cambiamenti di stato che & meno spiegato e piti differente dagli 
altri (sublimazione, evaporazione, ebullizione); in secondo luogo puod servire 


quanto piu rapido é il passaggio da 


(1) Nella seduta del 20 maggio 1934. 


(2) Tale scelta & possibile, perché se supponiamo di passare da un sistema di variabili 
p,T aun sistema p,® abbiamo: 


MN GAN sc 22 

op aT op-oT | 90 
eve ret ep 
op oT 


é ge e tamente = 
aT certamente ==o0. 


BENE Ye he 


come utile dato per lo studio delle forze interatomiche, ancota assai poco 
chiare specie dal lato quantitativo. Su quest’ ultimo punto conto perd di 
ritornare in seguito. 

Altre spiegazioni della fusione sono state proposte da vari autori, ma 
in maniera non meno ipotetica e forse non pil soddisfacente. 

La prima ¢ dovuta a Lindemann © il quale suppose che la fusione 
avvenisse quando le oscillazioni delle particelle hanno raggiunto un’ampiezza 
tale che «die Atome bzw. deren Wirkungsphiren direkt zusammenstossen » 
e da questo dedusse la ben nota relazione fra temperatura di fusione e fre- 
quenza di oscillazione che va appunto sotto il nome di formula di Lindemann. 

Contro questo meccanismo sta l’obiezione che non si capisce come a 
temperature inferiori al punto di fusione le « sfere d’azione » possono non 
toccarsi @), 

Pi recentemente Raschewsky @) ha fatto lipotesi che la fusione cor- 

d? M, 


risponda al punto in cui + —° = 0, indicando con ®, l’energia potenziale 


dd? 


3 

mutua delle particelle in un reticolato finito e con 8 la VA, dove A é il 
volume della cella elementare; e poco dopo Tarassoff “) ha supposto che 
la fusione sia caratterizzata dall’estinguersi delle forze che riconducono ai 
rispettivi punti di equilibrio gli atomi che ne siano spostati, trovando che 
si deve avere la fusione quando r = 1m (col significato usato sopra) per le 
particelle contigue. 

Queste ultime due ipotesi si equivalgono, nel caso qui considerato in 
cui le azioni fra particelle non contigue sono supposte trascurabili 5) e con- 
ducono tutte e due ad ammettere l’esistenza di un volume «critico ». (Vera- 
mente le considerazioni di Tarassoff si riferiscono a reticolati eteropolari 
del tipo NaCl, ma é facile applicarle anche al nostro caso di un reticolato 
di particelle eguali). 

Secondo il resultato da me ottenuto la fusione avverebbe prima che si 
abbia r—=-rm, perché essa corrisponde a ep =fm € abbiamo visto che ¢ 
o>>r. Cid porta anche come conseguenza che le dette forze di richiamo 
non sono estinte nel solido al punto di fusione, e siccome non ne troviamo 
pit traccia nel liquido, abbiamo qui un esempio di discontinuita che ac- 


compagna la fusione. 


(1) Linpemann, «Phys. ZS.», TI, 609, 1910. 
(2) V. p. es. HerzreLp, « Hdb. der Phys. », II" ediz., vol. XXIV, p. 244. 
(3) RascHEwsky, « ZS. f. Phys.», 40, 214, 1927. 
(4) Tarassorr, «ZS. f. Phys.», AI, 318, 1927. 
; NA : 7 

(5) Difatti si ha, allora, come si é visto: 0, = = OU) e d’altra parte € 8=Kry 
Nar 420 

ee 


con K costante, cosi che la condizione di Rascheswky diventa =0,cioe r=1m. 


Ole 


Una teoria della fusione la quale perd riguarda solo i reticolati binari 
é stata svolta da Braunbek ‘). Braunbek parte da una schematizzazione del 
moto termico degli atomi, il quale viene ridotto a una regolare oscillazione 
dei due reticolati parziali — supposti rigidi — l’uno rispetto all’altro. Questa 
oscillazione ¢ inoltre supposta avvenire in una determinata direzione che 
sarebbe quella di un particolare movimento di ricoprimento di uno dei re- 
ticolati parziali. Particolare per questa ragione: supponendo di tener fisso 
uno dei reticolati (pensato di cariche puntiformi) e spostando l’altro dentro 
al primo in una direzione di ricoprimento, il potenziale f delle forze reti- 
colari durante uno spostamento elementare passa da un minimo ad un 
massimo (A) e quindi ancora a un minimo. Una funzione semplice che 
ha questo andamento é la f = A sen? ~~ dove u indica l’ascissa dello 


ih 
spostamento e s la lunghezza dello spostamento elementare. 

Fra tutti gli spostamenti possibili viene scelto quello in cui A é minore. 
L’equazione differenziale del moto oscillatorio é 


mu? TU 


= U — A sen? 


42 


dove U é lenergia interna e 


l’energia cinetica. 


L’integrazione di questa equazione conduce a degli integrali ellittici e 
dalla discussione dei resultati si trova che c’é scomparsa del moto oscilla- 
torio quando U ¢ paragonabile ad A. La fusione sarebbe connessa con questo 
fatto. 

Che il meccanismo immaginato da Braunbek abbia qualche analogia con 
quello vero lo prova il fatto che, sia pure in molto grossolana approssima- 
zione, si ritrovano la legge di Richards (proporzionalita fra il calore di fusione 
e la temperatura assoluta di fusione) e guella di Lindemann. Per altri lati 
pero la teoria di Braunbek, almeno nella sua forma presente, si presta a 
serie obiezioni. Ad esempio é facile calcolare dalle formule date @) che nel 
caso di un reticolato del tipo NaCl le oscillazioni dei due reticolati parziali 
raggiungerebbero al punto di fusione un’ampiezza di circa il 46°/, della 
distanza fra gli ioni di segno opposto pit vicini, Ja quale ampiezza scende 
solo al 29°/. della stessa distanza per un valore di U meta di quello cor- 
rispondente alla fusione. Questi valori sono incompatibili con tutto quello 


(1) Braunsek, «ZS. f. Phys. », 38, 549, 1926, e ved. anche Born u. GOPPERT-Mayer, 
loc. cit., p. 694. 


a 
(2) Anche da quelle sopra citate, ponendo —I0me a= 0.762 che é il valore 


; U 
che Braunbek trova per il rapporto 7 al punto di fusione e quindi risolvendo per at 
9 
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che si sa sulla impenetrabilita degli ioni: le ampiezze di oscillazione di questi 
non possono oltrepassare qualche unita °/, della minima distanza fra essi. 

Per quanto lo scopo di queste due Note non sia quello di ricercare 
una completa teoria della fusione ma solo di confermare il significato di 
questa, voglio aggiungere alcune osservazioni sulle discontinuita che accom- 
pagnano la fusione. Si puo notare che dalla (8) sola non é possibile dedurre 
Vesistenza di discontinuita; pero essa non ne esclude Vesistenza, che anzi 
abbiamo gia visto l’esempio di una di esse. Le discontinuita principali sono 
almeno due: una relativa al volume, l’altra all’energia interna. Difatti du- 
rante la fusione il volume subisce un salto brusco, per lo pil’ una espan- 
sione, cosi che si pud dire che ci sono dei volumi, quelli intermedi fra il 
solido e il liquido che corrispondono a stati instabili. E nello stesso modo 
si pud dire che ci sono dei valori «instabili» dell’energia, cioe quelli 
compresi fra l’energia al punto di fusione e la somma di questa col calore 
di fusione. Qualitativamente ci si pud spiegare aumento di volume nel- 
l’ipotesi che Venergia potenziale abbia ancora nel liquido un valore notevole 
e sia tutta energia mutua. Per esempio se l’energia potenziale restasse in- 
variata (eq. (4) e (4’)) si dovrebbe avere nel liquido una distanza fra par- 
ticelle vicine dell’ordine di grandezza di p, cioe pit grande per la (7), della 
corrispondente distanza nel solido. 

La spiegazione della discontinuita dell’ energia potrebbe invece esser 


: ° © . 
fatta ammettendo che una almeno delle due funzioni « o me abbia un 
S 
aes ; 3 
limite determinato per la fase solida (limite inferiore per «, superiore per (= 
S 


il quale pud venire oltrepassato solo cambiando fase, cioé cambiando la 
struttura del sistema con conseguente variazione dell’energia interna. 
Questa é una ipotesi che potrebbe essere accettabile, ma richiederebbe 


: i } 
per esser verificata un’analisi pit profonda della dipendenza di a e (sr), 


della struttura, 
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Fisica (Fisica matematica). — Una osservazione riguardante 
la propagazione delle onde elettromagnetiche. Nota di L. Sona, 
presentata ‘? dal Socio G. A. Maca. 


Il prof. E. Laura, trattando in una sua Memoria, la propagazione 
delle onde sonore, dimostra che non é@ possibile la propagazione di onde di 
tipo armonico semplice o smorzato, tutte dello stesso periodo, all’esterno 
di una superficie chiusa convessa, in un mezzo fluido inizialmente in quiete, 
ad eccezione delle vibrazioni armoniche puramente radiali all’esterno di una 
sfera. Tale dimostrazione é basata sul fatto che la funzione caratterizzante 
la perturbazione oltre a soddisfare |’ equazione indefinita del moto ondoso, 
deve soddisfare sul bordo dell’onda a delle particolari condizioni analitiche 
che vanno sotto il nome di « condizioni di Love » e che risultano oltrecche 
dalla citata equazione, da considerazioni concernenti la natura fisica del mezzo 
di propagazione e il tipo della perturbazione propagata. 

In una mia Nota) recente io ho avuto occasione di dedurre, appli- 
cando le «condizioni di Love» relative alle onde elettromagnetiche al caso 
delle onde armoniche, una proprieta che semplifica alquanto le equazioni diffe- 
renziali della propagazione di dette onde e riduce la questione a problemi di 
tipo armonico “), In base a questo risultato e applicando un metodo analogo 
a quello adoperato dal Laura per le onde longitudinali, dimostro in questa 
Nota che le equazioni di Maxwell—Hertz e le condizioni di Love costitui- 
scono un sistema di equazioni « sovrabbondanti » nel caso che si imponga 

alla perturbazione di essere di tipo armonico semplice o smorzato, con pe- 
riodo costante, e la propagazione avvenga all’esterno di una superficie con- 
vessa qualunque. Ne viene di conseguenza che se si immaginano assegnati 
su una superficie o, a partire da un istante /, qualunque, per i due vettori che 
compongono il campo elettromagnetico, dei valori di tipo armonico a periodo 
costante, la perturbazione che si propaga nello spazio circostante, e che é uni- 


(1) Nella seduta del 1° giugno 1934. 

(2) E. Laura, Sopra la propagazione di onde in un mezzo indefinito in Scritti mate- 
matici offerti ad Enrico d’Ovidio, pp. 253-278. Torino, Brocca, 1918. 

(3) L. Sona, Sul problema della riflessione e rifrazione delle onde elettromagnetiche armo- 
niche, «Rend. Acc. Lincei», ser. 6*, vol. XIX, 1934, pp. 159-160. Vedi anche: G. A. Macc, 
Soluzione del problema della riflessione e rifrazione delle onde elettromagnetiche armoniche ecc., 
«Rend. Ist. Lombardo », vol. 67, pp. 1-6, 1934. In questo lavoro sono citate altre Note 
dello stesso prof. Macc sulla medesima questione. 

(4) G. A. Macet, Nuovi complementi alla Nota: Riflessione e rifrazione delle onde 
elettromagnetiche armoniche ecc., questi «Rendiconti», vol. XIX, ser. 6°, fasc. Be Pal Zor 
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vocamente determinata per il teorema di esistenza ed unicita di soluzione ©), 
sara costituita oltreccht da un campo elettromagnetico armonico periodico 
con periodo uguale a quello dell’assegnato campo in superficie, anche da altre 
perturbazioni i cui periodi e le cui caratteristiche dipenderanno, in generale, 
anche dalla forma delle superficie o. 

Il Laura ©) ha dimostrato, nel caso delle onde sonore propagantesi al- 
Vesterno di una sfera, l’esistenza di moti secondati che accompagnano la 
vibrazione principale e li ha chiamati moti quasi—liberi. Spero fra breve di 
poter occuparmi dell’analogo problema riguardo alle onde elettromagnetiche. 

1. Indichiamo con E, H rispettivamente l’intensita del campo elet- 
trico e del campo magnetico. Le equazioni di Maxwell-Hertz nel caso del- 
Yassenza di correnti convettive, per un mezzo isotropo, coibente, assumono 
la forma 
@9) eH = crot H ; pe =—crot E, 
essendo c¢ la velocita della luce nel vuoto, ¢ e yp la costante dielettrica e la 
permeabilita magnetica del mezzo che si considera. 

Consideriamo lo spazio S all’esterno di una superficie o convessa, chiusa. 
Se su o si suppongono noti i due vettori E, H, a partire dall’istante 1 = 0 
in cui si suppone abbia inizio la perturbazione, si formera un bordo d’onda o; 
che, propagandosi in S, divide la parte perturbata da quella non perturbata 
dello spazio al tempo #. Come ¢ ben noto la superficie o si ottiene portando 
sulle normali ao, esternamente, dei segmenti di lunghezza at essendo 


C 
WS oa 
cul 
la velocita di propagazione. La a; risulta convessa come la o. 
Le condizioni di Love a cui devono soddisfare le E, H sui punti di un 


bordo d’onda che si propaga in un mezzo isotropo, coibente, sono le se- 
guenti ‘): 


ee MG ig Ee 
(2) Vi n=HAn ; 2 H=EAn, 
essendo m il versore normale esterno alla superficie o. 


(1) Cfr., per es., A. E. H. Love, Waves motion whit discontinuities in wave-front, « Proc. 
of the London Math. Soc.», ser. 2%, vol. I, p. 56, 1903. 

(2) E. Laura, Sopra il problema della propagazione di moto all’esterno di una sfera, 
« Atti R. Acc. Scienze di Torino», vol. 50, 1915. 

(3) Cfr., per es., L. Sona, La propagaxione delle onde elettromagnetiche, « Rend. Semi- 
nario Mat. Universita di Padova», anno II, 1931, p. 113. Le formule date in questo punto 


si riferiscono alla propagazione nel vyoto ma € immediata l’estensione a un mezzo die» 
lettrico qualunque, 
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Supponiamo ora che i vettori E, H, siano di tipo armonico semplice 


27 ie 
con periodo costante ——; essi si potranno esprimere nella forma 
C7 
r r 
| E = E, cos « aa: + E, sen « ameter 


| H =H, cose( 7 — 1) + H. sena (7 —1), 
\ a \ a 
essendo r la generica distanza di un punto P da o contata sulle normali 
alla o stessa; E,,E,,H,,H,, funzioni del posto. 

Si puo verificare innanzi tutto che colla posizione (3) risultano auto- 
maticamente soddisfatte le equazioni 


(4) dvE=o , divH=o, 


proprie del campo neutro ™. 


Tenendo poi conto che sul bordo dell’onda si ha =1t, e appli- 


7 
a) 
cando le (1) e le (2) alle (3), si deduce facilmente ) che nel caso delle 
onde armoniche, le condizioni di Love diventano 


(5) Vi maw An 3 2m =B An, CxS) 


e valgono per tutto lo spazio esterno a o data l’ indipendenza delle E, , Hy 
dal tempo. Le equazioni di Maxwell si riducono, in conseguenza, alle se- 
guentl: 


(6) ToC = 0 Ge "con) FB Eh 
Le (4) poi, tenuto conto delle (5) e (6) assumono la forma 
(7) divF =o ’ con F= E,,E.,H, a i las 


Le (5), (6) € (7), essendo le quantita che in esse figurano indipendenti 
da t, sono delle relazioni spaziali che valgono per tutto lo spazio S esterno 


ao; esse sono equivalenti al sistema seguente in cui U rappresenta uno 
scalare funzione regolare in tutti i punti di S: 


F = grad U 

A, U=0 
(8) 

¢ Ueie 

Aas 


(1) Vedi a riguardo la Nota del Macci citata a Dede 
(2) Vedi la mia Nota citata a Demele 
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la terza delle quali si é ottenuta moltiplicando internamente per m i due 
membri di ciascuna delle (5) e osservando che 


aU 


erad.U) X02 


2. Notiamo subito che nel caso che Ja o sia una superficie sferica, 
le (8) importano che Ja U sia una funzione sferica di grado zero: ora é ben 
noto che non esiste una tale funzione « regolare » all’infuori di U = cost. 
Resta cosi senz’altro esclusa la possibilita che si possano propagare onde di 
tipo armonico a periodo costante all’esterno di una sfera. La stessa cosa vale 
per una o convessa, chiusa, generica. Per dimostrarlo consideriamo un si- 
stema di coordinate curvilinee &, y, r in cui una delle famiglie di superficie 
che lo determinano sia costituita da superficie parallele a o, all’esterno di 
essa e la r abbia il significato ad essa attribuito al n. r. Rimandando alla 
Memoria del Laura citata a p. 1, per tutte le considerazioni riguardanti 
le condizioni a cui devono soddisfare i parametri che definiscono la trasfor- 
mazione dalle coordinate cartesiane al nuovo sistema, mi limito a ricordare 
che il sistema stesso ¢ triplamente ortogonale quando le linee (§ = cost. , 
r= 0) e (y=cost.,r = 0), sono linee di curvatura per le superficie 

=0-(cloc per las): 
Il quadrato dell’elemento lineare assumera la forma 


(9) ds? = Li d@ + Lidy? + dr, 


e sara ben determinato quando si conosca la superficie o. 

Nel caso della sfera si potra alla coordinata radiale r, aggiungere un 
qualunque sistema di coordinate sferiche ortogonali essendo tutte le linee 
tracciate sulla sfera linee di curvatura. Assumendo un qualunque sistema di 
coordinate polari 8,9,¢, coll’origine nel centro della sfera si avrebbe 


ds? = p? d@ + p? cos? Odg? + do’. 


Le L,,L, sono sempre diverse da zero per il loro significato geo- 
metrico. 


3. E ben noto (I° Lemma di Green) che dette u,v due funziont re- 
golari assieme alle loro derivate prime, in un campo S, limitato da una 
qualunque superficie o, si ha: 


‘(au dv «Ou OV Ou «OV " Ov 
3 i oa Pal B = 2 1 == 5 
(10) ies ax 3y ay | 2 eds + [used i fwd vdS =0 
S Go 


S 


ov : 
essendo a la derivata secondo la normale a o. 
n 


(1) V. anche a proposito: E, Laura, Trasformazione di coordinate nella Teoria ma- 
tematica dell’elasticitd. « Atti R. Ist. Veneto di Scienze» ecc., to. 93, Pe, IML, sites. 
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Si consideri ora lo spazio S limitato da due superficie 6, e 6, paral- 
lele alla superficie convessa chiusa o considerata nel numero precedente, si 
ponga 1 =v = U e si impongano alla U le condizioni (8): risultera : 


(11) [4.Uds =o, 


A vay . PUY, (Uy _ 2 UY, 1 PUY, AUY. 
: =(5) +(5 +( Tis “tT Bal War 


, ¥ oU : 
Essendo poi L,,L, diverse da zero e aa la (11) permette di 


concludere 
3oU oU 
a ee —_ =O 3 
0& on 
€ per conseguenza 
(12) Ute Costs UAE coradedveton 


I vettori E,,E.,H,,H, sono dungue nulli. 

Questo risultato sussiste anche se la costante di frequenza « non é 
reale cioe se si tratta di vibrazioni armoniche smorzate tutte con ugual 
periodo e ugual coefhiciente di smorzamento. Potremo quindi concludere 
che: non ¢ possibile la propagazione di onde elettromagnetiche armoniche sem- 
plict o armoniche smorzate allesterno di una superficie 6 convessa chiusa 
qualunque. 


— 809 — 


Chimica. — Strutiura cristallina del cianuro di tallio™. Nota 
di M. Srrapa, presentata® dal Socio G. Bruni. 


A complemento dello studio che sto facendo sulla struttura dei pseudo— 
alogenuri di tallio G), ho esaminato nel presente lavoro anche la struttura 
cristallina del cianuro di tallio. 

Fra i cianuri dei metalli monovalenti sono gia stati studiati quelli dei 
metalli alcalini“® e quello di argento ‘). 

E tuttavia interessante lo studio del cianuro di tallio anche per verificare 
la dimensione dell’ione cianogeno quando si accompagna, come nel composto 
in esame, con un metallo, che pur essendo monoyalente, ¢ molto diverso 
chimicamente ed elettronicamente dai metalli alcalini. 

Non mi propongo pero qui di considerare la simmetria interna dell’ ione 
cianogeno, come gia venne fatto dei cianuri alcalini © perché certamente le 
riflessioni dell’ ione tallio sono prevalenti, dato i] suo elevato peso molecolare 
e il metodo delle polveri, da me usato in questo studio, non da elementi 
sufficienti che per una indagine molto approssimata della posizione dei centri 
del carbonio e dell’azoto. Considererd quindi, come si vedra in seguito, 
Vione CN- come un’unica entita costitutiva. 


Preparazione. — Ho preparato il cianuro di tallio per doppia decompo- 
sizione da soluzioni concentrate di acetato di tallio e di cianuro alcalino; 
il precipitato venne poi rapidamente filtrato, mantenendolo sempre sotto uno 
strato di liquido, onde impedire il contatto dell’aria e poi seccato nel vuoto, 
perché @ noto che il TICN libera acido cianidrico a contatto dell’aria. 

Venne poi fotografato con i raggi X emessi da un tubo Philips a ioni 
con anticatodo di ferro. 

Il fotogramma si ordina per una disposizione cubica con una cella di 
lato 7.64 A. Gli indici possono venire pero divisi per due, dando un lato della 

° 


cella a corpo centrato, di 3.82 A. 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica generale del Politecnico di Milano. 

(2) Nella seduta del 20 maggio 1934. 

(3) M. Srrapa, Ricerche sulla struttura dei pseudo alogeni e dei loro composti. I Tiocianato 
di tallio, « Gazz. Chim. Ital.», 64, 400, 1934- 

(4) A. COOPER, « Nature», 107, 745 1921; 110, 544, 1922; R. M. Bozortu, 
«Journ. Am. Chem. Soc.», 44, 317 1922; G. Narra e L. Passerini, «Gazz. Chim. 
Ital.», 62, 111, 1931. 

(5) G. R. Levi, «Giorn. di Chim. Ind. e Appl. », 7,410, 1925; G. Nata e O. VEc- 
cuta, «Rend. Ist. Lomb. di Scienze e Lett.», 66, XI, XV, 1933- 

(6) G. Narra e L, Passerint, loc. cit. 
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La densita calcolata risultd per entrambi i casi 6.82, supponendo che 
la cella di lato 7.64 contenesse 8 molecole, e che quella di 3.82 ne con- 
tenesse una sola. La densita calcolata ¢ in accordo molto buono con quella 
sperimentale (metodo del picnometro, liquido usato: toluolo) che é risul- 
tata uguale a 6.523. 

Nel primo caso il gruppo di traslazione @ +’ e nel secondo caso é tt. 


Fotogramma delle polveri TICN, Fe ant. 


Tens oa Cella con 8 mol. Cella con 1 molecola 
scnei2 lette hkl Sr at le rt See 
Ini de 9 al hk 1 a Int. cal. 
0.3336 md pisprnc {ey || 2) Xor 5} 7.42 Our 3.705 — 
0.3365 ff 2.639 On? 7.47 Leon 3.730 75000 
0.4500 mf 2.150 22 Faas mi i 3-723 15000 
0.5150 mf 1.878 004 750 OOM? 3.755 26500 
0.5745 f 1.684 AG TES E210 3.765 46800 
0.5722 dd EAC} || a AL 7.49 1 a: 3.740 
0.6290 ff 1.538 Bs ih 2 ESS Oa fi 3.766 86100 
0.7240 mf 1.336 440 7.56 DB DAS, 3.775 37500 
0.7310 d 1.1978 60 7.58 1 Bw 3.785 ~ 
0.7660 mf 1.264 EL UL 9) FSI BD i 3.786 34900 
0.8060 f 1.200 260 7-50 1350 3-794 67200 
0.8480 m 1.141 26n2 Tesi fe hn 3-786 31500 
0.8787 md I.101 444 7.62 Dy DD 3.814 15300 
0.9490 ff 1.020 26s. 7.64 DBD 3.820 113500 


Nella tabella sono riportati i dati relativi a tale ordinamento sia per la 
cella contenente 8 molecole, sia per quella che ne contiene una. 


Discussione della struttura. - Prendendo in considerazione la cella piu 
piccola ho supposto (come in genere per i composti aventi la cella elementare 
contenente una sola molecola) una struttura del tipo cloruro di cesio. Po- 
nendo ai vertici del cubo elementare il tallio, e nel centro lione cianogeno, 
ossia attribuendo al tallio le coordinate 0 0 0, al cianogeno le coordinate 
1/2 1/2 1/2, le intensita calcolate corrispondono molto bene a quelle osser- 
vate, come si puo rilevare dalla tabella. 

Certamente perd questo é solo possibile considerando, come si é detto, 
Pione cianogeno come una unica entitd costititutiva nella cella, 


olin 


Se invece volessi considerare che, come é in realta, carbonio e azoto 
occupino nel gruppo cianogeno posizioni distinte, sebbene assai vicine, non 
potrei pil considerare la cella di lato 3.82 la quale sarebbe incompatibile 
con la simmetria cubica, ma dovrei invece considerare come cella elementare 
quella contenente 8 molecole. 


In questo caso le coordinate del tallio sarebbero le seguenti: 


O10R05: 1/21/20 hast 25/2080 70%, 1/22 
F/G OeT 2220 clas O60: 112 bie eh 2eOn0 


mentre per gli atomi di carbonio ed azoto sarebbero possibili i gruppi 
spaziali Td3, Td+, T3, Ts, Or, O?, Oh‘, Oh+t. Secondo tutti questi gruppi, 
gli atomi di carbonio e azoto possiedono un grado di liberta, ma il metodo 
delle polveri non ci da modo di scegliere fra questi gruppi quello che rap- 
presenta la struttura vera, e di fissarne i parametri, dato che le riflessioni 
sono quasi completamente dovute allione tallio per il grande numero di 
elettroni esterni che possiede. 

Ho voluto calcolare dalla costante reticolare il raggio dell’ione ciano- 
geno. Assumendo per il tallio monovalente un raggio di 1.50 A, il raggio 
dell’ione cianogeno risulterebbe di 1.81 A, circa uguale percio a quello del- 
Pione cloro. Si nota infatti che il cloruro di tallio® ha una cella cubica 
di 3.84 A di lato. Il raggio dell’ ione cianogeno determinato nei cianuri al- 
calini G) risultava di 1.91-1.92 A che si pud ritenere in accordo con la 
dimensione da me trovata. 


Conclusioni. — 1) E stato esaminato ai raggi X col metodo delle polveri 
il cianuro di tallio monovalente. Esso presenta una struttura cubica del tipo 
a corpo centrato. La cella elementare risulterebbe contenere una sola mole- 
cola se si considera il gruppo cianogeno come una entita unica. In questo 
caso il lato della cella é di 3.82 Ae la struttura é del tipo cianuro di 
cesio. 

Considerando invece l’ione cianogeno come composto di due elementi 
occupanti nel reticolo posizioni distinte, per quanto vicine, la cella elementare 
contiene 8 molecole, ed ha un lato di 7.64 A. Il metodo delle polveri non 
da modo di fissare con precisione la simmetria degli atomi di carbonio e 
azoto e la loro posizione nel reticolo. 

2) E stata calcolata la dimensione dell’ione cianogeno che risulta avere 
un raggio apparente di 1.81 A. 


(i) Rae G: aes. ee structure of crystals. New York, 1931. 

(2) W. P. Davey, F. G. Wick, «Phys. Rev.», 17, 403-404, 1921; G. LuNDE, 
«Nors. Geol. Tidskr. », 5, 217- aes ; « Zeitschr. f. Phys. Chem. », 117, 51-56 1925. 

(3) G. Natra e L, PasseRInt, loc. cit. 
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Mineralogia (Ottica cristallografica), — L’uso del prisma per 
la determinazione degli indici principal di rifrazione nei cristallr. 
Nota II, di A. Cavinato, presentata“? dal Socio G. Borris. 


Svolgo un esempio applicativo delle considerazioni teoriche date nel 
§ 2 della prima Nota servendomi di un cristallo di solfo limpidissimo delle 
miniere di Perticara. 

Ho fatto uso del prisma naturale formato dalle facce 111: 111. La 
bisettrice interna di tale prisma ¢ lasse di simmetria ottica , dell’ellis- 
soide inverso degli indici. Dobbiamo dunque porre nelle nostre terne as- 
siali x parallelo ad x’, detto poi pw l’angolo tra x’ (spigolo del prisma) ed 
y, le formule risolutive (4) e (5) diventano nel presente caso (poiche basta 
dove € ¢ porre b, dove € a porre c e dove é D porre a). 


(4) a? b? sen? 9 + 0? c? cos? wu cos? p + a? c? sen? u cos? p = —,- = q. 
(5’) (¢? n? — 1) (n? a? sen? p + n? b? cos? wu — 1) = 0. 


I] sistema formato dalla (4’) e dal secondo fattore della (5’) risolve il 
nostro problema. Posto infatti b? cotg? w= d? si ha: 


(9) BANS Sen + /sent p — 4 ps 
4 dalek 2p 
dove 

p = 1 sen? p sen? p , 5 = gn’ COs? p— C? COS? 9 COS? B. 


Si dicano x, ed x, le radici della (9) e si osservi che sono quattro le 
coppie di valori tra le quali debbono scegliersi i valori di a? e di b?; le seguenti: 
Tee = OF, 5 1 Wa [Cote aes bt ine 28) Unsicote = as eee eee 
Rita Ss a2", Kr COtes thse D2 iy AS ees eotert ya eee gee 

Ma poiché dev’essere a? >>)? queste quattro coppie si riducono a due. 
Infatti questa limitazione indica palesemente quale deve tenersi tra la 1°) e 
la 4*); e quale tra la 2°) e la 3%), Una ulteriore scelta é suggerita dalla 


eae. I a yaeee 
limitazione a= = b =— cui debbono soddisfare le grandezze che com- 


I No 
paiono nel nostro problema). Che sia unica la coppia dei valori che sod- 
disfa a tali limitazioni risulta dall’essere Vellissoide pienamente determinato. 


(1) Nella seduta del 1° giugno 1934. : 
(2) Cfr. T. Carpangse, in «Zeit. f. Krist.», 86, p. 151. 
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Si ricordi inoltre che dev’essere il valore di  compreso tra i valori di 
n, ed nz. 

In quel limpidissimo cristallino di zolfo delle miniere di Perticara (Ro- 
magna) ho misurato rrr: 111 = 36°41’ =a. 

In posizione di deviazione minima per l’onda il cui indice é m, (onda 
polarizzata secondo lo spigolo del prisma, e avente deviazione minima, ripe- 
tiamo, per propagazione simmetrica) ho letto Sn, =='93° 16. In posizione 
di deviazione minima per l’onda il cui indice abbiamo indicato con nm (onda 
polarizzata secondo la sezione normale del prisma, e avente deviazione mi- 
nima, ripetiamolo, per propagazione simmetrica, ma non contemporanea al- 
Ponda di indice nz) ho letto 8 = 41° 32’ 44’’. Con questi valori a mezzo 


ats 
sen — 
di . on si calcola ng = 2.24573,” = 2.00479. 


Ho letto poi per le due onde propagantesi nella sezione normale in 
una, interna al prisma, stessa direzione pg, inclinata il pit possibile sulla 
bisettrice esterna dell’angolo di rifrangenza per un’onda i, = 62°53'7’, 
op = 47° 22°27 efper Valtrasonda-7, = 84° 41 37 «5 8S 71°S 6”, 

Con questi lavori a mezzo della (6) si calcola p = 8° 2’ 6”; e a mezzo 
della (7) 7. = 2.0035, Mz ="2.2412.. 

Il valore dell’angolo p di estinzione dello spigolo del prisma con |’asse 
cristallografico y dello zolfo ¢ di 39°7’. Esso & in ogni caso, ovviamente 
deducibile dei valori angolari tra le facce: talvolta misurabile direttamente, 
come nel caso nostro. 

Con questi valori di myp,1,m:,7%2,%,", ep Si calcola a mezzo della 
(9) mp = 1.95805, € Mm = 2.03775. 

I valori gui riportati, son tutti medie di un gran numero di misure, e di 
determinazioni notevolmente lunghe e faticose ma tuttavia sempre concor- 
danti entro i limiti di errori di osservazione. I valori dei tre indici di rifra- 
zione principali cosi determinati sono vicinissimi ai valori recentemente de- 
terminati da altri autori con altri metodi: si veda ad esempio in « Zeitschr. 
f. Krist. », 18, p. 157 le determinazioni di Schrauf. 


3. — I valori dei tre indici principali di rifrazione di un cristallo biasse 
si determinano anche con un solo prisma il cui piano bisettore interno sia 
parallelo ad un piano di simmetria ottica. 

Se ad esempio é il piano di simmetria ottica formato da mp ed ny che 
coincide col piano bisettore interno di rifrangenza del prisma la linea inter- 
sezione della superficie degli indici con il piano 7’ = 0, sezione normale 
del prisma, posto 7x7’ =p, & 


(10) nt [(b? c? cos? wp + a b? sen? w) sen? p + a? Cc? cos? e| — 
— n? [(b? +c?) cos? sen? p + (a? +7) sen? pw sen*e + (a? +c?) cos?p]+1=0. 


ye 
Imitando il ragionamento che ci ha condotto dalla (3) alla (4) pos- 


siamo qui scrivere che essendo n, ed n, due soluzioni della (10) deve essere 


I 
h2 ¢2 cos? ¢ 2.2? S6n p sen? AA COSC = q- 
Gi)” sae? cos? wsen“ io a pe e + e nae q 


E ben noto, che con il prisma avente tale orientazione e col metodo 


ane rey , I I 
della deviazione minima si determinano a = — ec = —. Eseguite pertanto 


Np Ng 
tali misure, e determinati due valori degli indici di rifrazione n, ed n, rela- 
tivi a due fronti d’onda piana propagantesi in una stessa interna direzione, 


nel modo dianzi accennato, |’ unica incognita nella (10) ¢ 


I G'*— a’ ¢* COS” 9 
n — (c? cos? w + a? sen? p.) sen? p 


m 


(72) b? = 


Per rendere questa formula calcolabile per logaritmi basta porre 


PL capped a? sen? p 
on q 4 BP: = cos? u 


per cui la (12) si scrive 


(12') po = 1 1 £08? Po 60S ($1 + 45) 
n ¢? COS” 2 Sen? E COS @,; 


CALCOLO DEGLI ERRORI. 


Un eventuale errore nella determinazione di una delle grandezze da cui 
dipende, secondo l’equazione (11), il valore di b trae con sé un errore anche 
per il valore della stessa b. Importa conoscere le relazioni quantitative tra 
siffatti errori. 

Si consideri pertanto la b funzione implicita delle grandezze, a,c,n;, 
M,,¥%,9 € Si ponga, secondo la (11) 


f(abcn, n. wp) = b? c? cos? wsen? p +a? b? sen? w sen? p+? c? cos? e—q=o. 
Da qui si trae che 


eh of of of of of of 
(13) Ay dd oe OER ee dn, Bae an oat a tt op ahi. 


/ 


(1) Se w = 0 si cade nella orientazione considerata in altro mio lavoro. Cfr. A. Cayt- 
NATO, loc. cit., p. 95, ultime tre righe. 


Ey arta 


= 815 = 
Eseguendo le materiali derivazioni si ha: 


of 


i] 


2a 
da = Pe (b? sen? wsen? ep + ¢? cos? p) da, 


of 2 
aa dé = aa cos? u sen? 9 + a? cos? p) de 


of 2 of b> 
Sa ee oti (hk se) : Piel piensa natat HOE 
of wleseniotre c 
= de = ——— cos? sen? 4 — — 
aed : a Yt SeR pari ae 
of 2b 
= a sen’ e (a? sen? p + ¢? cos? p). 
Le quali mostrano che si ha vantaggio ad avere w piccolo. In quanto 
; ' 3 3 ye ‘ 
al valore di conviene osservare che = c a) sono minimi, a parita di 
C 


altre condizioni: per p = 0 se b? sen? wu >>c?; per p = 90 se b? sen? p< ¢?; 

Oe aeets oft: af tees 
che a é piccolo per e piccolo, che 55 & piccolo per p = 45: ma che in 
ogni caso i valori di queste espressioni sono sempre finiti, ed hanno va- 
riazioni molto piccole (o almeno da considerarsi molto piccole nel caso par- 
ticolare nostro) al variare di p. 

Invece se si bada al denominatore della (13) si scorge chiaramente che 
si ha vantaggio a scegliere e il pil’ possibilmente grande (compatibilmente 
col prodursi della riflessione totale sulla faccia di emergenza del prisma) e 
che col tendere a zero di ep conservandosi finito, per qualsiasi valore delle 
grandezze che vi compaiono, il valore del numeratore della (13), tende al- 
Pinfinito il Ab. 

Si deve dunque concludere che p deve essere preso grande; cioé che 
si ha vantaggio a misurare i due valori m, ed m, in una direzione inclinata 
il pit possibile sulla direzione di propagazione simmetrica. 


OssERvAZIONE. - Un caso di impossibilita lo si ha, conformemente 
alla (12) quando sia g = a?c*cos*o: ma quest’ultima relazione ha possi- 
bilita di essere soddisfatta, come ben si comprende, solo per valori di e 
prossimi ai 90° gradi: una tale eventualith non potra mai incontrarsi nella 
pratica poicht i massimi valori di e sono sui 20°, nei cristalli a pit bassi 
indici di rifrazione: superato tale valore ha luogo la riflessione totale sulla 
faccia di emergenza del prisma. 


4° — Anche il problema della determinazione dei tre indici principali 
di rifrazione con un prisma di nota orientazione si semplifica quando in 


RENDICONTI. 1934, Vol. XIX. 52 


== BEG = 


luogo della (2) si scriva che il prodotto delle sue due radici sono uguali al 
reciproco del valore del coefficiente di m4. 
Ordinando secondo abc la (2) assume la forma: 


k, b? c? +k, a? c?-+ ki a? hb? +h, a? +k be t+ kot +1=0, 


Per la determinazione di abc sono necessarie tre coppie di valori per 
e ed m: ma essendo questo equazione soddisfatta da cinque terne di valori 
per a? b?c? & necessario conoscere dei valori approssimati per gli indici di 
di rifrazione. 

Se invece si scrive che 


I 


(14) p: sen?e + p,cos?p + rsen2p = Bee at 


dove n; ed m; hanno ancora il solito significato, basteranno tre valori per 
g € per p, per avere a,b,c: e non & piu necessario conoscere dei valori 
approssimati per gli indici di rifrazione. 

Indubbiamente in tal modo il problema é molto semplificato, sia perché 
si ricorre ad un sistema di equazioni molto pil semplice, sia perché non 
€ pil necessario conoscere dei valori approssimati per gli indici di rifra- 
zione. 

Se invece non é nota la orientazione del prisma (esempio cristalli del 
sistema triclino) Je incognite da determinarsi diventano sei. (E noto dalla 
geometria analitica che un ellissoide riferito a tre assi con origine nel centro 
della figura ¢ determinato quando siano note le coordinate di sei suoi punti). 
Abbisogneranno dunque sei equazioni, tra loro indipendenti per risolvere il 
problema. Una soluzione é stata data da L. Weber ©). 


(1) A. Cavinato, loc. cit., p. 78. 
(2) L. Weer, Ueber die Prismenmethode etc. «Mitteil. der Naturf.-Gesellschaft in 
Freiburg», 1921. 
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Biologia. — Una grave infexione da « Phytophthora > dei pe- 
schi. Nota di M. Curzi, presentata“? dal Corrisp. L. Perri. 


Nella maggior parte dei casi di morta delle piante fruttifere, si ha come 
primo sintomo Pimbrunimento e la morte della corteccia nella regione del 
colletto. In breve tempo nelle piante giovani tutto un anello di corteccia muore 
e la pianta manifesta i sintomi di rapido avvizzimento. Nelle piante di una 
certa eta spesso I’ infezione non si estende tutta intorno al colletto, ma rimane 
circoscritta a una parte soltanto per riprendere poi Ja sua attivita col ritorno 
delle condizioni favorevoli dell’ambiente nell’anno stesso o in quello succes- 
sivo. In tutti i casi, la necrosi, iniziatasi generalmente appena sotto il livello 
del terreno, si estende pit o meno verso alto; verso il basso raggiunge le 
radici principali, le quali marciscono, venendo invase da muffe varie, mentre 
la pianta avvizzisce e muore. 

Uno di questi casi su pesco mi € stato sottoposto in esame, nei mesi 
scorsi, dalla Cattedra Ambulante di Agricoltura di Roma. In un pescheto 
presso Acilia (Roma), impiantato da tre anni su terreno argillo-siliceo, in 
un leggero pendio esposto a mezzogiorno, un buon numero di piante aventi 
il fusto di 4-6 cm. di diametro, mostravano il fogliame appassito 0 legger- 
mente ingiallito e sofferente, mentre alcune non avevano dato origine che 
a pochi germogli ed unicamente a spese delle sostanze di riserva e dell’acqua 
contenuta nei rami, giacché ogni trasporto di linfa dagh organi di assorbi- 
mento ipogei era cessato per effetto della malattia. 

Il fusto, nella maggior parte delle piante, risulta sano fino al livello 
del terreno; in qualche caso pit grave, la corteccia, per alcuni centimetri al 
disopra del suolo o fino a 10-20 cm., & leggermente depressa e imbrunita. 
In tutte le piante con i manifesti sintomi di sofferenza nel fogliame, la parte 
sotterranea del fusto é necrosata e l’alterazione si estende fino all’ impalcatura 
delle radici; talora interessa anche il fittone e le ramificazioni pil grandi del 
sistema radicale. 

La terra aderente agli organi colpiti ha un colore azzurro scuro per 
la probabile formazione di tannato di ferro in seguito all’essudazione di 
sostanze tanniche dalla corteccia lesa, come nel cosi detto «mal dell’in- 
chiostro » del castagno e del noce. Questo stesso carattere, che certo non 
pud manifestarsi come nel castagno e nel noce ove le materie tanniche sono 
pit. abbondanti che nel pesco, fa presumere che la causa della malattia non 
sia essenzialmente diversa da quella del « mal dell’inchiostro ». 


(1) Nella seduta del 1° giugno 1934. 
2) Lavoro eseguito presso la R. Stazione di Patologia Vegetale, Roma. 
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La corteccia alterata emana un odore leggermente acido e piccante. 
Scortecciando il fusto, il legno appare imbrunito lungo tutta la parte infet- 
tata, la quale termina superiormente con zone brune ad angoli acuti. Tale 
imbrunimento avanza di qualche centimetro su quello che si rivela nella 
“corteccia. 

Tanto questa che il legno é invasa da miceli di funghi vari fra cui pre- 
dominano alcune specie di Fusarium Link. e di Cylindrocarpon Wr.; e basta 
lasciare il legno scortecciato per vederlo il giorno dopo ricoperto di una 
densa muffa bianca dovuta a questi ifomiceti. Tale vegetazione fungina pero 
non si estende usualmente fino alla zona limite dell’ infezione, ove si riscon- 
trano le ife di un oomicete riferibile al genere Phytophthora De By che causa 
la malattia. 

Nei tessuti dell’ospite il micelio del parassita ¢ sterile, non settato o 
con qualche setto, il suo diametro ¢ variabilissimo e la ramificazione piut- 
tosto frequente e diversa. Si sviluppa nel cambio e lungo la parte profonda 
della corteccia fra gli elementi del libro. Penetra pure nei raggi midollari 
e negli elementi legnosi periferici. Anche esso ¢ preceduto da una zona scura 
di alcuni millimetri nei limiti dell’infezione. 

Prelevando asetticamente dei pezzettini di tessuto da queste zone ter- 
minali, tanto dalla corteccia come dal legno, ho sempre isolato in tutti i 
casi osservati una Phytophthora. 

In Italia sono ben conosciute due gravi malattie dovute a questi oomi- 
ceti, il mal dell’inchiostro del castagno e del noce causato da Phytophthora 
(Blepharospora) cambivora Petri “) @) e il marciume pedale degli agrumi dovuto 
a Phytophthora (Pythiacystis) citrophthora (Sm. et Sm.) Leon. e a Phytophthora 
parasitica Dastur 3), Nelle comuni piante fruttifere adulte non sono state mai 
constatate malattie simili. Queste infezioni pero sono molto diffuse nei vivai 
e nei frutteti, ma esse sono state scambiate con altre malattie o attribuite 
al freddo oppure anche a una presunta azione diretta dell’umidita del terreno 
sulla corteccia della parte inferiore del fusto delle piante. 

La Phytophthora che ho generalmente isolata e che indico per ora con «, 
sviluppa nella maggior parte dei terreni di coltura micelio aereo abbondante, 
sericeo, con caratteristici e densi grovigli micelici, costituiti da ingrossa- 
menti irregolari delle ife, ripieni di protoplasma e di guttule oleose. In tutti 


(1) L. Perri, Ricerche sulla morfologia e biologia della Blepharospora cambivora paras- 
sita del castagno, «Rend. R. Accad. Naz. Lincei», vol. XXVI, ser. 54, fasc. 11, pp. 297- 
299, 19173; Studi sulla malattia del castagno detta dell’inchiostro, « Ann. R. Ist. Sup. Forest. 
Naz.», vol. III, 34 pp., 8 fig., tav. IV, 1918. 

(2) M. Curzi, La « Phytophthora (Blepharospora) cambivora» Petri sul noce, « Rend. 
R. Accad. Naz. Lincei», Cl. Sc. Fis. Mat. Nat., vol. XVIII, ser. 6°, fasc. 12, pp. 587-592, 1933; 
La maladie de Tencre sur le noye (funglas regia), « Boll. Sez. St. Soc. Int. Microbiologia », 
fasc. XII, pp. 341-344, 1933. 

(3) L. Perri, L’agente del marciume radicale degli Agrumi, « Annali del R. Ist. Sup. 
Agr. e Forestale», serie 2°, vol. I, 1925. 


PF A gee 
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i substrati finora sperimentati, non ha prodotto mai gli sporangi e le oospore. 
Il micellio pero, messo .nell’acqua, ricambiata una due volte al giorno, svi- 
luppa gli sporangi, i quali sono piriformi ma sempre senza la caratteristica 
papilla terminale. Misurano frequentemente 43-53 << 30-33 4, quelli forma- 
tisi al disopra dell’acqua sul micelio galleggiante sono un po’ diversi dai 
primi e hanno le dimensioni usuali di 42-45 < 20-25 w; sono apiculati ma 
non papillati e spesso anche leggermente curvi. 

Questa Phytophthora & affine a la Phytophthora Syringae Kleb., la quale oltre 
che sul lillA, & stata riscontrata a causare il mal del colletto sui meli e sui 
peri in Irlanda“; ma questa specie non si sviluppa secondo Chester @) su 
terreni con pH superiore a 7,5, € in ambiente a temperature oltre i 23-25° CS 
e inoltre secondo Lafferty e Pethybridge “) non sarebbe capace di parassitiz- 
zare i tuberi di patata. La mia Phylophthora « al contrario Vho trovata a 
svilupparsi anche su terreni a pH + 8,5, a temperatura di 32°=33° C..ce puo 
attaccare i tuberi di patata se viene inoculata nell’ interno. Quando avro osset- 
vato gli organi di riproduzione sessuale e ottenuto le oospore, riferiro in: 
merito alla sua posizione sistematica. 

Questa Phytophthora Vho isolata dalla maggior parte delle piante di pesco, 
ma non é l’unica che attacca tale amigdalea. In una pianta che era necrosata 
soltanto per una zona limitata presso le radici, circa 10 cm, sotto il livello 
del terreno, mi é capitato di isolare uno stipite di Phytophthora che qui chiamo 
8, del tutto diverso, riferibile di certo a un’altra specie. Nella gran parte dei: 
terreni di coltura questo secondo parassita produce, all’opposto del prece- 
dente, micelio sommerso e strisciante sulla superficie de] substrato e forma 
facilmente una gran quantita di oospore, fin dall’inizio del suo sviluppo. 

Tali oospore sono sferiche e misurano 25-43 p di diametro che per lo 
pil si aggira sui 34-38 y, la loro parete é liscia, ialina o leggermente co- 
lorata in giallo e ha uno spessore di 2-3,75 Sono prodotte da oogoni 
sferici di 30-50» di diametro, che frequentemente é di 40-46 wp, e da an- 
teridi quasi sempre paragini globosi o piriformi, di 10-14 \ 13-17 p. 

Gli sporangi che si producono nell’acqua, sono limoniformi, apicu- 
lati, di dimensioni comprese fra 32-75 12-30p, che spesso misurano’ 
43-53 <¢ 20-25 p. Germinano facilmente in acqua con l’emissione delle: 
solite zoospore biciliate mobilissime, le quali, quando sono in germinazione, 
hanno 11-13 p diametro. 

Tanto con la Phytophthora « come con quella B ho ottenuto gli spo- 
rangi dopo qualche giorno di immersione del micelio in acqua. Ho potuto 

(1) H. A. Larrerty and G. H. Peruysripce, On a Phytophthora parasitic on Apples 


which has both amphigynous and paragynous antheridia; and on allied species which show the 
same phenomenon, « Scient. Proceed. Royal, Dublin Soc. », vol. XVII, N. S.,n. 4, pp. 29- 


43, 2 pl., 1922. 
(2) K. S. Cuester, A comparative study of three Phytophthora diseases of Lilac and of 
their pathogens, « Journ. Arnold. Arboretum», XIII, 2, pp. 234-268, 2 pl., 1932. « Review 


of Appl. Mycol.», XI, p. $79, 1932. 
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anche osservare che con entrambi gli stipiti, tale fruttificazione era tanto 
pit sollecita e abbondante quanto pit l’acqua veniva ricambiata. Questo fatto 
prova che le due specie di Phytophthora si diffondono con l’acqua scorrente 
alla superficie del terreno; credo che questo sia il mezzo usuale di diffu- 
sione degli oomiceti producenti le infezioni pedali e radicali, come ebbi a 
far rilevare nel 1926 con la Phytophthora hydrophila Curzi, agente della can- 
crena pedale nel Capsicunm annuum. 

La Phytophthora ® rientra ne! gruppo Cactorum. I caratteri morfologici 
sono in gran parte corrispondenti a quelli della Phytophthora Cactorum (Cohn 
et Leb.) Schr., la quale ¢ gia stata riscontrata sul pesco in California da 
Ralph E. Smith ed Elizabeth H. Smith, Questi Autori hanno isolato dal 
colletto di piante di pesco uno stipite D di Phylophthora Cactorum, il quale 
sviluppa abbondanti sporangi alla superficie delle colture su agar patata, 
mentre le oospore sono piuttosto scarse e misurano 28-34 p di diametro. 
Il mio stipite 8 differisce finora da quello della California per lo sviluppo 
abbondante delle oospore su vari agar nutritivi, per la mancanza della tipica 
abbondante produzione di sporangi su i substrati culturali, e per le dimen- 
sioni un po’ superiori degli oogoni e delle oospore. 

Lo studio sistematico e biologico dei due stipiti di Phytophthora da me 
isolati dal pesco mi potra in seguito portare a stabilire meglio le relazioni 
di essi con quelli tipici delle specie alle quali potrebbero riferirsi o avvici- 
narsi; per ora mi limito a concludere, che in Italia: 

a) Il pesco va soggetto a una grave infezione di Phytophthora al 
colletto; 

b) questa malattia per quanto comune e diffusa, é stata finora confusa 
con altre infezioni o con danni dovuti a condizioni climatiche avverse; 

c) linfezione avyviene usualmente nel periodo di riposo delle piante 
dal? ottobre alla primavera; 

d) la permanenza dell’umidita al piede delle piante ¢ la condizione pil 
favorevole allo sviluppo dell’ infezione. 

e) lo scalzamento del colletto delle piante e i trattamenti con _pol- 
tiglia bordolese al 3-5 °/, al fusto, al colletto e al terreno circostante, si 
sono dimostrati efficaci ad impedire il diffondersi della malattia nel pe- 
scheto infetto. 


(1) M. Curzt, La phytophthora della «cancrena pedale» del « Capsicum annuum», 
« Atti Soc. It. Progr. Scienze», XV Riun. Bologna, ottobre 1926; L’eziologia della « can- 
crena pedale» del « Capsicum annuum L.», «Rivista Pat. Veget.», Anno XVII, n. 1-2, 
pp. 1-19, 5 fig., 1927. 

(2) R. E. Smirn and E. H. Smirs, Further studies on Pythiaceous infection of deciduous 
Fruit trees in California, «Phytopathology», vol. XV, pp. 389-404, 6 fig., 1925. 
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Biologia (Embriologia sperimentale). — Processi correlativi 
di determinazione e di accrescimento dell’abbozzo  lentogeno negli 
Anfibi anuri (Esperienze su « Bufo viridis >, « Bufo vulgaris », 
« Rana esculenta »). Nota [© di T. Perrt, presentata © dal Socio 
F. SILVESTRI. 


Per quanto lembriologia sperimentale del cristallino abbia interessato 
numerosi ricercatori, tuttavia importante problema presenta sempre nuovi 
lati da investigare. 

E ben noto che nello sviluppo del cristallino sono stati studiati sepa- 
ratamente i processi di determinazione da quelli di successivo accrescimento. 
Per i primi, rimanendo nel campo degli Anfibi, € indispensabile la pre- 
senza ed il contatto dell’abbozzo retinico con l’ectoderma perché in questo 
ultimo si abbia la determinazione del cristallino: cid @ risultato in tutte le 
specie studiate, all’incirca una ventina tra Anuri e Urodeli, con la sola ecce- 
zione della Rana esculenta. In questa specie (Spemann 1907) il cristallino 
si determina indipendentemente dalla presenza dell’abbozzo retinico: fatto 
quest'ultimo non ancor sufficientemente chiarito dal punto di vista della 
morfologia causale. In altri pochi Anfbi, come Bombinator (Spemann 1912), 
si possono ottenere lentoidi. I processi correlativi dell’accrescimento del cri- 
stallino sono stati meno studiati e su pochissime specie. 

Le ticerche che io ho iniziato tengono presente il nesso tra la deter- 
minazione del cristallino e il suo successivo sviluppo, e mirano a contribuire 
ad una migliore e pil organica conoscenza di cosi interessante problema. 

Ho sperimentato su embrioni di Bufo viridis, di Bufo vulgaris, e di Rana 
esculenta. Negli embrioni di Bufo viridis, specie in cui non & stata inve- 
stigata la determinazione del cristallino, ho voluto studiare le eventuali 
differenze con gli embrioni di Bufo vulgaris, trattandosi di due specie zoo- 
logicamente assai vicine. Negli embrioni di Bufo vulgaris, specie in cui la 
determinazione dell’abbozzo lentogeno é dipendente dalla presenza e contatto 
dell’abbozzo retinico (Cotronei, 1921; Filatow, 1924), mi sono partico- 
larmente occupato dei processi correlativi di accrescimento. Negli embrioni 
di Rana esculenta, infine, ho impostato esperienze dirette a meglio chiarire 
la questione dell’ indipendente determinazione dell’abbozzo lentogeno; al fine 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto dianatomia ed embriologia comparate della R. Uni- 
versita di Roma, con fondi concessimi dal Consiglio Nazionale delle Ricerche. 
(2) Nella seduta del 1° giugno 1934. 
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di meglio chiarirne i limiti ed il valore; ed inoltre ho impostato ricerche 
dirette a studiare i processi correlativi di accrescimento del cristallino, per 
gli opportuni confronti con quanto ho gia visto in Bufo vulgaris. 

La presente Nota ¢ un breve sunto dei risultati finora raggiunti. 


1) Esperienze su embrioni di « Bufo viridis ». 


Come ho gia accennato, ho voluto studiare la determinazione del cri- 
stallino in Bufo viridis, spinto dalla grandissima vicinanza zoologica con Bufo 
vulgaris, appartenendo ambedue allo stesso genere Bufo. 

Allo stadio di neurula ho tolto abbozzo oculare. Nei casi in cui l’ ho 
tolto tutto, non ho mai riscontrato presenza del cristallino. In qualche caso, 
ove € rimasto una parte di abbozzo retinico, v’é un occhio di piccole di- 
mensioni con cristallino. 

Ho pure eseguito l’asportazione dell’abbozzo lentogeno, operando allo 
stadio di vescicola ottica primaria. L’ectoderma delle parti circostanti ha so- 
stituito quello lentogeno. Ho avuto casi nettamente positivi di determinazione 
del cristallino su questo estoderma. 

Mi rimane ancora da studiare su questa specie |’influenza lentogena della 
vescicola ottica su ectoderma del tronco; poiché é noto che mentre in alcune 
specie tale influenza si verifica (Rana palustris, Lewis 1907; Triton, Spe- 
mann 1905, ecc.), in altre specie cid non si verifica (Bombinator, Spe- 
mann 1912; Amblystoma punctatum, Harrison, 1919 ece,): 

Comunque, i due gruppi di esperienze in cui ho gid avuto risultati 
netti mostrano che gli embrioni di Bufo viridis si comportano come quelli di 
Bufo vulgaris, per quanto riguarda la dipendenza della determinazione del cri- 
stallino dal calice ottico, e per la capacitd della retina a determinare un cri- 
stallino su ectoderma cefalico normalmente non lentogeno. 


2) Esperienze su embrioni di « Bufo vulgaris ». 


Ricordo brevemente che asportando l’abbozzo oculare allo stadio di 
neurula, non ho mai avuto la determinazione del cristallino in assenza della 
vescicola ottica; ho cosi riconfermato i risultati di Cotronei (1921). Ho 
pure riconfermato i risultati di Filatow (1921) ©), sull’asportazione dell’ab- 
bozzo lentogeno allo stadio di vescicola ottica primaria, ove ebbi un cristallino 
dall’ectoderma venuto a ricoprire la soluzione di continuo. Ho notato che il 
nuovo cristallino ha pressoché lo stesso stadio del normale. In casi dj tra- 
pianto dell’abbozzo retinico sotto la cute del tronco, non ebbi finora risultati 
positivi; non manchero di ripetere tali esperienze, per una esatta sistema- 
zione degli embrioni di Bufo vulgaris nei riguardi del comportamento della 
determinazione del cristallino. 


(1) G. Corronel, Ricerche di Morfologia, vol. 2. 
(2) D. Firarow, « Arch. Mikr. Anat. und Entw. Mech. », vol. 104. 
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L’argomento che ho particolarmente trattato su embrioni di Bufo vul- 
garis & stato quello di vedere se l’abbozzo lentogeno gia morfologicamente 
visibile, abbia ancora bisogno della presenza della retina per suo succes- 
sivo sviluppo. 

Ricordo a questo proposito che Lewis “) e pi ampiamente il suo allievo 
Le Cron®) hanno visto, in Amblystoma punctalum, che togliendo la retina 
quando l’abbozzo lentogeno ¢ gia morfologicamente visibile, il cristallino 
prosegue ancora un poco nello sviluppo e dopo vario tempo va distrutto, 
Processi d’involuzione ha pure notato il Fischel G nel trapianto sottocute del 
cristallino di Salamandra maculosa. Solo Dragomirow “), esperimentando in 
Amblystoma mexicanum, non ebbe distruzione dell’abbozzo lentogeno trapiantato, 
il quale anzi prosegui nello sviluppo rimanendo solo di poco pit piccolo del 
cristallino normale. 

Malgrado questi risultati ricordati, anch’essi tra loro discordanti, bisogna 
riconoscere che questo problema cosi interessante non ha suscitato quel fer- 
vore di indagini che si ¢ invece avuto in altre questioni del cristallino. Ho 
percid voluto riprendere tale argomento sperimentando su Bufo vulgaris, e 
ripromettendomi di estendere le ricerche su Rana esculenta. 

Lo stadio di operazione, in rapporto con il grado di determinazione 
dell’abbozzo lentogeno, ha naturalmente grande importanza. 

Nei casi di completa asportazione dell’abbozzo retinico allo stadio in 
cui l’abbozzo lentogeno é gid morfologicamente visibile, fino a poco prima 
dello stadio di vescicola, ebbi il differenziamento di sole vescicole lentogene. 
Gli embrioni operati furono fissati da 2 a 5 giorni dopo I’ operazione, e 
queste formazioni si conservano in buone condizioni, in qualcuna si mostra 
un accenno a fibre. 

Particolarmente interessante ¢ un gruppo di embrioni che operati il 
20 aprile furono fissati dopo 6, 18, 24 giorni. Lo stadio di Operazione ¢ 
stato quello di cristallino gid differenziato in fibre e capsula, Dopo 6 giorni 
il cristallino si mostra di aspetto pil differenziato, il suo volume ed il suo 
differenziamento sono all’incirca uguali al normale. Nei casi fissati 18, 24 
giorni dopo V’operazione, si ha che il cristallino non & affatto cresciuto in 
volume, e vi & enorme differenza con il cristallino normale. (Vedi annessa 
figura). In tutti questi casi assenza assoluta di tessuto retinico. 

Risulta dunque chiaro che in Bufo vulgaris il cristallino per il suo accre- 
scimento ha bisogno continuo della presenza del calice ottico, anche dopo che il suo 
abbozzo & morfologicamente visibile. 


(1) W. H. Lewis, «Journ. Exper. Zool. », vol. 2, 1905. 

(2) W. L. Le Cron, « Amer. Journ. Anat.», vol. 6, 1906. 

(3) A. Fiscuet, «Arch, Entw. Mech.», vol. 42, 1917. 

(4) N. Dracomirow, « Roux’ Arch. f, Entw. Mech. », vol. 123, 1930. 


a) b) 

Fig. 1. - 1934 B. vulg, Estirpazione dell’abbozzo retinico lasciando in situ il lentogeno, 18 giorni dopo 
loperazione. In a) il lato normale. In 6) grado di sviluppo raggiunto dal cristallino in assenza della 
retina (€ rimasto solo del pigmento). Si noti la grande differenza di grandezza dei due cristallini. 
(Uguale ingrandimento). 


3) Espertenze su embriom di Rana esculenta. 


Le esperienze che ho iniziato consistono nel togliere tutta la placca mi- 
dollare e Votocisti, nello stadio ove il cristallino si determina anche in as- 
senza dell’abbozzo retinico (Spemann) “, 

Queste esperienze sono necessarie tanto pil che oggi si tende ad am- 
mettere, sopratutto in base a ricerche di Dragomirow ®), notevoli capacita 
lentogeno—formative agli organi nervosi ed all’otocisti. 

Esperienze gia compiute mi lasciano pensare che la determinazione sud- 
detta del cristallino possa essere indipendente dagli organi nervosi. 

Altre ricerche, sempre su Rana esculenta, tendono a ricercare se esista 
uno stadio di neurula, in cui l’ectoderma sia suscettibile di influenza Jen- 
togena, problema gia posto dallo Spemann, ma non risolto. 


(1) H. SPeMANN, « Zool. Anz.», vol. 31, 1907 e « Zool. Jahrb. ». (Abt. Zool. und Phys.), 
VOls 325) 19002. 
(2) N. Dracomirow, « Roux’ Arch. f. Entw. Mech.», vol. 116, 1929. 
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Botanica (Citologia vegetale). — Osservazioni microchimiche 
su alcune formazioni secretizie endocellulari, Nota di R. SAvELLI, 
presentata “? dal Socio B. Lonco. 


Molte sostanze organiche, che per lo pit hanno il valore di prodotti 
laterali del metabolismo cellulare, sono dotate della capacita di dare con 
Pacido solforico delle reazioni vivacemente cromatiche, che sono per lo piu 
reazioni di disidratazione: mentre da un Jato non bisogna riporre in queste 
reazioni una troppo grande fiducia, ai fini del riconoscimento qualitativo ; 
d’altro lato bisogna tener presente che le reazioni stesse falliscono se non 
vengono usati con abilita e con criterio i procedimenti tecnici che ne con- 
dizionano la relizzazione. 

La presente brevissima comunicazione ha appunto lo scopo di far nota 
tale capacita di reagire cromaticamente da parte di alcune secrezioni cellu- 
lari che - per quanto microchimicamente indagate - non avevano lasciato 
scorgere ai precedenti ricercatori questa loro caratteristica. 

Possiamo cominciare da certe formazioni alle quali nel recente trattato 
di Citologia vegetale di Guilliermond e collaboratori (cfr. p. 403 € Pp. 644) 
viene dato un posto assai particolare, eccezionale, e percid appunto interes- 
sante e degno di migliore inquadramento: si tratterebbe della esistenza di 
ceridi a localizzazione anormale, cioé non situati, come di regola, nella mem- 
brana: «la presence de cires au sein du cytoplasma ne peut ¢tre consider¢e, 
si elle existe, que comme une exception », che sarebbe appunto rappresen- 
tata da certi inclusi semilunari, provvisti di zone concentriche, come Vamido, 
esistenti nelle cellule parenchimatiche della radice e dell’asse di Lantana alba, 
e che sarebbero formati da cere. La scoperta e la caratterizzazione di queste 
formazioni viene, in ambedue le pagine citate, attribuita a Buscalioni e 
Ruhla, ma il secondo nome, ripetuto anche nell’ indice alfabetico, ¢ erroneo, 
e si tratta in realta di Buscalioni e Roccella, risalendo al cui lavoro (« Mal- 
pighia», vol. XXIX, 1921) ci troviamo di fronte a una serie di saggi micro- 
chimici nulli od incerti che in verita rendono difficile una caratterizzazione, 
sebbene che congetturalmente e pili che altro per esclusione gli Autori ri- 
volgano il pensiero ai ceridi. Tra le sostanze che, in mano ai predetti Autori, 
non hanno dato alcuna reazione, figura l’acido solforico, nel quale i corpi 
esaminati «non si sciolgono, anche se |’azione del reattivo fu cosi protratta 
da provocare la disorganizzazione delle pareti cellulari ». 


(1) Nella seduta del 1° giugno 1934. 
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Nel mio Istituto invece, procedendo con la stessa tecnica gia da me 
usata per le sferule parastromatiche dell’ Eleocloroplasto, e cice essiccando, 
poi umettando con anidride acetica e quindi facendo agire cautamente l’acido 
solforico, si € ottenuta, magnifica, costante e lungamente duratura, una rea- 
zione bleu-viola, strettamente dipendente dalla sostanza o da una parte della 
sostanza degli inclusi in questione, e che costituisce a tutt’oggi la sola rea- 
zione un po’ significativa di cui sieno capaci questi corpi enigmatici. Puo va- 
riarsi piu o meno il tono di colore della reazione sostituendo all’ anidride ace- 
tica altre sostanze che ne suppliscano la funzione: per es. 1] Cloroformio ecc. 

Lo studio completo di tali corpi si sta facendo nel mio Istituto e fara 
oggetto di altre comunicazioni: per ora osservo solo che, benche le cere 
vegetali sieno complesse mescolanze, a rigore dovrebbe riservarsi tale nome 
a quelle composte almeno prevalentemente di ceridi, esteri d’acidi grassi 
superiori con alcoli di peso miolecolare elevato (cerilico, miricilico ecc.). 
La reazione che abbiamo indicato fa pensare piuttosto alle fitosterine (che 
sono lipidi ternari di tutt’altro significato [alcoli policiclici] benche in realta 
talvolta mescolati alle cere), oppure alle resine. 

Passo ad altro caso: i lipidi del mesofillo del genere Viburnum fecero 
oggetto delle osservazioni d’uno dei miei allievi, il Dott. Novello, che ne pre- 
cisO la localizzazione citologica, come risulta da questi stessi « Rendiconti » 
(vol. XVIII, ser. 6%, 2° sem., p. 171). Nel frattempo comparve un lavoro 
della Dragone—Testi (« Annali di Botanica », vol. XX, fasc. 1°, pp. 12-23) nel 
quale si precisano invece, molto accuratamente, le localizzazioni istologiche; 
e quanto alla caratterizzazione della natura chimica, i saggi « fanno conclu- 
dere trattarsi di una fitosterina » (p. 23), il che veramente pud apparire piut- 
tosto probabile, ma non provato, poiché il metodo Ciaccio pud fornire sol- 
tanto un valido indizio, e nel lavoro in questione manca la prova della di- 
gitonina; e per quanto riguarda l’acido solforico |’Autrice dichiara di non 
essere riuscita «a sorvegliare bene il comportamento dei lipoidi rispetto a 
questo acido », per la troppo rapida carbonizzazione, la quale appunto era 
da evitarsi con adeguata tecnica. Mancano dunque, per |’affermazione delle 
fitosterine, alcuni dei dati pil positivi; e nell’intento di venire in sostegno 
della conclusione dell’Autrice, ho operato, con adeguata tecnica, le reazioni 
di Salkowski e quella di Liebermann-Bouchard. Agisco in questo caso con 
modalita del tutto diverse da quelle che gid usai per il Cephalocereus: ope- 
rando sulle foglie faccio scomparire i pigmenti plastidici mediante una reazione 
di Sidorin portata a fondo (tempo utile 36-40 ore d’azione effettiva). La 
reazione di Sidorin é stata da me divulgata in Italia; e questo & uno dei 
casi in cui puo render servigi alla tecnica istologica. Faccio poi essiccare 
all’aria il materiale: il grado giusto d’essiccamento ha molta importanza, 
Quindi introduco in tubetto da saggio, versandovi anidride acetica finché la 
foglia o il frammento di foglia ne sia quasi totalmente sommerso. Dopo 
qualche tempo aggiungendo cautamente acido solforico (contenente una pic- 
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cola quantita d’acqua), e rimovendo ripetutamente la foglia, si osserva diffon- 
dersi da essa nel liquido una bella tinta viola intenso, talora molto fugace, 
talora piuttosto persistente, e che poi vira al verde scuro. Nel passaggio tra 
i due colori si hanno momenti in cui appare una tinta bleuastra. Meno ca- 
ratteristica, ma pil agevole a praticarsi, é la reazione che si ottiene su ma- 
teriale immerso in cloroformio: l’acido solforico provoca la lenta comparsa 
di un rosso-ciliegia molto persistente. Tali reazioni che io ho ottenuto sul 
Viburnum Tinus L. e sul Viburnum odoratissimum Ker., corroborano la con- 
clusione che la Dragoni—Testi traeva per la prima di queste specie. Non riuscii 
mai ad ottenere simile reazione nella Thevelia nereifolia Juss., e neanche nel 
Viburnum rbytidophyllum Heinsl. il cui secreto mesofillare lipidico forma pure 
oggetto di ricerche nel mio Istituto. 
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PRESENTAZIONE DI LIBRI 


Il Socio MatriroLo presenta alcuni suoi opuscoli. 

Il Socio Brancui nel presentare i] V volume delle Opere di L. Schiapa- 
relli annuncia che occorreranno altri sette volumi per completare la collezione. 

L’Accademico Segretario Parravano presenta i libri giunti in dono 
segnalandone alcuni. 


RELAZIONI DI COMMISSIONI 


Il Socio Puccranti riferisce brevemente sulla relazione del Premio 
« Sella», che ?Accademia approva. 


PRESENTAZIONE DI NOTE E MEMORIE 


Il Socio Majorana presenta per l’inserzione negli Atti Accademici, 
una sua Nota sulla propagazione della luce e ne parla. 

Il Socio Corsino fa dei rilievi sulla comunicazione del Socio Majorana, 
rettificando idee attribuitegli. 

Il Socio ARMELLINI aggiunge nuove osservazioni sulla teoria balistica 
della luce di M. La Rosa. 

Il Socio SEveERI, a proposito della comunicazione del Socio Mayorana 
fa delle osservazioni di carattere logico-matematico. 

Presentano Note per Vinserzione nei « Rendiconti » i Soci: Levi-Crvrra, 
Lomparp!, Majorana, MILLosevicH, Petri, SEVERI. 
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OPERE PERVENUTE IN DONO ALL’ACCADEMIA 
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Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali 


Fascicolo del 17 giugno 1934 (anno XII) 


MEMORIE E NOTE DI SOCI 


Matematica (Geometria Algebrica). — Le involuzioni razio- 
nali sopra una superficie come serie di equivalenza: I loro gruppt 
jacobiani virtuali. Nota 11“ del Socio F. SEvERI. 


5. Le coincidenze di I posson, come si sa, esser perfette o imperfette; 
e le coincidenze perfette son generalmente isolate. Le coincidenze di I, 
dell’una e dell’altra specie, giacciono sopra la curva jacobiana di ogni rete 
costruttrice di I. Invero, si pud supporre F in S; (con singolarita ordinarie), 
in modo che la coincidenza O di I, che si vuol esaminare, cada in un 
punto semplice di F. Se f=0 , Agr +22 + A;9; = 0 son le equa- 
zioni di F e della rete di superficie che stacca X, il punto O € comune ad> 
F e alla superficie jacobiana di f,¢:,9.,93, la quale sega F lungo una 
curva (e non in punti isolati), che consta della linea doppia di F e della 
jacobiana di Z, ivi comprese le curve fondamentali. 

Viceversa, ogni punto della jacobiana di X, che non giaccia su qualche 
curva fondamentale della rete, ¢ una coincidenza (generalmente imperfetta) 
di I. Sicché la jacobiana pura & legata intrinsecamente ad I. Non cosi la 
jacobiana completata colle curve fondamentali di &. Infatti I pud aver coin- 
cidenze isolate (si pensi p. es. alla I delle coppie di un’omologia armonica 
piana), le quali dovranno giacere fuori della jacobiana pura (se no non 
sarebbero isolate); e siccome devono stare sulla jacobiana completa, cosi 
ogni coincidenza isolata di I ¢ situala su qualche curva fondamentale di ogni 


rete generatrice. 
(1) Presentata nella seduta del 1° giugno 1934. 
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6. E stato affermato“) che se sopra una superficie F un’involuzione 
razionale I & variabile in una serie continua completa, la serie di tali in- 
voluzioni disequivalenti, ha dimensione uguale all’ irregolarita q di F. Ora 
tale proprieta non sussiste®). Le serie di equivalenza non hanno ne posson 
avere un cosi stretto rapporto con q. Esse son legate a proprieta trascen- 
denti e topologiche di ben altra natura. 

L’errore dipende da cid. Ammessa pure la possibilita di fissare su F 
un sistema continuo {C} di curve, tale che ogni I della data serie continua 
possa generarsi con una rete X di {C}, lequivalenza delle jacobiane di due 
reti Z non porta affatto l’equivalenza delle I associate. Un esempio in con- 
trario si ottiene sopra una superficie F di S,, di genere pg >0 e di or- 
dine , considerando le co? involuzioni I, di ordine n —1, segate, fuori 
dei centri, dalle stelle di rette aventi i centri nei punti di F. Le I son ge- 
nerate da reti & di sezioni piane, le quali hanno le jacobiane equivalenti; 
ma due generiche I non son equivalenti, se no sarebbero equivalenti i punti 
di F e risulterebbe pp = 0. 

Un’altra ragione dell’errore dipende dalla circostanza che lA. della 
Nota citata pensava che ogni curva fondamentale di una rete generatrice 
di I, dovesse esser fondamentale per I, mentre cosi non é (nn. 2, 4 della 


Nota I). 


7. I concetti e i risultati della mia ultima Memoria (citata al principio 
della Nota I) sulle nuove teorie, permetton di ritrovar rapidamente un teo- 
rema del Comessatti, di cui l’A. ha per ora tratteggiato una pil complicata 
dimostrazione, senza precisarne i dettagli. Si tratta di cid: 

Il gruppo virtuale delle coincidenze della identild sopra wna superficie ¢ un 
gruppo della serie invariante s (di Severt). 

Sulla F di S, (con singolarita ordinarie) sieno i due fasci di piani 


(1) fACxtih 21 aa00 aye. eles Ohet DOA Gs 


cogli assi a,;,a, sghembi. Chiamiamo omologhi di un generico punto x 
di F le intersezioni x’ (ivi compreso x) di F colla retta uscente da x e 
appoggiata ad a,,a,. La corrispondenza involutoria T (n,m), contenente 
Pidentita Q, cosi generata, ¢ a valenza zero ed & compiutamente rappresen- 
tata dalle equazioni 


a 9: (248°) = fi (2) x I —e 1) 2 
a (#52) =f) —fe@') ge @) =0- 


(1) Cfr. Enriques, Intorno alle serie continue composte di involuzioni raxionali di gruppi 
di punti sopra una superficie algebrica. (Questi « Rendiconti», 22 gennaio 1933, p. 109). 

(2) Va anche rettificata l’Oss. IH, del tutto incidentale, contenuta a p. 599 di una mia 
Nota lincea (questi « Rendiconti», 1° sem. 1933, p. 599); e va rettificata nel senso che, 
se esiste una serie continua di oo! serie di equivalenza distinte con ¢>q, una generica 
di quelle serie appartiene con oof—q altre ad una medesima serie regolare. 


I 
©) 


Denotino C,D una sezione piana di F e la curva di contatto dei due 
fasci. La corrispondenza T, = T—Q ha la D come curva di coincidenza 
€ non vi son coincidenze isolate, perche il complesso delle tangenti di F 
ha in comune una rigata, e non rette isolate, colla congruenza lineare di 
direttrici a, ,a,. Ogni punto P di D é una coincidenza imperfetta. Invero, 
se x su F s’avvicina comunque a P, v’é uno (almeno) degli omologhi che 
si avvicina a P; e la retta che congiunge questi due punti é quella che 
esce da x e s’appoggia alle a;,a,, eppertanto ha un limite determinato, 
indipendente dal modo come x tende a P. Né fa eccezione il caso in cui 
P cada in uno dei punti a,F , a, F, perché allora la posizione limite é la 
tangente a F in P appoggiata ad a, o rispettivamente ad a,. In ogni P vi 
é dunque una sola retta principale della corrispondenza; la qual retta prin- 
cipale diviene tangente a D soltanto quando P cade in uno ‘dei punti dove 
la retta principale € tangente tripunta ad F od in uno dei punti a, F , a, F 
per cui D passa. Denoteremo con E il gruppo dei punti di contatto tri- 
punto di tangenti di F appoggiate ad a, , az. 

Posto: 


H(«*)=a@:(%,@) , K@)=¢9.(@,2’) 
TAC a Os UX) nee a otGe (ie O2 (0s ae) 


la corrispondenza degenere di 2* specie associata a T consta della somma 
delle superficie delle coppie di punti delle coppie di sezioni piane: 
Hise 05 da00 8H, OI eai0s Heo 


cioé equivale al doppio della superficie delle coppie di punti di due sezioni 


piane. Onde: ; 
Ta XO SP 2 CAC (Cee 


ove X ,X’ son i gruppi degli omologhi di x, x’ in T. Chiamata G una se- 
zione rettilinea di F ¢ dunque X = X’ =G, e quindi: 


Cl 62) == 2 (Gn (CAC) aaa G:, 
ove Qé la identita. Ne segue che: 
(T,, Q)=4G—(Q,Q). 


Ora il gruppo (T, , 2) é equivalente su F al gruppo che esprime l’equiva- 
lenza funzionale della D nel gruppo virtuale dei punti uniti; e cid perche 
non vi sono coincidenze perfette. Pertanto “): 


(Ce) te Get, 


(1) Vedi il teorema alla fine del n. 35, p. 880 di una mia Nota lincea. (Questi 
« Rendiconti», 2 giugno 1933). 


ag 9d pe 
ove L é un gruppo canonico di D. Si conclude che: 
(Q,Q)=2G+L—E. 
Indichiamo con J il gruppo jacobiano del fascio a,. Allora“: 
JHE +G=2(C,C) $464 (,D)=2(C,C) +4641, 


ove C’,D’ son curve aggiunte a C,D. Il confronto colla relazione prece- 
dente porge infine la relazione da dimostrarsi ©): 


(QS0) ==> G5 (Gnas 


8. Sia ora di nuovo I un’involuzione razionale di grado n sulla super- 
ficie F priva di singolarita in S,. La determinazione funzionale del gruppo 
virtuale delle coincidenze di I o gruppo virtuale jacobiano di I (costituito 
dalla jacobiana di I e dalle eventuali coincidenze isolate di I), ¢ intimamente 
legata all’ordine invariantivo (relativo) dell’ente co? I, da me altrove intro- 
dotto. Mostriamo ad es. che: 

Se G é un gruppo dell’involuzione razionale 1, co, il gruppo virluale 
jacobiano di I equivalea 3 G—Soa4G—S (ove S é un gruppo della serie 
invariante s) secondo che lordine invariantivo di le 1. o 2. 

Sia anzitutto I dordine invariantivo 1. Allora si potranno riferire bira- 
zionalmente senza eccezioni i gruppi di I ai punti d’un piano wm ed I sara 
generabile con due fasci |C,|,|C,]|, omologhi di due fasci di rette di x 
nella corrispondenza (1 , 7) fra m ed F. Sieno (1) le equazioni (da aggiungersi 
a quelle che rappresentano F in S,) dei due fasci. Allora le (2) sono soddisfatte 
dalle coppie di Q, da quelle x, x’ di punti coniugati in I e dalle coppie ordinate 
x, x’ della curva C, comune ai due fasci. Sicche, denotando con T la corrispon- 
denza rappresentata dalle (2), con T, la corrispondenza che associa i punti 
coniugati in I, con R la corrispondenza degenere di 2* specie formata dalle 
coppice <x di C,, tisulta : 


Teele Oo Rk. 


Ora, poiché ad un x o ad un x’ generico le (2) associano una C, e 
una C,, il gruppo associato a TG) & 2G, onde il gruppo virtuale delle 
coincidenze di T equivale a G+ G+2G=4G. Dvaltro canto siccome 
R=C, Xx C,, risulta: 

(T, ,Q)=3G—S. 


(1) Ved. a p. 49 (nm. 39) di uma delle mie Memorie sulle serie di equivalenza 
(« Mem. della R. Accademia d'Italia», 11 marzo 1932), 

(2) Ibidem, p. 50. 

(3) Ved. la mia ultima Memoria citata sulle serie di equivalenza e sulle corrispon- 
denze (« Mem. R. Acc. d'Italia», 12 gennaio 1934), p. 263. 
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Se invece I ha lordine invariantivo 2, i suoi gruppi si posson bira- 
zionalmente rappresentare, senza eccezioni, coi punti di una quadrica 7, e 
come fasci |C,|,|C,| possono assumersi gli omologhi su F dei fasci di 
generatrici di z. Valgono allora tutte le considerazioni precedenti, salvo 
quelle che si riferiscono alla curva comune ai due fasci, che in questo caso 
manca, eppero viene 


(T,Q)=4G—S. 


II risultato, p. es. relativo alle involuzioni d’ordine 1, puo anche enun- 
ciarsi cosi: 

La serie di equivalenza individuata dalla differenza fra il triplo di un 
gruppo di un’ involuzione razionale co?, d’ordine invariantivo 1, e il gruppo 
jacobiano virtuale dell involuzione é indipendente dall involuzione considerata e 
coincide colla serie di Severi. 


9. Le considerazioni che precedono permettono altresi di presentare 
sotto altra forma, aderente ai concetti della teoria delle serie di equivalenza, 
le relazioni funzionali e numerative da me date nel 1903 fra gl’ invarianti 
di due superficie in corrispondenza algebrica. 

Sia fra le superficie F , F’ (prive di punti multipli negli spazi SHAS: 
che le contengono) una corrispondenza algebrica (1, ), priva di elementi 
fondamentali; cosicché l’involuzione I, di grado n, che si ha su F’ come 
imagine di F, é essa pure priva di elementi fondamentali. Consideriamo su F 
un’involuzione razionale H , co?, di grado v e d’ordine invariantivo 1 (per 
esempio l’involuzione segata su F dagli S,_, uscenti da un generico S,_,). 
Ad essa risponde su F’ un’involuzione razionale H’ di grado nv e di ordine 
invariantivo 1. Sia G un gruppo di H; G’ il suo trasformato; J il gruppo 
jacobiano virtuale di H; J’ il suo trasformato; J* il gruppo virtuale jaco- 
biano di H’; D il gruppo virtuale jacobiano di I; K un gruppo della serie di 
Severi inerente ad F; K’ il suo trasformato su F’ ; K* un gruppo della serie 
di Severi inerente ad F’. Viene allora: 


cioe K’ = K* + D. Dunque: 

Se fra le superficie F,F’ intercede wna corrispondenza (1 yn) priva di 
elementi fondamentali, il trasformato su F’ di un gruppo della serie di Severi 
inerente ad F, equivale alla somma di un gruppo di tale serie inerente ad |" 
aumentata del gruppo virtuale delle coincidence. 

Questo risultato si sarebbe potuto anche ottenere profittando del teorema 
da me dato altrove circa l’equivalenza funzionale di una curva di coincidenza 
di una corrispondenza sopra una superficie, nel gruppo virtuale delle coinci- 


denze. Basterebbe all’ uopo riferire tale teorema alla curva di coincidenza 
dell’ involuzione imagine di F. 

Dal risultato medesimo si pud (imitando il mio procedimento del 1903) 
trarre la relazione fra le serie di Severi di due superficie in corrispondenza 
(n,n’). Tenute poi presenti le considerazioni svolte in quel mio lavoro 
del 1903, nei riguardi degli eventuali elementi fondamentali della corrispon- 
denza, se ne traggono le variazioni da introdursi quando vi sono elementi 
siffatti. La presenza degli elementi fondamentali ¢ legata agli ordini inva- 
riantivi delle varieta co? di gruppi di punti, che si hanno su F ,F’, come 
nel caso speciale delle involuzioni (n. 8). Ma la trasformazione in questo 
senso delle relazioni di quel mio antico Javoro € stata gia fatta indipen- 
dentemente da me (e con metodo diverso, per quanto concerne il prece- 
dente risultato di partenza) in un lavoro in corso di stampa del Maroni, 
ond’io non mi vi trattengo ulteriormente. 


Astronomia (Astrofisica). — Sulla variabilita del periodo di 
rolazione del sole. Nota‘? del Corrisp. G. ApeTri. 


Le determinazioni del periodo di rotazione del sole, fatte per mezzo 
del moto delle macchie, risalgono fino a circa ottanta anni fa e danno il 
valore medio all’equatore di giorni 25.02 corrispondente ad una velocita 
lineare di 2.02 km/sec. Per quanto & possibile asserire da questo metodo, 
di per se stesso poco preciso, sembrerebbe che questo valore sia rimasto 
costante negli ottanta anni passati. 

Il metodo spettroscopico, per determinare il periodo di rotazione del 
sole, ha cominciato ad essere usato con successo sul finire del secolo scorso. 
Sono del 1900 le ben note misure visuali di Dunér e del 1906-08 quelle 
classiche di Adams con la prima torre solare di Monte Wilson. I valori 
conclusi da questi osservatori per la velocitd lineare all’equatore sono in 
buon accordo, in media circa 2.05 km/sec. Dopo quell’epoca le osserva- 
zioni spettroscopiche si sono moltiplicate sempre pil con strumenti e metodi 
diversi ed in varie regioni dello spettro. 

Dopo il 1909 sembra, secondo la media delle pit attendibili misure, 
che il detto valore abbia subito una brusca e notevole diminuzione scen- 
dendo sotto i due chilometri per secondo. Naturalmente cid ha fatto sup- 
porre che il periodo di rotazione del sole possa essere variabile e quindi 
si sono intensificate le osservazioni, specialmente a Monte Wilson e ad 
Edinburgo, con determinazioni sistematiche adoperando lo stesso strumento 
e metodo ed anche in altri Osservator? con collaborazione internazionale. 


(1) Presentata nella seduta del 17 giugno 1934. 


Se si confrontano i risultati ottenuti dal 1915 al 1931 a Monte Wilson“) 
e ad Edinburgo © si ha la seguente tabella: 


Velocita lineare all’equatore. 


fees Monte Wilson Edinburgo 
km/sec. km/sec. 
1915 1.94 1.92 
1917 1.93 1.96 
1otgy * 1.92 _ 
1920 — 2.00 
1922 1.91 1.98 
1924 L.gI 2.03 
1926 _ 1.96 
1928 1.89 1.99 
1929 1.92 1.96 
1930 1.95 = 
1931 aaa 1.93 
1932 _ 2.01 


Non si pud dire che laccordo fra le due serie di determinazioni sia 
buono e si deve supporre l’esistenza, nell’una o nell’altra, o in ambedue, 
di errori sistematici, per spiegare le differenze fra le medie annue di ciascuna 
serie che superano notevolmente i loro errori medi. Infatti benché questi 
non siano dati singolarmente, tuttavia si puo stimare approssimativamente 
che tali errori medi debbano essere dell’ordine di = 0.01 km/sec. 

Da questi risultati non sembra si possa concludere che esiste un anda- 
mento della velociti di rotazione collegato eventualmente con i massimi e 
minimi dell’attivita solare quale & sospettato da St. John). D’altra parte 
perd considerando le sole osservazioni di Monte Wilson, fatte con uno stru- 
mento molto potente, quale é la torre di 150 piedi, in unione allo spettro- 
grafo di 75 piedi, con tutti i mezzi atti ad assicurare omogeneita ai risultati, 
bisogna ammettere che é difficile spiegare, con i soli errori di osservazione, 
le differenze in questa serie di osservazioni, che arrivano fino a 0.06 km/sec. 
dal 1928 al 1930. Percid St. John, nell’ ipotesi che la rotazione del sole 


(1) Sr. Joun, Variability of Solar Rotation. - Third Report, Commission solar and ter- 


restrial relationships, p. 116. 
(2) Srorey, Spectroscopic observations ecc. «Monthly Notices R. A. S.», vol. 92, 


P: 737, 1932. 
(3) Loc. cit., p. 118. 


RS le 


dedotta dalle macchie dia una misura della rotazione della fotosfera, conclude, 
che la velocita lineare dello strato invertente era, nel 1906, di 0.06 km/sec. 
maggiore di quella della fotosfera e nel 1918 0.10 km./sec. minore, rima- 
nendo poi ad un lungo minimo. Dopo il 1928, sempre secondo le osserva- 
zioni di Monte Wilson, si ha un aumento abbastanza regolare della velocita 
che tende ad avvicinarsi (1932) a 2.00 km/sec.“. Tali variazioni si po- 
trebbero interpretare come causate da derive dello strato invertente a lungo 
periodo, che si succedono alternativamente verso est o verso ovest accele- 
rando cosi, o ritardando, il periodo di rotazione solare. 

Se consideriamo ora, oltre ai risultati suddetti, anche quelli ottenuti 
prima del r9r5 e poi in questi ultimi anni, sempre pil’ numerosi, con vari 
strumenti e metodi, benché certo fra essi debbano esistere differenze siste- 
matiche, pure ¢ interessante di vedere se possono confermare o meno la 
sospettata variabilita. 

Dalle serie pit importanti di misure che, a nostra cognizione, sono 
state pubblicate fino a questa data, possiamo trarre il seguente riassunto: 


ee Velocita all’equatore a tee dele 

km /sec. 
1902 2.04 Upsala 
1906 2.05 Edinburgo 
1908 2.06 Mt. Wilson 
1909 2.09 Edinburgo 
1912 1.97 Ottawa, Cambridge, Pittsburgh 
I9I4 1.95 Kodaikanal, Ottawa, Mt. Wilson 
1916 1.94 Ottawa, Mt. Wilson, Edinburgo 
1918 1.94 Mt. Wilson, Edinburgo 
1920 1.95 Mt. Wilson, Edinburgo 
1922 1.95 Mt. Wilson, Edinburgo 
1924 1.94 Mt. Wilson, Edinburgo, Kodaikanal 
1926 1.96 Pulkovo, Edinburgo 
1928 1.95 Mt. Wilson, Pulkovo, Edinburgo 
1930 1.93 Mt. Wilson, Arcetri, Potsdam, Pulkovo, Edinburgo 
1932 1.95 Ewhurst, Pulkovo, Edinburgo 
1934 1.97 Arcetri 


(1) Annual Report of the Director of the Mount Wilson Observatory. « Carnegie Inst. 
of. Washington», Year Book, n. 31, p. 151, 1932. 


Lultimo valore risulta dalle misure fatte alla torre solare in Arcetri 
negli anni 1933-34“). Nessun andamento periodico sembra possa dedursi 
dalle variazioni della velocita che si hanno da questi valori. Eccezione fatta 
della notevole diminuzione, che ha avuto luogo dal 1909 al 1912, negli 
anni seguenti le differenze fra i diversi valori non sono tali, ne presentano 
tale regolarita, da far credere che essi non siano piuttosto dovuti ad error 
accidentali o sistematici. Prima del 1912 i valori annuali sono basati su di 
un solo Osservatorio e sono stati ottenuti con apparecchi meno potenti e 
perfezionati di quelli che furono usati dopo quell’epoca; oltre a cid quelli 
del 1902 e 1906 si basano su osservazioni visuali, mentre tutte le altre 
sono fotografiche. Quindi, malgrado l’accordo che presentano quelle osser- 
vazioni, forse soltanto gli errori sistematici sono responsabili del pit: alto 
valore medio osservato prima del 1912. 

Da considerazioni teoriche si deduce che @ molto improbabile una va- 
riazione secolare cioé progressiva, perché la perdita di massa, a causa della 
perdita di Iuminosita, € troppo piccola per venire osservata in tempo cosi 
breve. Pil. probabile invece sarebbe una variazione periodica, in relazione 
al ciclo dell’attiviti solare (macchie, facole, ecc.) o a quello della polarita 
magnetica delle macchie. Per il primo ciclo il periodo dovrebbe essere di 
undici anni, ma né le osservazioni spettroscopiche, né quelle delle macchie 
di Junga vita, che danno per questi ultimi trenta anni un valore costante 
di 2.02 km/sec. all’equatore, presentano una tale periodicita. Per il secondo, 
il periodo dovrebbe essere doppio, cioé di 22 anni circa. Nemmeno di questo 
si pud trovare traccia nei risultati finora ottenuti. 

Per il momento non sembra quindi possibile ’accertamento di varia- 
zioni nel periodo di rotazione del sole e se mai pare pit probabile che questo 
sia, nell’ intervallo di tempo considerato, costante. Per ulteriori determina- 
zioni, che porteranno certo a risultati pil. precisi e pil in accordo fra 1 vari 
osservatori, si deve ricordare: 

ad) che le varie righe di Fraunhofer per la loro diversa intensita, 
per il loro diverso livello energetico, per le diverse ragioni dello spettro a 
cui appartengono, o per altre cause provenienti da sovrapposizioni di altre 
righe, possono dare valori della velocita notevolmente diversi °); 

b) condizioni strumentali e osservatori diversi possono dare valori 
non concordanti a causa di errori sistematici, specialmente provenienti dalla 
grandezza dell’immagine solare adoperata e dal punto del lembo osservato; 

c) con uno stesso strumento si possono ottenere valori non con- 
cordanti da un giorno all’altro, probabilmente per effetto delle condizioni 
atmosferiche (trasparenza del cielo, luce diffusa, tranquillita del bordo) ed 
anche per causa di possibili perturbazioni e variazioni particolari della ve- 
Jocita nel punto del lembo osservato. 


(1) «Pubbl. R. Osservatorio di Arcetri», fasc. 52, 1934. 
(2) Cfr. per es, Srorey, loc. cit., p. 471 € « Pubbl. R. Osserv. Arcetri», fasc. 52, 1934. 


& 
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Fisica. — Ricerche su la distribuzione della corrente continua 
in un conduttore omogeneo sottoposto alla influenza di un campo 
magnetico permanente. Nota Il“, del Corrisp. L. LomBarpi e di 
E. BoTrant. 


METODO SEGUITO E RISULTATI SPERIMENTALI ©), 


A chi si accinge a verificare se la distribuzione di una corrente subisca 
o non la influenza di fenomeni esterni, si affaccia intuitivamente il metodo 
potenziometrico, in quanto esso permette di stabilire nel modo pit’ semplice 
la relazione fra le tensioni applicate e le intensita delle correnti prodotte, 
e, col soccorso degli apparecchi moderni pit perfetti, permette di raggiun- 
gere nei confronti un grado di precisione elevatissimo. Ad esso intese percio 
di ricorrere il prof. Weber nelle misure, che si proponeva di eseguire sopra 
il fenomeno di addensamento della corrente sotto l’influenza di un campo 
magnetico, che Egli annuncio di avere scoperto, e che cercd di documen- 
tare mediante un primo gruppo di osservazioni preliminari ©), 

Anche noi ci siamo percio indotti in un primo tempo a tentare per 
questa via alcune misure di orientamento, sebbene la interpretazione loro, 
per le ragioni gia esposte, potesse offrire qualche incertezza. 

Cercammo per questo di realizzare una disposizione di conduttori simile 
a quella del prof. Weber, valendoci di lunghe striscie di rame, ricavate da 
una vecchia conduttura per forti correnti, e gid munite verso le estremita 
dei fori per gli attacchi. La lunghezza di tali striscie ¢ di circa 2m. e la 
sezione trasversale perfettamente uniforme di 100 X 2mmq. Una di esse 
venne in ogni caso utilizzata come conduttore principale, da sottoporre al- 
Vazione del campo, e disposta in un piano orizzontale; un gruppo di altre 
5 striscie analoghe, cucite insieme, e situate parallelamente alla prima col 
loro piano medio verticale ad una distanza netta di 15 mm., serviva a pro- 


(1) Presentata nella seduta del 1° giugno 1934. 

(2) Alla preparazione ed esecuzione delle presenti misure ha validamente collaborato 
Ving. G. Pagliari, al quale gli Autori esprimono la loro riconoscenza. 

(3) Vedi Nota preliminare dei medesimi Autori presentata nella stessa seduta. 
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durre il campo trasversalmente alla prima. Si realizzava cosi una sezione di 
1000 mmgq., suscettibile di portare senza riscaldamento apprezzabile la cor- 
rente di ritorno del conduttore principale, ovvero una corrente separata 
considerevolmente pil intensa. 

I due conduttori potevano collegarsi in serie ad uno degli estremi, ov- 
vero alirnentarsi separatamente, con inclusione dei rispettivi shunt per la 
misura delle correnti; queste erano allora fornite da due sorgenti distinte, 
costituite luna da una batteria di accumulatori, e Valtra da una dinamo per 
forti intensita. 

Nella intercapedine di 15 mm. intercedente fra i 2 conduttori era interca- 
lato un diaframma longitudinale, costituito da 2 fogli di amianto dello spes- 
sore 5 mm. con le faccie interne rivestite di stagnola, a fine di ridurre al 
minimo lo scambio di calore. Il tracciato delle condutture venne predisposto 
in modo da ridurre nei limiti del possibile il campo esterno, e le perturba- 
zioni conseguenti sopra gli apparecchi di misura. In presenza delle correnti 
pi intense venne anche adottato il ripiego di capovolgere in ogni coppia 
di osservazioni gli amperometri di precisione derivati sopra i shunt, cosi 
da compensare |’ influenza di tutto il circuito. 

Nella prima serie di misure, mantenendo la corrente nel conduttore 
principale ad una moderata intensita per non variarne apprezzabilmente la 
temperatura, vennero ad esso saldati a distanza di 1240 mm. due conduttori 
di presa per la misura potenziometrica, mentre il conduttore stesso, lungo 
1980 mm., era solcato da 4 sottili fessure longitudinali equidistanti, lunghe 
1380 mm. Portando nel 2° conduttore la corrente da 0 a 6000 ampere, 
mentre quella del 1° era di 74.70 ampére, la caduta di potenziale vario ap- 
pena da 7.874 a 7.878 millivolt; cid corrisponde ad una variazione reale o 
apparente della resistenza di 0.05 °/., € ampiamente si giustifica con un 
leggerissimo aumento della temperatura. Sotto la influenza di un campo 
medio di circa 200 Gersted la resistenza globale del conduttore poteva adunque 
considerarsi praticamente invariata; nelle esperienze di Weber Ja intensita 
di campo era in media 7 volte pit piccola, e non avrebbe mai potuto oc- 
casionare variazioni di resistenza pili ingenti. 

Per tali ragioni le indicazioni ottenute con questo metodo, e anche con 
la separata misura potenziometrica fra punti equidistanti dei conduttori ele- 
mentari, riescono poco concludenti, e percid le determinazioni ulterior ven- 
nero da noi direttamente eseguite su le correnti singole. 

Non volendo interrompere la continuita longitudinale dei conduttori, 
Vartificio pit semplice era quello di determinare la forza magnetomotrice, 
che ognuna di quelle correnti esercitava in un circuito magnetico con essa 
concatenato, in presenza e in assenza della corrente del 2° conduttore. Lo 
strumento classico per questa determinazione ¢ il Misuratore di tension 
magnetiche ideato da Rogowski nel 1912, € da uno di noi gia impiegato 
per la misura delle dissipazioni di energia entro una parte circoscritta del 
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circuito magnetico “); daremo ad esso per brevita il nome di tensiometro ma- 
gnelico. 

Esso consta di una spirale flessibile, contenente un egual numero di 
spire eguali per ogni unita di lunghezza, le cui estremita si fanno coinci- 
dere con le regioni dello spazio, fra le quali si vuol determinare la caduta di 
potenziale magnetico, Se tutte le spire abbracciano la medesima superficie, 
e sono ortogonali all’asse della spirale, il flusso di induzione con questo 
concatenato risulta semplicemente proporzionale all’integrale di linea della 
induzione lungo l’asse medesimo, essendo il coefficiente di proporzionalita 
rappresentato dall’area complessiva delle spire distribuite su ogni unita di 
lunghezza. Facendo combaciare fra loro le estremita, quell’ integrale risulta 
proporzionale alla forza magnetomotrice totale, ossia alla corrente concate- 
nata, € puO misurarsi con tutta la esattezza, alla chiusura o alla apertura del 
circutto di questa, mediante un galvanometro balistico di conveniente sen- 
sibilita. L’apparecchio ha tutti i pregi di uno strumento assoluto, la cui 
costante pud calcolarsi a priori in base alle dimensioni, ovvero determinarsi 
sperimentalmente mediante una misura con corrente concatenata di nota 
intensita. Nel caso nostro tale determinazione non aveva alcuna importanza, 
dovendosi unicamente controllare i valori relativi delle correnti elementari 
di fronte a quello della corrente risultante. 

Un primo tensiometro venne costruito nel laboratorio di elettrotecnica 
dell’ Istituto Carlo Erba, avvolgendo sopra un cordone di cuoio del diametro 
medio di 3.5 mm. e della lunghezza di m. 1.48 una spirale di filo di rame 
del diametro di 0.3 mm., isolata in cotone, e disposta con sufficiente unifor- 
mita in due strati, cosi da ottenere 45 spire per ogni cm. di lunghezza. Di 
tale spirale si avvolsero 22 giri intorno alla prima striscia del conduttore 
principale, leggermente scostata dal piano medio delle altre, facendone fra 
loro combaciare le estremita, e collegando i capi del filo ad un galvanometro 
balistico molto sensibile; questo all’apertura e alla chiusura del circuito 
forniva elongazioni direttamente proporzionali alla corrente concatenata. 

Nelle verifiche eseguite successivamente si scoperse che un certo nu- 
mero di spire di questo tensiometro si trovavano in corto circuito, per la 
presenza di una saldatura nel filo, che aveva con le sue asperitd intaccato 
lo strato isolante. Durante un gruppo completo di misure, eseguite il 21 di 
aprile, tutta la apparecchiatura rimase peraltro in posizione inalterata, si che 
i valori relativi della corrente elementare poterono confrontarsi con quelli 
della corrente totale, misurati mediante un amperometro di precisione, senza 
che il vizio costruttivo esercitasse alcuna influenza. 

Elevando la corrente per gradi da 150 a 1000 ampbre, e modificando 
ogni volta la sensibilita del galvanometro, in modo da ottenere appros- 
simativamente le medesime deviazioni per le diverse intensita, la media di 


(1) Questi «Rendiconti», vol. VII e VIII, 1928. 


tutti 1 rapporti misurati fra la corrente elementare, ossia la elongazione bali- 
stica, e la corrente totale, risulto in una prima serie di numerose osserva- 
zioni in presenza della corrente di ritorno 7.25 e in assenza di essa 7.21. 
La differenza, inferiore a 1°/), si manifestava per puro caso nel senso 
indicato da Weber, ma era certamente dovuta a cause accidentali, atteso 
che in una seconda serie di osservazioni pil accurate, essendosi diligente- 
mente eliminata ogni perturbazione inerente ai circuiti esterni, quella diver- 
genza si era ridotta a 2°/..; essa poi scomparve interamente negli ultimi 
gruppi di misure, ove i due circuiti di forte corrente si mantennero separati, 
alimentandosi quello laterale con intensita di 2000 a 6000 ampere, mentre 
il conduttore principale riceveva dalla batteria una corrente rigorosamente 
costante di 148.3 ampere. Le elongazioni balistiche osservate alla apertura 
e chiusura di questo circuito furono in presenza e assenza di quella prima 
corrente 184.1 e 184.3, e in presenza e assenza della seconda 184.2 e 
1840 mm.; fra queste non si rivela alcuna divergenza sistematica, e quelle 
accidentali non eccedono I °/oo. 

In questa occasione si rilevo bensi una leggera elongazione del galvano- 
metro alla apertura e alla chiusura del circuito laterale, che condusse alla 
scoperta del vizio costruttivo del primo tensiometro, e pote influire su quelle 
misure, ove la corrente laterale si interrompeva solidariamente a quella 
principale; ma non esercitO pili alcuna influenza su le misure a Circuiti 
separati. 

Per eliminare definitivamente quel primo inconveniente, e rendere le 
misure pil esatte e concludenti, facemmo in esse definitivamente ricorso a 
un metodo differenziale, il quale meglio di ogni altro si sarebbe prestato a 
scoprire qualsiasi variazione anche minima nella distribuzione della corrente 
principale, se essa si fosse manifestata per effetto della corrente laterale. 

Il primo conduttore venne all’uopo sostituito con una striscia di rame 
delle stesse dimensioni di quella precedente, solcata perO verso la meta da 
un’unica fessura longitudinale lunga 400 mm. e larga 25. In questo tratto 
il conduttore principale risultava dunque suddiviso in due conduttori elemen- 
tari della sezione di 150 mmgq., fra i quali la corrente complessiva si sud- 
divideva in parti approssimativamente eguali. 

Sopra ognuno di essi venne avvolto in egual numero di 14 spire un 
nuovo e identico tensiometro, costituito da una spirale di filo di rame di 
0.3 mm. di diametro, isolata con doppio strato di seta, cost da contenere 
in due strati sovrapposti 65 spire per ogni cm. di lunghezza sopra un’anima 
cilindrica di gomma dura del diametro di 4.8mm. La resistenza di ogni 
spirale risulto di 38.8 ohm. 

Collegando i due tensiometri in serie fra loro e col galvanometro bali- 
stico, essi funzionavano come un tensiometro unico, di cui ogni giro era con- 
catenato con la meta della corrente principale, e la deviazione media otte- 
nuta in molte tarature risulto di 1 mm. per 0.213 ampére di corrente totale. 


Collegando ora i due tensiometri in opposizione, la deviazione risultante 
avrebbe dovuto annullarsi per ogni valore della corrente, se questa si fosse 
suddivisa in parti esattamente eguali, e se anche le costanti dei tensiometri 
fossero state identiche. 

Non essendo queste due condizioni verificate con matematica esattezza, 
si ottenne nel fatto una piccolissima deviazione residua, che peraltro fu age- 
vole cancellare, disponendo in paralle'o con la spirale tensiometrica di mag- 
giore sensibilita una resistenza ohmica adeguata (770 ohm). Questa modifica 
leggermente la costante di tempo del circuito corrispondente, si che, alla 
chiusura e apertura della corrente nel. circuito laterale, si manifestava al 
galvanometro una piccola deviazione dell’ordine di 5 mm. prima in un senso 
e poi nell’altro, senza alcuna variazione permanente di zero. Tale fenomeno 
non ha peraltro alcuna influenza su le misure eseguite in presenza della 
corrente laterale, mentre questa conserva intensita costante. 

Ora, aprendo e chiudendo il circuito della corrente principale, con una 
intensita di 150 ampére, la quale con 1 due tensiometri in serie avrebbe 
fornito una deviazione balistica di 690 divisioni, ed essendo questi perfet- 
tamente compensati in assenza della corrente laterale, la compensazione 
rimaneva perfetta, anche in presenza di questa portandola a 6000 ampére, nel 
qual caso, ammettendo un’incertezza nelle lettere di 1/5 di parte di scala, 
Jo squilibrio delle due correnti non poteva eccedere 0.04 ampére e in valore 
relativo 0.05 °/9. 

Anche mantenendo in serie i due conduttori, e portandone la corrente 
a 1000 ampére, che coi due tensiometri in serie avrebbero fornito al galvano- 
metro balistico una elongazione equivalente di 4600 divisioni, all’apertura e 
chiusura non si osservavano che le modeste elongazioni di pochi mm. prima 
in un senso e poi nell’altro, identiche a quelle ottenute all’apertura e chiu- 
sura della sola corrente laterale; se tali deviazioni dovessero aver rapporto 
con momentanei squilibri delle due correnti elementari nel conduttore princi- 
pale, la importanza di questi non eccederebbe in alcun caso I °/oo. 

Le esperienze vennero anche ripetute in presenza di conduttori |aterali 
cilindrici, atti a sviluppare attraverso al conduttore principale campi di diversa 
intensit’ e di distribuzione differente; ma i risultati furono in ogni caso 
completamente negativi. 


Conclusione. 


Dalle ragioni teoriche esposte nella prima Nota, e dalle presenti consta- 
tazioni sperimentali, sembra lecito dedurre la inesistenza del fenomeno dal 
prof. Weber denunciato e concludere che la distribuzione della corrente con- 
tinua nei conduttori omogenei non viene praticamente alterata dalla influenza 
di campi magnetici permanenti, se si prescinde dalla piccola deformazione 
che possono subire, subordinatamente alle condizioni limiti, le superficie in- 
terne equipotenziali e le linee di corrente per l’effetto di Hall. 


MEMORIE E’ NOTE PRESENTATE DA SOGI 


Matematica. — Sulle serie doppie di funzioni ortogonali e nor- 
mali. Nota J di C. SEverINI, presentata“? dal Corrisp. G. Lorta. 


La presente Nota fa seguito all’altra Sulla formula di Parseval @), recen- 
temente pubblicata in questi « Rendiconti », della quale vengono mantenute 
le notazioni e continuate le numerazioni, per comodita di riferimento. Qui 
si studia il problema, connesso colle precedenti ricerche, della rappresenta- 
zione delle funzioni di due variabili, sommabili insieme coi loro quadrati, 
mediante serie doppie di funzioni ortogonali e normali, in particolare me- 
diante le serie doppie di Fourter. 


3. — Supponiamo che la serie doppia: 
ee) ob ab 
(a5) f& 5y) ~ Din Amn Qin (x) Vn (y) > Aen -| | ESS) Om (x) Vn (y) dx dy, 


relativa ai sistemi (5) ed (11), sia sommabile per orizzontali nel quadrato 


x i ; : : 
(a= <}), ritenendo come orizzontali le serie: 


(oe) 
Din An sn Pm (x) bn (y) (n =0,1,2,-:-), 


ed indichiamone con S(x,y) la corrispondente somma; poniamo ciot: 


a 


(16) S (x59) = Dw | Zw Ane Om (3) bo (0) 


Per ogni x dell’intervallo (a, h), esclusi al pit i valori di un insieme 


di misura nulla, le funzioni: 

L(&5y) bm O) (n= 0,1,2,+-+) 
sono linearmente sommabili, rispetto ad y, nell’ intervallo (a,b), e gl’ in- 
tegrali: 


(17) wo) =| FE) OH (Cees 


A 


(1) Nella seduta del 1° giugno 1934. 
(2) A questa Nota intenderemo riferirci, scrivendo brevemente (S). 


rappresentano funzioni definite quasi dappertutto in (a,b), sommabili insieme 
coi loro quadrati“), aventi come sviluppi in serie di funzioni (5), le serie: 


ioe) 
(18) gn (By Na eae (x) i =a0. ly ae 


Se si ammette che il sistema (5) sia chiuso, segue quasi dappertutto 
nell’ intervallo (a, b)®: 


[ee) 
(19) £n (x) =3 Ss Rae Qn (x) (n a OF V2 era oF 


€ pertanto: 
(oe) 
S(x,9) = De ge (2) v0) 


esclusi al pil: per x i valori di un insieme E di misura nulla, come dianzi 
& detto. Ma per ogni x’, non appartenente a questo insieme, lo sviluppo 
della f(x’, y) in serie di funzioni (11) ¢: 


(20) f@ 9) ~ Seen 2400), 


e, se si ammette che il sistema (11) sia anch’esso chiuso, risulta inoltre : 


ee) 


( eA f r 
(21) f(s y) = Lago) Q), 
Oo 
fatta al pit eccezione per i valori di y, appartenenti ad un insieme Fx’ di 
misura nulla. In conclusione, esclusi i valori di x contenuti in E e, per ogni 
x’ dell’insieme complementare C,,,,)(E), esclusi ancora i valori di y, co- 
stituenti l’insieme Fx’, deve essere: 


(22) [@ > y) ae > —" Agia On ea) : Vn | ; 


l’insieme totale dei punti del quadrato (: —= =), pei quali puo la (22) 


non sussistere, risulta, come subito si vedeG), di misura superficiale nulla. 
Per un noto teorema si pud aggiungere che tanto le serie: 


co 


(23) Xn Ann Om (X) dm (9) (W041, 25+), 


Oo 


(1) Cfr. C. SEVERINI, Sopra gli sviluppi in serie multiple di funzioni ortogonali. «Me- 
morie dell’Accademia Gioenia di Catania», serie 5°, vol. IV, rgro. 

(2) Cfr. C. SEVERINI, loc. cit. (4), p. 3. 

(3) Cfr. C. Severini: loc. cit. (3) ap. 1, n. 4. 


quanto la serie (22) convergono uniformemente, escluso per ciascuna di esse 
un insieme di punti di misura minore di una quantita positiva, arbitrariamente 
scelta , 


ats nibs i 
Fissato un numero positivo o, si determinino nel quadrato (« Sa ese 7 


ae a TR ar rad) ; 
un insieme G di punti, di misura minore di gh fuori del quale la serie 
(22) sia equiconvergente, e, per ogni 7, un insieme G, di misura minore 
open aue tee 245] : ; : 

i Sapa » luori de quale sia equiconvergente la corrispondente serie (23). 


L’insieme totale dei punti cosi esclusi: 
H=G+G,.+G,+::: 


& di misura minore di o, e nell’insieme complementare rispetto al quadrato 
fax} =i) la serie (15) & uniformemente sommabile per orizzontali. Ed 
& ovvio che si possono in conseguenza, assegnare due valori m' ed n’ di 
m ed n, tali da avere, nel detto insieme complementare di eee 


mit ntl m"' = m' 
lic ? y) Viel dn > Aes Pin (x) pin ) | = : (i = "| e 


¢ essendo prefissato ad arbitrio. 
Concludendo si ha il seguente teorema: 
Siano: 
(5) Po (X) 5 Pr (X)-, 2+ Pn (%) 0°" 
(11) Yo(*) Hi (%), 27+ Gu ()s0> 
due sistemi chiusi di funzioni, sommabili insieme coi loro quadrat, ortogonalt 
e normali nell’ intervallo (a,b), ed f(x,y) una funzione, sommabile insieme 


col suo quadrato, nel campo (. = * <0). La serie doppia: 
oO b pb 
(15) f(xy) © D,, , Amin Qn (%) Hn) Anam | S(xy) om (x) bay) ax dy, 


supposta sommabile per orizzontali (per verticali) in (a= ; <0), ha ivt 


(1) Il teorema in discorso, da me dimostrato nel 1910 (Sopra gli sviluppi in serie 
di funzioni ortogonali, « Atti dell’Accademia Gioenia di Catania», serie V, vol. III, 1910), 
& stato in seguito, a circa un anno di distanza, ritrovato da Ecororr (Sur les suites de 
fonctions mesurables, « Comptes Rendus», vol. 152, 1911, pp- 244-246), al quale viene di 
solito erroneamente attribuito. Cfr. L. TONELLI, Su una proposizione fondamentaie deil’ analist, 
«Bollettino dell’ Unione Matematica Italiana», anno Liwny 3) 1924: 


Renpiconti. 1934, Vol. XIX. 54 


come somma per orixzontali (per verticali) quasi dappertutto la f(~,9)>3 € inoltre 
uniformemente sommabile per orixzontali (per verticali), se st esclude un insieme 
di punti di misura minore di una quantita positiva, arbitrariamente scelta. 


4. — L’ipotesi che gl’insiemi (5) ed (11) siano chiusi non & essen- 
ziale per la deduzione delle (19) e (21), bastando a tale scopo che gn (x) 
ed f(x’,y) soddisfino all’equazione di chiusura dei rispettivi sistemi (5) 
ed (11). Cid pud asserirsi, ove esistano soluzioni effettive delle equazioni 


integrali: 


[ 9 @) dx =o (n =0,1,2,°°°) 


a 


[redo Got aces 


a 


se si ha: 


[ iG 0@)ar=o, 


per ogni y, per cui la f (x,y) é, insieme col suo quadrato, linearmente som- 
mabile rispetto ad x, ed analogamente: 


J fe nn0)y=0, 


per ogni x, per cui la f(x,y) é, insieme col suo quadrato, linearmente 
sommabile rispetto ad y(). | 


(0) .Giry Gy SEVERINI, loccit.5u(3) na sper ke 

(ecient 

(3) Cfr. C. SEVERINI, loc, cit., (3) a p. 1. G. Lauricerta, Sopra gli sviluppi in serie 
di funzioni ortogonali, « Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo», to. XXIX, 1910. 


Matematica. — Sulla integrazione delle successioni ricorrenti del 
secondo ordine, lineari ed omogenee. Nota I di L. Toscano, pre- 
sentata ‘? dal Socio T. Levi—Crvira. 


1. Recentemente Schwatt ©) ha dato l’espressione del termine generale 
di una successione ricorrente del secondo ordine e successivamente Mam- 
briani (3), richiamando un suo precedente lavoro, si ¢ occupato delle succes- 
sioni ricorrenti di ordine n. 

In verita Vespressione del termine generale di una successione ricor- 
rente (l’integrale cioe di una successione ricorrente) fu gia in passato oggetto 
di ricerca e ricordiamo ad esempio che D’Ocagne™ sin dal 1883 vi dedico 
parecchi lavori in parte raccolti e coordinati in una bella Memoria del 1894. 

Ed inoltre per l’integrale di successioni ricorrenti del secondo ordine, 
speciali, esiste qualche altra espressione dovuta a Candido) che a dette 
successioni ha dedicato parecchi Javori, facendone altresi eleganti applicazioni. 

In questa Nota ci permettiamo richiamare alcuni di questi risultati, 
completandoli in qualche punto, e di darne altri, che riteniamo nuovi. 


a Oia 
W—px+q=—0, 


con p e q costanti, l’equazione generatrice di una successione ricorrente del 
secondo ordine, lineare ed omogenea, 


(1) Nella seduta del 1° giugno 1934. 

(2) I. J. Scuwarr, Il termine generale di una successione ricorrente finita del secondo 
ordine, «Rend. R. Acc. Naz. Lincei», ser. 62, vol. XVII, 1933, pp. 909-917. 

(3) A. Mampriant, Sulla risoluzione delle equaxioni differenziali lineari a coe fficienti co- 
stanti, « Boll. Un. Mat. Italiana», anno IX, 1930, pp. 274-278; Sulla risoluzione delle equa- 
zioni ricorrenti, lineari, d’ordine finito e a coefficientt costanti, « Rend. R. Acc. Naz. Lincei», 
ser. 62, vol. XIX, 1934, pp. 16-20. 

(4) D’Ocacne, Mémoire sur les suites récurrentes, « Journal de VEcole Polytechnique », 
LXIVe Cahier, 1894, pp. 151-224. 

(5) Canpipo, La formola di Waring e sue notevoli applicazioni, Lecce, 1903; Contri- 
bution & V Etude des fonctions Vu et Un de Lucas, « Association Frangaise pour P Avance- 
ment des Sciences», Liége, 1924; Applicazioni delle funzioni Un e Vn di Lucas allanalisi 
indeterminata, « Annuario R. Liceo di Brindisi», 1928-1930; Applicazione delle Un ¢ Vn 
di Lucas all’equazione di Moivre e sua derivata, « Atti XIX Riunione Soc, Italiana per il 
progresso delle scienze», vol. 2°, Bolzano-Trento, 1930; Le serie ricorrenti associate del 
20 ordine, « Atti Congresso Internazionale dei Matematici», Zurigo, 1932; Contributo alla 
faltorizzaxione delle Un" e Wn" di Lucas, « Atti XXII Riunione Soc. Italiana per il pro- 
gresso delle scienze », vol. 2°, Bari, 1933. 
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(1) Vo SN Shee ihe 9 a os 


di elementi iniziali yo e y,. 

Se yo=0, yr =1, la successione dicesi fondamentale e poniamo 
yn = Un(p,q) © semplicemente yn = Un. 

Denotando COM Aaa we. 7 1e fadic dell’equazione generatrice, é noto che 


pee a Le . 
(2) Us, = es. pt (3a Va = ite = von 
e quindi 
xi —X ge Re ee 
(4) bl csgh arrearage 


Ma a quest’ultima si pud pervenire direttamente ponendo 


X= VX — GY 
da cui 
Pea VaX — QVu—1 9 
es ara x) Vn a CRF ae qo) tea a: (y:%2 <7 GYo) ie , 
e quindi la (4). 
Se Yo=2,)1 =p, poniamo yn = Vn(p,q) o semplicemente yn = Vn; 
e applicando la (4) si deduce facilmente 


n n 
(5) Mee Mere hse 
s 
Pertanto le successioni ricorrenti U, e Vn sono quelle funzioni nume- 
riche del secondo ordine studiate dal Lucas e dal Candido dette lucasiane. 
Dell’integrale delle successioni ricorrenti V, si conoscono le seguenti 
forme 


P q O O++:0 
p g O-+-O 

(6) Vases ', Ulloa st GED) 
O O oO O p 


D5 NG Spee Ne bE (TS proeg pent 


n (n—r—t 
ower ys ( r—I as ee 


Re Te We ba Ge 
f 


a 851 pee 
: V = (— i)?.2 n - an 2 qn—t 1 20 (an —'2*) Me 2 
2 —— mane? 
(8) Ween = (— (an —1)| pg a. Teen} eae ac 


I Qn2 1 =o 7 ae 
: Neary ee 


I 


(9) Vn = ses] + (pr — 49) + (7) + ( — 49) toot, 


le cui ultime tre dette rispettivamente waringhiana, goniometrica e lagran- 
giana. E da esse si deducono le corrispondenti per l’integrale Un applicando 
la formula di Candido 


aVn ’ : 
(10) TUetbeD — nUa(p 9): 


La forma goniometrica ¢ stata dedotta dal Candido con I’ equazione 
differenziale relativa alla V,» (o U,»), ma essa pud subito ottenersi dalla 
forma waringhiana applicando le note formule 


ees) Ue Ae n2(n? — 27) (n? — 42) --- [n? — (n — 2r — 2)] 
— 2r—2r-t = Z 
r—I r (n —2r)! 
per ” pari, 
(ona iz n(n? — 12) (n? — 3%) +++ [n? —(m — 27 — 2)'] 
Be 
r—I r (n —2r)! 


per n dispari. 


La forma lagrangiana si pud ottenere contemporaneamente per le Vn 
e Un col seguente procedimento che non sappiamo se sia noto. 
Dall’equazione generatrice 


Ke — Px +g = 0 
si deduce facilmente 


Bede = Unx —qun-: ) 


ovvero 


+ 
a ee con A= p?— 4q. 


xn 


D’altra parte dalla 


wD See 
si ha 
v= £0 £018) 
con 


Qe leave algae So 


e confrontando le due espressioni di x” si ottengono le 


IT IL. 


Vn a ant 


che rappresentano le forme lagrangiane. 


3. Il D’Ocagne nella sua citata Memoria ci da l’integrale di una suc- 
cessione ricorrente fondamentale del secondo ordine nella forma trigono- 
metrica 


(11) U, = >————__ con cosw = —— 


€ noi aggiungiamo che con analogo procedimento si trova per la succes- 
sione Vy 


n 


p 


(12) Vn = 29? cosum con cosw=——.- 
Digs 
Queste forme sono interessanti e fanno vedere come gli sviluppi delle U, 


e Vn siano i corrispondenti di quelli di sennw e cosnw. 


Cosi dagli sviluppi 


sen 1@ n? — 2? n? — 27) (n? — 42 
Ee ee alam Rat UE neat) at ceas TS 
sen @ COS w on 5! 
per m pari, 
sen 1@ n? — {2 n? — 17) (nm? — 32 
ne 1 — cere +4 )( se ee 
sen @ COs @ ! 5! 


per m dispari, 


si ottengono le due nuove forme 


Ur, SS np 


q’— l on — 2? 
Cama fl eee 
I (on. — 22) (2n — 4? : 
ee ae 
(13) 
UA. (an—1)\gr-! + + iS 3 Ftieey bot q'~? (p> — 49) a, 


eta eee —J]— 
fore cotter ctl rr e F 


e dagli altri 


n2 
COs Osi SNe £ Gy == ari 
oe =F sent @ per n pari, 


n? (n? — 27) 
4! 


aoa (2) es) 


2 
a sen? w + a 


cos no = cos @} 1 — sent wo — - | 


per  dispari, 


si ottengono le forme corrispondenti delle (13) 


V..= n SD aa 
| hg fey (p?— 49) + 


1 2n (2n —2? 
+ ‘ gr (pp — 4g) to 


24 4! 


(14) ¢ 


2 
I.2n—I1 — 1? 


Tey gine (Pe Ad) 


Vans = Phen 


pb Grr Crt SI page 


\ 
\ 24 4! | 


Poniamo infine, com’e lecito, 
Vn = Cx Un + 2 Vn 


e per 7=0,n=T1, Sl deduce . 


Pertanto l’integrale di una successione ricorrente Yn risulta dato dalla 
notevole formula 


(15) Ve = ( ap ‘Yu, ae *e Vn ; 


da preferirsi talvolta alla (3) come vedremo nella Nota II. 


Naturalmente per yo =0, y: = 1, oppure yo = 2, y: =P Si riotten- 
gono le U, e Vn, ¢ tutte le serie ricorrenti del secondo ordine generate 
dall’ equazione x? —px+q=0, ei cui elementi iniziali soddisfano la 
2); —pyo = 0, hanno lintegrale della forma 


Matematica. — Vedule generali sul calcolo di Vitali e sue esten- 
siont, Nota II di E. Borrororti, presentata‘? dal Corrisp. 
G..Scorza. 


7. Indichero in questa Nota (proseguendo l’esposizione gia iniziata in 
una Nota precedente, apparsa in questi « Rendiconti » ©) una estensione del 
calcolo del Vitali che comprende quelli dall’A. chiamati « caso generale » 
e «caso speciale », insieme a casi nuovi che non appaiono privi d’interesse. 

Designiamo con T una totalita di aggruppamenti di numeri interi, che 
secondo una legge per ora qualunque pensiamo distribuiti in classi, 


(1) LY a length sta, Al che te 


Non escludiamo che un aggruppamento possa appartenere a due o pil 
delle classi (1), anche a tutte. Indichiamo gli aggruppamenti di T generi- 
camente ;con_lettere AB.CD".-: = coneA Me, C.D, alt designeremo ove 
occorra precisarne l’appartenenza alla classe T,. Chiamiamo cifre di un ag- 
gruppamento i numeri interi che lo costituiscono. 

~ Diciamo che la totalita T, dotata della supposta distribuzione in classi, 
e€ un campo di aggruppamenti di numeri se: 

1) E assegnato un criterio d’eguaglianza — soddisfacente alle legei 
formali dell’eguaglianza fra numeri, del resto arbitrariamente scelto — fra 
aggruppamenti di T cosicché dati due aggruppamenti di T si sappia de- 
cidere se essi sono, o no, eguali. Due aggruppamenti di T eguali si ri- 
guardano, ad ogni effetto, come sostituibili l’uno all’altro. 

2) Tutti e soli gli aggruppamenti di T,,,(v=1) si possono ot- 
tenere aggregando ai singoli aggruppamenti di T, una ulteriore cifra h, 
presa (comunque) entro un assegnato insieme I di numeri interi eo (o 
sono eguali ad aggruppamenti cosi ottenuti). 

3) La classe T, & costituita dagli aggruppamenti di T a una sola 
cifra, presa (comunque) in un assegnato insieme J di numeri interi e=o 


(1) Nella seduta del 20 maggio 1934. 
(2) Con lo stesso titolo: serie 6*, vol. XIX, 1934, fasc. 11, PP: 777- 
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(o eguali a questi ageruppamenti). Il che porta, per la 2), che gli aggrup- 
pamenti di T, sono quelli che hanno v cifre (0 sono eguali ad aggruppa- 
menti di T costituiti da v cifre). 

Aggiungiamo questa condizione di carattere accessorio, che pero sup- 
porremo sempre senz’altro soddisfatta : 

4) Gli insiemi I ed J sono finiti, I ¢ costituito dai numeri 0 1 2 +++ m. 

In questa ipotesi) diciamo rango di un aggruppamento A di T il 
minimo intero ) = e(A) tale che l’aggruppamento ottenuto da A soppri- 
mendo gli zeri che seguono l’ultima cifra significativa (questo quando gli 
ageruppamenti di T siano ordinati, o disposizioni) 0, rispettivamente, sop- 
primendo tutti gli zeri (cid se gli aggruppamenti di T siano non ordinati, 
o combinazioni) ®) appartenga alla classe T,. Nei due casi, p(A) & anche 
il numero d’ordine, entro A, dell’ultima cifra significativa, o rispettivamente, 
il numero delle cifre significative. Tutti gli aggruppamenti della classe Ty 
hanno rango <v; Tinversa non ¢ sempre vera giacche vi & pure, per gli ag- 
gruppamenti della classe T,, la condizione di avere v cifre od essere eguali 
ad aggruppamenti a vy cifre di T. Indichiamo con T (p, y) la classe formata 
dagli aggruppamenti A di T (v) il cui rango (A) soddisfi alle condizioni 
u—=e (A) =v; ciod, dagli aggruppamenti di T che soddisfano a queste con- 
dizioni e inoltre hanno y cifre o sono eguali ad aggruppamenti di T a vy cifre. 
La classe T, medesima coincidera con la classe T (1,v): la diremo una classe 
intera, e€ quindi diremo non intera T (u,v) se p> TI. 

Fissato un campo T di aggruppamenti di numeri, ed A,B,--- es- 


sendo aggruppamenti di T, con 3: indichiamo Vunita o lo zero “cba che 
A ec B sono, in T, eguali O eee 
8. Cid premesso: siano y*(a,b,c,d,+-- =1,2,°°°, m) coordinate 


curvilinee in una Xm; supponiamo che al punto generico y della Xm sia as- 
sociata una infinita numerabile di spazi afhni, 


(2) E(1) 5 .E@),-+-,EQ), 


passanti per y, e ciascuno contenuto nel successivo, guindi anche in tutti i 


successivi; del resto arbitrari. Se N,,N.,-+-:,Ny--+: sono le rispettive 
dimensioni, si avra dunque 
G) Ni=N.---=N=::: 


Sia ora T un campo di aggruppamenti di numeri, le cui classi 
(4) alias esoner Lyrae 


(1) Se lo zero non facesse parte di I il suo ruolo, in cid che segue, potrebbe asse- 
gnarsi ad altra cifra comunque fissata in I. 

(2) Questo risultera precisato soltanto dalla definizione di eguaglianza di due aggrup- 
pamenti entro T: definizione che non vogliamo prefissare. 


contengano ciascuna un numero d’elementi (differenti fra loro) superiore o 
eguale alla dimensione del corrispondente spazio (2): 


(5) M, = Ny iG HA Esty Os 


Entro ciascun E (v) supponiamo fissato un riferimento cartesiano e(a,), 


avente precisamente M, vettori fondamentali (My assi), dei quali N, in- 
dipendenti (e dunque sovrabbondante se My >N,). I contrassegni Ay, 0 
By,-+++ con cui designiamo i vettori di riferimento in E(v), siano gli ag- 
gruppamenti di T, (due aggruppamenti eguali riferendosi allo stesso vettore). 
Sara naturale supporre che: 

a) I vettori di riferimento di E(v) facciano parte del riferimento di 
E(v +1). Intenderemo che sia 
(6) Hea Chg = Ok 


A 


slag v+i id 


(ove la somma rispetto all’indice ripetuto A, ;, andra eseguita facendo per- 
correre a tale indice la classe T, 4 1). 

Una trasformazione dei riferimenti sugli E(v) (v= 1,2, ---) che con- 
servi questa particolarita sara data da formule 


A 
(7) Cry) = OF ea, 
v 


Vv 


ove le 8°¥ sono funzioni delle y* soddisfacenti alle condizioni ricorrenti 
Vv 


(8) (Shee Oy BF ‘) C4 4,= 0 (o1'0' 40) 
e del resto arbitrarie. 


9. Supponiamo ora che ai campi di spazi affni E(v) (v=1,2,---) 
vengano date delle connessioni affini; che avranno, in relazione ai riferimenti 


. . A . . . wane . 
€a,) ed y*, det parametri I,” ,- I valori di questi parametri in relazione 
v v 


ai suppost riferimenti si potranno dare ad arbitrio; per un mutamento di 
questi riferimenti debbono valere formule di trasformazione 


Pov By By Ay yt 3 By 
(9) (Fs, — Fer eh, 5 (,)) es, =o- 


Ma, pur lasciando alla scelta dei campi di spazi E(1),E(2),--+ piena 
arbitrarieta, sotto la sola condizione che esista un corrispondente campo di 
aggruppamenti di numeri soddisfacente alle condizioni (5), con opportuna 


restrizione circa le 0% cioe, circa le trasformazioni sui riferimenti cartesiani 


Niet 857 Lats 
sugli E(v), ed eventualment he circa le My, cio ioni affini 
g ; ntualmente anche circa le TY ,, ciod le connessioni affini 
Vis 


per gli E(y), possiamo rendere soddisfatta questa assai interessante proprieta 
(cfr. fine Nota I), che diremo 


‘ : B : 
8) Conpizione DEL Virati: J sistemi D.¥ — che hanno quali compo- 


v v+.1 
ow pe B ; - By > - 1B 
nent Di le oie quali conponenti ep i parametri TY | sono per le trasfor- 
v tv) 
maxiont (7) sui riferimenti cartesiani degli E(v), det tensorié, a un indice 
di covarianza Ay4, di classe Ty4,, uno di controvarianza By di classe Ty. 
Quale condizione necessaria e sufficiente affinché valga la « condizione 


del Vitali», e inoltre, le trasformazioni sui sistemi di riferimento. cartesiani 
per gli E(v) non siano legate a particolare scelta dei parametri di deriva- 


zione, si trova ©) che tali trasformazioni, e ciot, i loro coefficienti O°¥ ©), 
ey, 


debbono essere quelli dati dalla seguente costruzione ricorrente: 


Q* +1 = §ov+1 9Fv 
. ° 


(10) he Re ikaneeres 
ays ates oty D+ Bn 2 oh ) 
-Fye v4 1 ye T yo? oye ay a 


Le corrispondenti trasformazioni lineari formano un gruppo, e formano 
‘ : A 3 

gruppo pure le trasformazioni delle 6°, quando A,B percorrono una singola 
classe di T: classe intera T, 0 non intera T (p,v). 

Ne risulta dunque la possibilita di istituire un calcolo assoluto con tensort 
i cui indici variano nel campo T, percorrendo le singole classi, inlere 0 non 
intere. E questo il pit generale « calcolo del Vitali»; cosi denominarlo ap- 
pare doveroso, se pure le ipotesi da cui il Vitali in effetto partiva siano 
alquanto differenti e pil particolari. 


10. Come i casi effettivamente considerati dal Vitali - e insieme, casi 
nuovi — possano farsi rientrare nello schema generale ora costruito, vedremo 
al numero seguente: premettiamo alcune considerazioni geometriche. 


ee Ere z , See B 
La «condizione del Vitali» manifestamente é restrittiva per le [,”, 
v Vv 
allora e solo che, nel campo T, una classe Ty ha elementi comuni con le 
classi inferiori, ad esempio J/e contiene: nel quale ultimo caso la restrizione 
e questa : 
B B 
Ls Cintas = 
(11) ( ¥ ee ) B, = 0 per I1=>p=v—l. 


Ad ogni modo, supposto che la condizione del Vitali sia soddisfatta, 


it. ‘ A A 3 . P ? 
che cosa significano quei tensori T,” ? La risposta ¢ agevole: si vede subito 
} eae 


(1) La dimostrazione verra data in una Memoria di prossima pubblicazione. 
(2) O in generale, wna loro determinazione, se quei riferimenti sono sovrabbondanti. 


che i vettori 


A 
(12) Qs == ORY — Bake) (AN 


uscenti da un punto y della Xin stanno negli E(v +1) e non negl E(y), 
anzi determinano, quale loro spazio d’appartenenza, uno spazio affine II (v) 
che non incide fuori di y l’E (v), e insieme a questo determina ’ E(v + 1). 
Questi spazi II (v) si possono assegnare a priori, purche soddisfacenti a certe 
condizioni; le quali perd nei casi pil interessanti risultano a priori soddi- 


sfatte, Ebbene: le uae sono operatori per la proiezione, fatla parallelamente 
v hid 


+1 
al IL (v), dei vettori di E(v + 1) su E(y); proiezione che dunque si potra 
cosi rappresentare : 


(13) Ey = [or EES 


v ovis 


Altri spazi II(w,v) si ottengono (cfr. Nota I, n. 3) quali spazi d’ap- 
partenenza degli spazi II (w) , (wu + 1),---, II (y) relativi al punto y con- 
siderato; gli aggruppamenti delle classi T (v,v) e T (u,v) di T possono assu- 
mersi a indici pei tensori di I] (v—1,v—1) edi I (u—1,v—1); delle 
connessioni aftini per le varieta luogo di questi spazi, e quindi dei paramesri 
di derivazione per indici di classi non intere, si ottengono con formule del tutto 
analoghe alle (1), (2) n. 3 (Nota 1): che sarebbe qui superfluo scrivere. 

Spingere pil: oltre una geometrizzazione pel caso pit generale non ap- 
pare possibile; questo dipende essenzialmente dall’aver voluto comprendcre 
anche quello che vien detto «caso generale » dal Vitali. (Ved. Nota 1). 


11. Veniamo ora, appunto, alle particolarizzazioni. 
In primo luogo supponiamo che 
y) L’insieme J(n. 7) sia composto dai numeri 1,2,-++-,m; 
Oye 
oye ? 
é,) Due aggruppamenti di T si considerino eguali quando hanno or- 
dinatamente le stesse cifre. 
In queste ipotesi il nostro «calcolo del Vitali» si riduce a quello del 
« caso generale », piu’ volte ricordato. Le notazioni sono assai diverse — come 
era imposto dal nostro assunto di unificazione; e il ragguaglio non ¢ age- 
vole, ma debbo lasciarlo alla buona volonta del lettore. 
Alla ¢,) ora sostituiamo quest’altra ipotesi: 
é.) Due aggruppamenti di T si considerino eguali quando hanno, in 
ordine qualunque, le stesse cifre significative. 
Allora ci si tiduce al « caso speciale», sviluppato nel libro del Vitali 
e studiato nei suoi aspetti geometrici in una mia Memoria gia citata (Nota 1). 
Gli spazi afhini associati E(v) si possono, nelle presenti ipotesi, identificare 


5) Le 6°4,, postovi A, =a , By =b, si riducano alle derivate 


con gli spazi tangente e osculatori dei vari ordini, S(v), alla Xm — pensata 
entro ambiente affine o euclideo, o nello « spazio hilbertiano » -, e 1 vettori e 


coi vettori derivati v - esimi (pei quali si riguardi come un untco indice i 
eruppo degli indici di derivazione) del punto del supposto ambiente che 
descrive la Xm. 

Ma anche altri casi possono prendersi in considerazione “, questo ad 
es., si presenta come intermediario fra i due ora accennati: 

Al luogo della e;) o ¢,) poniamo l’ipotesi che 

¢;) Due aggruppamenti di T si considerino eguali quando hanno ordi- 
nalamente le stesse cifre significative. 

In sostanza, se si conviene — il che purché si abbiano opportune av- 
vertenze é lecito - di trascurare, in questo e nel precedente caso, Ja scriltura 
della cifra zero eventualmente compresa una o pit volte fra le cifre di un 
aggruppamento, si pud dire che campo di variabilita per gli indici composti 
&, nell’ultimo caso, la totalita delle disposixioni — e nel precedente, quella 
delle combinazioni - con ripetizione, di classe qualunque, di 1,2,++-,m. 
Ad ogni modo le (10) forniscono il gruppo di trasformazioni lineart che é a 
base del corrispondente calcolo assoluto. Nell’ultimo caso risulta lecito identi- 
ficare gli spazi affini associati E(v) ancora con gli spazi tangenti od oscu- 
latori S(v), relativi alla Xm pensata entro un ambiente riemanniano, 0 a 
connessione affine arbitraria; purché, perd, per questo caso s’intenda, quale 
spaxio v — osculatore alla Xm relativamente al supposto ambiente curvo, lo spaxto 
d’appartenenza degli Sy osculatori (relativi a quell’ambiente) alle serie di dire- 
zioni tangenti alla Xm uscenti dai punti di curve della Xm medesima (passanti 
pel punto che si considera). I vettori di riferimento e” si possono identifi- 

Vv 


care coi vettori derivati 


f- T; T i fa us 
(14) Be m= iB )s x ; oe oe ag D,. B tay) Sagat 3 Dee = D,, Be Gee 
(ove x7 = xr (y',y?, +++, 9") & una. rappresentazione parametrica della 


Xin in quell’ambiente; e gli indici messi singolarmente entro parentesi si 
comportano come indici ordinali nella derivazione, che s’intende quella rela- 
tiva alla connessione dell’ambiente). 

Questo terzo tipo di calcolo del Vitali si presta ad essere utilizzato 
nello studio delle variett entro ambiente riemanniano o a connessione af- 
fine, come gid quanto ora ho detto fa intravvedere; questo ho fatto appunto 
nel lavoro in corso gid accennato (n. 9). Qui mi limitero a dire che anche 
per questo caso la possibilita di una caratlerizzazione geometrica della dert- 
vazione covariante, per indici di classi intere o non intere, quale si ha pel 
caso precedente (come nella Nota I ho rammentato) sussiste inalterata. 


(1) Un caso, che comprende la teoria dei «tensori proiettivi » secondo VEBLEN, é 
stato sviluppato da E. Picasso nel lavoro: Connessioni proiettive di specie superiore, in corso 
di pubblicazione nei « Rendiconti Circolo Matem. di Palermo ». 
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Matematica (Geometria). — Ancora sul computo dell’ mva- 
riante di Zeuthen—Segre per una superficie algebrica. Nota di L. Cam- 
PEDELLI, presentata “? dal Socio’ F. Enriques. 


1. La formula che da l’equivalenza di una curva comunque spezzata di 
un fascio per il computo dell’ invariante di Zeuthen—Segre di una superficie ©), 
permette di stabilire rigorosamente un Jemma importante per la teoria delle 
superficie algebriche: 

Lemma I. - Sopra una superficie F priva di curve eccezionali, si abbia 
un fascio (razionale o irrazionale) di curve C e sia 8 il numero delle C 
dotate di un punto doppio, calcolato agli effetti dell’ invariante di Zeuthen- 
Segre. Ogni curva riducibile C* del fascio (C) conta sempre per un numero 
S*=0 di unitd nel computo di 8; avendosi 8 = 0 nel solo caso in cui la C* 
(di genere x= 1) si riduca ad una componente ellittica multipla (senza punti 
doppi). 

Da questa proposizione segue un altro Jemma che ha utile impiego nello 
studio delle superficie di genere py = 0): 

Lemma Il. — Se ¢ 8 =0 il fascio (C) ¢é tutto costituito da curve irridu- 
cibili, purché le C siano di genere x >>1. Invece quando le C sono ellittiche, 
il loro fascio pud contenere delle curve ridotte ad una sola componente ellittica 


mullipla (senza punti doppi). 


2. Passiamo a stabilire il lemma I. 

Si osservi che se la C generica (irriducibile) si fa variare con con- 
tinuita nel fascio (C), fino a portarla nella posizione particolare C* in cui 
si spezza, per il principio di degenerazione dell’Enriques “, le componenti di C* 
saranno connesse fra loro. Cio prova subito che é 8*>>0 nel caso in cui 
la C* sia costituita da sole componenti semplici. 

Vediamo invece che cosa accada quando la C* possegga delle parti 
multiple. 


(1) Nella seduta del 1° giugno 1934. 

(2) Cfr. L. CAmPEDELLI, Sul computo del? invariante di Zeulhen—Segre per una superficie 
algebrica, (in questi « Rendiconti», vol. XIX, ser. 6°, fasc. 11, p. 781). 

(3) Cfr. F. Enriqurs, Sulla classificazione delle superficie alvebriche particolarmente di 
genere zero. Lezioni raccolte da L. CampEDELLI. (« Rendiconti del Seminario Matematico 
della R. Universita di Roma», 1934). 

(4) Cfr. F. Enriques e O. Cuisint, Lezioni sulla teoria geomelrica delle equazioni e delle 
funztont algebriche, vol. III, libro V, cap. Ill, § 36 (Bologna, Zanichelli, 1924). 


= $ 6 1n == 


Si cominci dall ipotesi in cui la C* sia formata da una sola componente 
multipla 0, senza punti doppi: 
C* = 10. 


Allora [supposto il fascio (C) privo di punti base, come certo accade 
se & irrazionale] per la (2) della Nota precedente, dianzi citata, si ha: 


3 (1) @p—2), 


dove pe designa il genere di 8; ed ¢ p> 0, poiché altrimenti, essendo C* 
di genere 7 >>0, la 0 dovrebbe avere il grado v > 0, e quindi il fascio (C) 
non risulterebbe di grado nullo. Pertanto ¢ 6*=0; e - come volevamo 
dimostrare — si ha 8* = 0 quando sia p = 1, nel qual caso, essendo v=o, 
anche le C risultano ellittiche (e necessariamente senza punti base, dato che 
la F non appartiene alla famiglia delle rigate “). 

Da questa ipotesi particolare passiamo a quella in cui la C* sia comunque 
spezzata in m (= 2) componenti 6,,0,,---,0,, con le molteplicita rispet- 
VGH ta4 ss 5 bn. 


C*— i,0, + 4,0, +---+4,90,. 


La C* conta nel computo di § per un numero di unita che é almeno 
uguale a: 


(1) Ss = > G—1) 2e—2) + Din (ts + h—1), 


essendo ¢; il genere di 0;(i = 1,2,---,), e im = (0;,6;) il numero dei 
punti comuni alle due componenti 6; e 0; ©. 

Ora nella (1) appaiono degli addendi suscettibili di diventar negativi, 
che provengono dalle componenti razionali di C* aventi un solo punto di 
comnessione con una delle altre 6;. Si tratta pertanto di mostrare che questi 
eventuali addendi negativi sono compensati da termini positivi di valore as- 
soluto maggiore, cosicché risultera in ogni caso 8° >>0. 

Per facilitare ’esposizione conviene chiamare ramo elementare un gruppo 
0,,0,,---,0,, di r componenti della C*, tali che, nell’ordine scritto, ab- 
biano ciascuna un punto in comune con la precedente e la seguente: faranno 
eccezione 0, e 0,, le quali sono soggette soltanto alla condizione d’incontrar 
la componente che rispettivamente segue o precede, mentre d’altra parte 
possono rimanere senza ulteriori punti d’appoggio con le restanti componenti 
di C* (ramo elementare aperio in uno o in ambedue i sensi), ovvero essere 
appoggiate all’insieme di queste in piu di un punto. 

La completa analisi del valore di 8* richiede che si prenda da prima 
a considerare le configurazioni della C* dotate del minimo numero di punti 
di connessione (n componenti con m— 1 punti di connessione), ipotesi che 
costituisce il caso pit sfavorevole per il nostro scopo. In queste configura- 


(1) Cfr. p. es., F. Enrtques, loc. cit., § 9, 0. 5. 
(2) Cfr. L. CAMPEDELLI, loc. cit., n. 3. 
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zioni non capita mai che una componente si appoggi ad un’altra in pit di 
un punto, cosiccht dovremo distinguere i casi che seguono: 

a) la C* sia costituita da un ramo elementare aperto in ambedue 
i sensi; 

b) la C* contenga == 3 rami elementari aperti in un solo senso, 
che facciano capo ad una stessa componente @ dotata di h punti di con- 
nessione “!) ; 

c) la C* contenga pit gruppi di rami elementari aperti in un senso, 
che facciano capo a diverse componenti 6: due di queste @ saranno con- 
nesse fra loro (direttamente o attraverso rami elementari chiusi), e percio 
ciascuna di esse avra almeno ) + 1 punti di connessione, se / sono i rami 
elementari aperti che le si appoggiano. 

Dopo questi casi converra ancora esaminare quello in cui: 
| d) la C* sia composta di 1 componenti con almeno n punti di con- 
nessione. 

Per semplicita di discorso, nella trattazione che segue supporremo sem- 
pre — senza pit avvertirlo esplicitamente — che il fascio (C) non abbia punti 
base infinitamente vicini, e che le componenti 0; della C* siano tutte prive 
di punti doppi: ipotesi lecite, poiché l’esistenza di punti siffatti porta un 
aumento nel valore di 3*. 

Si avverta inoltre che, in ogni caso, /e componenti 0; sono di grado ne- 
galivo (non nullo) —vi(vi=0). Invero se, per esempio, la 0; & connessa 
semplicemente con le componenti 0,,0,,--+,0,(@=—1,2,-+:,7), inter- 
secando la C* con 9; si ottiene: 


(C*, 0) =— wt +h ti -:: +t 
(CP) = 05 


Ma e: 


dato che il fascio (C) ha il grado zero (e non contiene la 6; come parte 
fissa): cosicche si trova appunto v; >0. 

Premesse queste osservazioni, passiamo allo studio dei vari casi sopra 
indicati. 

Caso a). Intersecando ]a C* successivamente con 0,,0,,---,6,, si ha: 


{5 =V; ie 


. Ce 


ty ot nei ma pln eee 


\ Vip = Vn ln . 


(1) E chiaro che per ) = 2 i due rami si fondono in un solo ramo elementare aperto 
nei due sensi, e si ricade in a). 


Dalla prima delle (2) si ricava che t, divide t,, e quindi dalla. seconda' 
che ?, divide anche #,, e cosi via fino alla penultima che da f, divisore 
di ty. Ma, reciprocamente, partendo dall’ultima si trova che f, divide t, , 
€ percio 
G3) hr=th=t (b= 2,3, %*> 2-2): 


Ne segue che le 1 componenti 0; di C* non possono essere tutte razio- 
nali. Invero, essendo la superficie priva di curve eccezionali, se le 0; fos- 
sero tutte th genere zero, per i loro gradi —v; si avrebbe v; = 2, e quindi 
le prime m —1 relazioni (2) darebbero 


hohe ch, 
mientrée;¢-t;,= ty . 
Allora applicando la formula (1), e tenendo presenti le (3), & subito 
visto che per la C* costituita da un ramo elementare aperto nei due sensi, 
l’espressione 


—7 p= 


= — 1) (297 2) 21>) bon el 


i=I h=t 
risulta positiva. 

Caso b). Consideriamo un ramo elementare (0, ,9,,-+-+,0,) aperto in 
un solo senso, tale cio¢ che la 0,, oltre ad incontrare la 0,_,, abbia un 
punto di connessione P con un’ulteriore componente 9 di C* (la 9 posse- 
dendo ) = 3 punti di connessione, e quindi 1 =r=n—h). Per le com- 
ponenti il nostro ramo elementare si possono ancora scrivere le relazioni 
analoghe alle (2) che si ottengono intersecando la C* successivamente con 


| ibek | pers ec 5 0;: 


dove i designa Vordine di molteplicita della @ d’appoggio. Se ne deduce che 
tf; é un divisore di #,,1,,--+,t,¢, edinoltre che ,; Cie hyt 
quando le 0;(i = 1,2,-+++,7) siano tutte raxionali (vi = 2). Pil precisa- 
mente in questa ipotesi si avra: 


(4) Westy ft . t= F427 


Determiniamo la somma A dei termini che nell’espressione (1) di 3° 
rispondono al ramo elementare considerato, tenendo conto anche del punto 
di connessione P = ee (ma non della componente @). 

Se le 0; GG =1,2,5+++,7) Sono tutte razionalt. (vi = 2), si ha: 


='—?, }i+tnr, 


ReNnpDICONTI. 1934, Vol. XIX. 55 
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e quindi, essendo ¢ = 2f; > 
L 


A>; 


Invece se fra le 0; se ne ha almeno una di genere pi >>0, risulta su- 
Ditech 

Calcolato cosi il contributo che porta un ramo elementare al 8* rela- 
tivo alla C*, passiamo ad esaminare |’ intera C* costituita da una compo- 
nente 0 (di molteplicita t e genere @) con h = 3 punti di connessione, ai 
quali fanno capo altrettanti rami elementari aperti. Si ha dalla (1): 


d* = (t—1)(2p—2) + A,4+4,+--- +A, 


designando con A,,A,,-++,A, i contributi portati nel calcolo di d* dagli 
h rami elementari connessi con 0. 

Se & p>>o segue senz’altro 8* > 03; e lo stesso accade se, pur essendo 
9 =0,é h=4, oppure se, nel caso ) = 3, uno almeno dei rami elemen- 
tari connessi con 0, possegga una componente di genere maggiore di zero 
(cio che porta un A; >12). 

Rimane pertanto da studiare il caso in cui la 0 sia razionale, e abbia 
tre punti di connessione con tre rami elementari 


| Ov. Ore erex oO, 2 


(5) GOs; ois 20s; 
| ove, +7 


tutti costituiti da componenti razionali. Per la C* cosi formata é: 
ov —t—t, —t—t’+ qgtr+s542. 


Allora se ogni ramo elementare ha almeno due componenti, cioé se 
(6) ¢=T>=s5=2), 
avendosi, per le (4), #==3¢: 5 (=3l 5 134, e qundi t 1,4 U +410, 
risulta ancora 8* > 0. 

Per analizzare il caso in cui qualche ramo elementare si riduca ad 
una sola componente, per modo che non sussistano pil le (6), si osservi 
che segando la C* con la @ (di grado —y), si ottiene: 


(7) wot beet. 
Poicht -— come si é visto — #, & un divisore di t e di t,, e, analo- 
gamente, #' divide t e t,, e cosi pure't e #’. sono multipli di ¢”’, si ponga: 


t ” wear 
t 


ty ety Wee 1 ah 2 ea ee ee 


Sy 
con €,¢,¢”,%,’, mw’, numeri interi, e, per le (4), 
Pec iene rs” Dati apa: 
Allora dalla (7) si deduce: 


6) nae ase 
rw 


Ciascuna delle frazioni che compariscono nel secondo membro di questa 
uguaglianza € minore dell’unita, cloe v< 3; ma d’altra parte deve essere 
v= 2 poiche la superficie ¢ priva di curve eccezionali: quindi, necessaria- 
mente, ¥== 2. 

Ora se i tre rami (5) si riducono ciascuno ad una sola componente 
(Gia pos == 1) cosicche. eis @ =='e'== 1. 6, S32 Ve 2 a ee 
p= v= 2, la (8) non puo dare v = 2: pertanto codesto caso non é¢ 
compatibile con Ll’ ipotesi che le quattro componenti di C* siano razionali. 

Analogamente dalla (8) non si pud avere v= 2 se due dei rami ele- 
mentari (5) sono costituiti da una sola componente (¢q=2 ,r=sS=1,; 
eg et — eo 

Infine si consideri il caso di un solo ramo elementare ridotto ad una 
componente (q ==r==2 , 5 =1). La (7) diviene: 


at Sy hb hy 
ma € [ctr.le-(4)]: 
tetpefri  , tat+h, 
e quindi 
ea Re A Lo 
Ne segue: 
Of t—2t+qt+rt 3; 


e percid 8*>>0, avendosi — dalle (4) - t= 210. 

Si conclude che, nelle ipotesi b), la C* conta nel computo di 8 per 8° >>0 
unild. 

Caso c). Ci si pud limitare a considerare l’ipotesi che tutie le compo- 
nenti della C* siano razionali, nella quale la (1) contiene il massimo nu- 
mero di addendi negativi. Allora la (1) stessa da: 


i=n 


S= SGi—a2si+n+1, 


i=! 


designando 4; il numero dei punti di connessione della componente 0;. Per 
mettere in evidenza gli addendi negativi della somma precedente, converra 
scriverla sotto la forma: 


shee ee (ie) a 1, 
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dove la prima sommatoria va estesa a tutte le componenti 6; che hanno 


un solo punto di connessione, e la seconda a quelle che ne posseggono 


almeno tre (hi = 3)- 
Ogni curva 6; con un solo punto di connessione ¢ componente iniziale 


di un ramo elementare aperto (eventualmente costituito dalla sola 0;): siano 


allora 


le componenti con una connessione che appartengono agli r rami elemen- 
tari facenti capo ad una stessa componente 6 di C?: Se"la 0-harpe(e=2) 
punti di connessione, & r=) —1 poiché altrimenti si ricadrebbe nella con- 


figurazione 0). 
Con le solite notazioni, si ha: 


fS2 i (Lt ig2e es, t) 
da cui segue (essendo ) = 3): 
bw 2).1 
b—2)te CoM ante the. 
Pertanto nell’espressione di 8* la somma 


by 


(b—2)t—h — hs: 


dei termini relativi alle componenti 0,,6,,-+-- ,9 e 8, risulta positiva o 
nulla: quindi decomponendo 8* in somme parziali analoghe, si ha senz’altro 
oc 0. 

Caso d). La C* abbia n componenti razionali con almeno 1 punti di 
connessione: se immaginando di sopprimere alcuni di questi, la C* assume 
la configurazione c), & evidente che si ha ancora 8° >0, poiche la pre- 
senza di nuovi punti di connessione porta ad aggiungere dei termini posi- 
tivi al valore trovato per 5* nel caso c). Quando invece sopprimendo alcuni 
punti di connessione, si cade nei casi che in a) o in b) sono stati dimo- 
strati impossibili per componenti razionali, un semplice calcolo diretto e 
facili. osservazioni analoghe a quelle ivi svolte, provano di nuovo che 8* >0. 

A fortiori risultera 8*>>0 se fra le n componenti della C* se ne 
abbiano di genere maggiore di zero. 

Cosi il nostro lemma I - e quindi anche il lemma IJ - risultano sta- 


biliti in modo completo. 


Matematica (Geometria). — Sur une classe de plans qua- 
druples. Nota di P. Ligois presentata‘? dal Socio F, ENriQues. 


1. Nous étudions, dans cette note, les propri¢tés fondamentales, et en 
particulier les valeurs des genres et bigenre, de plans quadruples correspondant 
i un groupe abélien de trois involutions du second ordre. 

Soit }x,y, Vo(x,y7,Vb(x, 7}, of @ et & désignent des fonctions 
rationnelles de x et de y, Je champ de rationalite du plan quadruple & et 


désignons par I, l’involution qui permute les determinations de V9, par I, 
involution qui permute les déterminations de Vv, par I, l'involution qui 


permute, 4 la fois, les déterminations de Vo et de Vb. 
On peut prendre, comme modéle projectif d’un tel plan quadruple, et 
des trois involutions qu’il contient les surfaces F,F,,F.,F; d’equations 


<=+o+tyy 
OUP x4 ee (Pastis) Kat Pas 
v=, 
ea Ur 
x2 = oY. 


On peut supposer, sans restreindre la généralite de Ja question, que les 
fonctions @ et sont des polynomes entiers en x et y et que ces polynomes 
égalés A zéro représentent des courbes privées de composantes multiples. 

Les points communs aux courbes ¢ et } sont les points de diramation 
de involution I, 4 condition, cependant, que ces points soient de multiplicites 
impaires pour chacune de ces courbes. 

Les courbes = 0 et ) =o sont d’ordres pairs, 2m et 210, (11 = 1) 
étant entendu qu’il faudrait ajouter la droite de l’infini a celle de ces courbes 
dont ordre serait éventuellement impair. 

Nous supposerons d’abord que les courbes 9 et  n’ont pas de courbe 
commune. Leur ensemble forme, alors, la courbe de diramation du plan 
quadruple 6. 

Ensuite, nous envisagerons le cas ol g et } ont une courbe commune, v. 
Si on désigne par A et par pw les courbes qui completent » et p, la courbe 


(1) Nella seduta del 1° giugno 1934. 
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de diramation du plan quadruple & est formée de l’ensemble des trois 
courbes A, p,v. 

Nous supposerons d’abord que les courbes 9,,4, u,v n’ont pas de 
points multiples, puis nous étudierons l’influence de tels points. Certaines 
des courbes que nous envisagerons n’existeront que pour des ordres sufhsam- 
ment élevés des courbes 9, Y,A, u,v; cela résultera clairement du contexte 
sans que nous devions, chaque fois, le signaler. 


2. Supposons donc que @ et } n’aient pas de courbe commune. 

La surface, F, image projective du plan quadruple G, est d’ordre 4m, 
Elle posstde une ligne double nodale, d’ordre 2m, dont les ¢quations sont 
X=0,9—P=0. 

Le point O, 4 Vinfini sur axe des x, appartient a la surface F avec 
la multiplicité 4 m— 4 et, dans le voisinage de ce point O, la surface F 
contient m—1 droites (infinitésimales) quadruples, r;, et 2 (# — n) droites 
(infinitésimales) doubles, 5;. 

Un plan générique par le point O coupe la surface F suivant une courbe, 
y, @ordre 4 m posstdant 2m points doubles dans le plan 7 = 0, un point 
4m —4 uple en O, m—r points quadruples infiniment voisins de O sur 
une branche cuspidale, d’ordre m1 — 1 et de classe 1, tangente au plan de 
linfini, puis, sur deux branches passant par Jes points singuliers precédents, 
deux groupes de m—n points doubles. 

Le genre d’une telle courbe est 2m + 2n—3, ainsi quil résulte 
dailleurs immediatement de la considération de Ja droite d, du plan qua- 
druple ©, image quadruple de la courbe y. 

Les surfaces adjointes d’ordre 4m — 4 sont formées du plan de l’infini, 
compté m—H1 fois, et de surfaces variables F’ d’ordre 3 m— 3, passant 
simplement par la courbe nodale de F, ayant en O Ja multiplicité 3m— 5, 
passant doublement par les droites 7; et simplement par les droites 5;. 

Les surfaces F’ tracent sur la surface F, en dehors de la courbe nodale 
de cette surface, le systeme canonique de F et les courbes de ce systéme 
sont projetées du point O, sur le plan zy = 0, suivant des courbes d’ordre 
4 (m+ n—3). 
| On peut d’ailleurs remarquer que les droites d du plan quadruple & 
représentent des courbes y possédant une gi acec 4 m-+ 4n coincidences. 
Ces courbes sont de genre 2m + 2n— 3 et leur série canonique est une 


z2m+2n— 


~ 


4 > , 
Wie als ° Les courbes d’ordre m+n — 3 du plan &, comptées quatre 


fois, tracent sur les drcites d, des groupes résiduels de ceux de la série 
caracteristique et il s’ensuit que ces courbes sont des courbes canoniques 
du plan quadruple &. 


3. Les surfaces F’ ont comme équation 


(M + N)x7 +L, + (M—N)@—¥)=0 


ou L,M et N représentent des foctions de x et de y de degres respectifs 
Ni = 935, Mia Z0et W —— 3). 

Le genre géométrique du plan quadruple & est (m+n— 2)(m+n—1) + 
ql ann. 

En annulant les coefficients de deux des fonctions L,M,N on obtient 
trois systémes linéaires de surfaces F’, systemes indépendants et qui, com- 
binés linéairement donnent l’ensemble des surfaces F’. Ces trois systemes 
ont pour images, dans le plan &, trois systemes de courbes autoconjuguces 
dans chacune des involutions I, ,I,, et I,. Ce sont: l’ensemble des courbes 
d’ordre m+n — 3 comptées quatre fois, ensemble des courbes d’ordre 
i — 3 comptées quatre fois plus la courbe b comptée deux fois, l’ensemble 
des courbes d’ordre 1 — 3 comptées quatre fois plus la courbe @ comptée 
deux fois. | 

On peut retrouver ces résultats par la considération des surfaces F, , 
F,,F;, images doubles du plan quadruple, qui peuvent, a leur tour, ¢tre 
représentées sur des plans doubles“). Cette consideration permet aussi de 
calculer le genre linéaire p® et le genre arithmetique pa du plan quadruple 6. 

On trouve pO) = 4(m +n — 3)? + 1 et pa = py Cest-a-dire que le 
plan quadruple & est une surface réguliére, pour autant, du moins, que les 
courbes @ et b soient dépourvues de singularités imposant des conditions 
aux surfaces adjointes. 

La valeur de p) peut aussi étre obtenue a partir du degré, p® = 4 (m + 
n —3)?, du systeme canonique. 


4. Le systéme bicanonique de & peut étre obtenu en additionnant au 
transformé du systéme bicanonique de lune des surfaces F; le double de la 
transformée de la courbe de diramation de Ej. 

Il en résulte que le systeme bicanonique de & est défini par les quatre 
systémes formés respectivement de: toute courbe dordre 2.m + 2n'—6 
de & comptée quatre fois, toute courbe d’ordre m + 2n — 6 de & comptte 
quatre fois plus @ comptée deux fois, toute courbe d’ordre 2m + n— 6 
de & comptée quatre fois plus ~ comptée deux fois, toute courbe ‘d’ordre 
m +n—6 de & comptée quatre fois plus deux fois la courbe 9 et deux 
fois la courbe . ae 

Le bigenre du plan quadruple @ est P = 5 (nm? + n?) +9 mn — 
27 (m +n) + 40, résultat qui pouvait aussi Ctre ‘obtenu en utilisant la re- 
lation P = pa + p. 

5. Passons au cas oti les courbes @ et ont une courbe commune v 
et sont complétées, respectivement, par des courbes A et p. Soient a,b,c 
les ordres, de méme parité, des courbes A, yp, v- #9 


(1) Pour les proprictés des plans doubles dont nous faisons usage, voir, par exemple: 
F. Enriques, Lezioni sulla’ teoria delle superficie algebriche raccolte da L. CAMPEDELLI, 
parte prima. (Padova, Cedam, 1932). : 


La surface F, d’équation x = + Av t Juv, possede une ligne double 
nodale d’équations 7=0,A—w=0, et une ligne double tacnodale z=0, 
v= 0, le long de laquelle la surface F est tangente au cylindre v=o. 
Les involutions I, , I, , 1, peuvent étre représentées sur les surfaces F,,F,,F; 
(equations x7 = uv , 77 = vA, x? = Ap, et ces surfaces possedent des courbes 
de diramation situées, respectivement, sur les cylindres A =0, w=0,v=0. 

Le systeme canonique de & est défini par trois systemes indépendants: 


les courbes d’ordre —(b +c) —3 de & comptées quatre fois plus la courbe A 


comptée deux fois et les deux systémes analogues. Le genre superficiel de & est 
by = pe EI pe te eae Dos yA 
Sotiige: 4 2 ; 


Le degré du systéme canonique de & et le genre linéaire de ce plan 
quadruple sont donnés par 


p® = p9Y—1=(a+b+c— 6). 


On peut calculer le bigenre 
5 9 27 
Pi Lig? = Bho Ba fo) 
4 ri 4 + 4 


du plan quadruple &, soit en additionnant les valeurs déja trouvées du genre 
superficiel et du genre lineaire, soit en considérant le systéme bicanonique 
comme défini par les quatre systemes: Jes courbes d’ordre a +b+4+¢—6 


! * ’ I t 
comptees quatre fois, les courbes d’ordre a + —(b+c¢)— 6 comptées 
Pp q 5 P 


quatre fois plus deux fois les courbes p et v, les deux systemes analogues 
a ce dernier. 


6. On peut étudier leffet de singularités éventuelles des courbes A,B,Vv 
sur le systtme canonique et le-systtme bicanonique du plan quadruple & 
en considérant des expressions invariantives de ces systemes, 


Ona 
[Ki] =|4K+2D]- 


|K.{ =|8K+ 4D] 

[KC — Ci =) Gre 
ou Di} Ky} et1K, | représentent la courbe de diramation, le systéme cano- 
nique et le systéme bicanonique du plan quadruple &, ou |K | représente 


le systeme canonique (virtuel) du plan simple x =0, ob C,C’ et C” repreé- 
sentent une courbe quelconque du plan simple zy = 0, son adjointe, et sa 
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seconde adjointe. Il sera commode de prendre comme courbe C, soit la 
courbe D soit l’une des courbes p+v,v+A,A+ wp. 

On peut, au moyen de transformations crémoniennes du plan 6 trans- 
former les courbes p =A + v et b=pw-+ty en d’autres, d’ordres pairs, et 
ayant seulement des points multiples distincts de multiplicités paires. On 
est ameneé ainsi, 4 considérer un point (27 + 1) uple de @ ou de Y comme 
un point de multiplicité virtuelle 27, et la courbe infinitésimale constituant 
le voisinage de ce point comme faisant partie de la courbe @ ou  “). 

Si on désigne par 1,5, les multiplicités, de méme parité, d’un point O 
pour les courbes A,w,v, ce point appartiendra aux courbes considerees 


cci-dessus comme définissant les systémes canonique et bicanonique du plan 


quadruple &, avec les multiplicités suivantes: 


courbes d’ordre (CHC) 83 , multiplicite — (s + 1)—-1 
courbes d’ordre a+ b+c¢c—6 , multiplicite r+s5s-+t1—2 


courbes d’ordre a + es (b+ c)—6 , multiplicite r+ =. (s +4) -—2. 


On deéduit de la, immédiatement, les variations du genre et du bigenre 
du plan quadruple ®. 


7. Plusieurs résultats obtenus ci-dessus, peuvent étre aistment genéra- 
lisés, soit en considérant des radicaux d’indices supérieurs 4 deux, soit en 
considérant plus de deux radicaux, 


Matematica. — Sur les equations fonctionnelles linéaires d’ordre infint. 
Nota di M. Guermanesco, presentata dal Socio T. Levi-Crvita. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


(1) Enriqugs, loc. cit., § 59. 
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Meccanica. — Swi coni di Poinsot in una particolare rotazione 
dei solidi pesanti. Nota di M. Renata Fapsrt, presentata® dal 
Socio T. Levi-Civira. 


In due Note precedenti ® caratterizzai una classe di soluzioni partico- 
lari del moto di un solido pesante intorno a un punto fisso, subordinate 
all’ ipotesi che il baricentro si trovi su uno degli assi principali d’ inerzia. 

Pervenni a queste soluzioni supponendo che i quadrati di due compo- 
nenti della velocita angolare » (rispetto agli assi solidali col corpo) risul- 
tavano funzioni di secondo grado della terza, componente secondo l’asse 
baricentrale, che chiamai r. Trovai allora che tutti gli argomenti da cui 
dipendono le soluzioni del moto in questione potevano esser espressi me-: 
diante funzioni semplici dir e tali funzioni erano ben determinate dalle 
condizioni strutturali del corpo. Il problema veniva ricondotto ad una in- 
tegrazione ellittica, che dava l’espressione formale della legge temporale. 
Lo studio dei limiti di variabilita mostrO che tali moti erano_periodici. 

Osservai inoltre che queste soluzioni possiedono alcune interessanti 
proprieta meccaniche tra cui quella che le componenti della velocita ango- 
lare rispetto all’asse fisso verticale , ¢ all’asse mobile baricentrale x sono 
uguali. Precisamente ¢ 

0= mia 5 
dove il doppio segno dipende da quello di una certa costante. 

Intendo ora rilevare che questa proprieta implica leguaglianza dei coni 
classici di polodia e di erpolodia. 

A tale scopo mi sia permesso riferirmi a un’altra mia Nota). In essa 
definivo col nome di rotazioni isoconiche quelle rotazioni per cui i due coni 
indefiniti suddetti sono uguali, anzi, con pil precisione, per cui sono diret- 
tamente uguali il semicono C,, luogo nel corpo delle semirette portanti a 
ogni istante le velocita angolari w e il semicono I” luogo, nello  spazio, 
delle semirette portanti —@.E ho dimostrato che condizione necessaria 
e sufficiente perché il moto di un solido intorno a un punto fisso sia una 
rotazione isoconica € che si abbia (durante tutto il movimento) 


e=—r. 


(1) Nella seduta del 17 giugno 1934. 

(2) Cfr. questo stesso volume di « Rendiconti», pp. 407-415 e Pp. 495-502. 

(3) Sur les rotations isoconiques, « Comptes Rendus de l’Ac. des Sc. », to. 198, 19341, 
pp 1746-1747. 


Ma alla stessa condizione potremo facilmente ricondurci, quando si 
sappia che p = +r. Basta infatti invertire il senso di uno dei due assi 
x 0 € (senza alterare il verso del corrispondente triedro), per es. dell’asse z, 
facendo ruotare la coppia yz di 180° intorno all’asse x. Non cambia né il 
moto ne la velocita angolare, ma soltanto il segno delle sue componenti 
secondo y e secondo z; riferendoci quindi a questo nuovo triedro mobile, 
e allo stesso triedro fisso, siamo ancora nelle condizioni per cui il teorema 
€ stato dimostrato. 

Percid i movimenti corrispondenti alle soluzioni trovate sono isoconici 
e quindi si possono classicamente realizzare mediante il moto di due coni 
-uguali che rotolano senza strisciare l’uno sull’altro. 

E facile anche rilevare che questi due coni uguali sono quadrici. Ba- 
ster\ verificare che é tale uno dei due. Ora, nella prima delle due Note 
sopraccitate si trova che tra le componenti di w,p,q,1, sussistono le 
relazioni 

Par ot ds 5? 


Gir Patent Ons? 


in cui a;,b,,a,,b,,5 sono costanti determinate dalle condizioni struttu- 
rali del corpo. | 
Da queste si ricava la combinazione omogenea di secondo grado in 


P54 dt 
yy ae fe (a, ba br = 0, 


che rappresenta il cono di polodia. 

Introducendo in luogo di a; ,b, , a, , 0, , 5 i valori determinati dalle 21), 
24) e 2) della stessa prima Nota citata, |’ equazione di questo cono assume 
la forma semplicissima 


24—eC)pr+@28—C)q?+er=o0. 


Meccanica. — Leggi del movimento planetario einsteimiano. 
Nota di G. Garcia, presentata®? dal Socio T. Levi—Civita. 


La importante Nota del dott. M. Cimino intitolata Sulla legge delle aree 
di un moto einsteiniano considerato nell’ordinario spazio euclideo presentata a 
questa R, Accademia Nazionale dei Lincei il 24 giugno 1932 (vol. XVI, 
pp. 120-126), mi ha indotto a trattare e risolvere il problema, ricorrendo 
alla equazione di Hamilton-Jacobi. 


PRELIMINARI. 


Per un teorema di equivalenza meccanica dimostrato dal prof. Levi- 
Civita si sa che la traiettoria del movimento einsteiniano coincide in seconda 
approssimazione con quella del movimento newtoniano (nell’ordinario spazio 
euclideo), per cui la energia totale ¢ la stessa E*, e la forza, derivante dal 

* 


potenziale U*, ¢ . . Si designa con U* la funzione 
Si 
(1) ut= (14+ +> )u.+ 3, 
dove c rappresenta la velocita della luce nel vuoto e Up = + V ordinario 


potenziale newtoniano, essendo, col solito significato dei simboli, 


= f (Yo + px). 
Ne viene 
au* AE dU. Z0dUs 
(2) dr =(i+ re Frage ter ca 


Il prof. Levi-Civita ha altresi dimostrato che il tempo #; (ordinario) 
del problema newtoniano é legato al tempo cosmico / del problema einstei- 
niano della relazione differenziale 


ie 


U, 


c 


(3) dt = di, ( digs 


Ove si ponga per brevita di scrittura 


E* 


(4) k=(1+ 4 


C 


(1) Nella seduta del 6 maggio 1934. 


6 2 
(5) eae is ? 
c , 
si ha ovviamente 
E*\ dU k 
6 4 go eer 
(6) (+4) oe | 
3h dUs —. ee 
7) 2 ari pn 
RISOLUZIONE. 


Designandosi, come si @ detto, con ?, il tempo ordinario, il problema 
newtoniano, nello spazio ordinario euclideo, avente le stesse traiettorie del 
problema einsteiniano, ammette I’ integrale della forza viva 


(8) —v L Ur SF. 


Sia S la funzione principale di Hamilton-Jacobi. Avremo, designando 
con o la colatitudine e con 6 la longitudine, 


oS \? 1 (oS \? I aS \2 
(9) =(5| ar ~() | v2 ty 


e la equazione di Hamilton-Jacobi si scrivera sotto la forma consueta 


3S 
(10) Ol, +. Ht ==7,(9) ( 
con sé: 
(11) Ht = —v — Ut. 


Si soddisfa notoriamente alla (10) assumendo 
G23) S=Go45S,—E*t,, 


yale a dire considerando una S lineare in 1, e 6, indipendente dalla longitu- 
dine 8 e con l’addendo S, funzione opportuna del solo raggio vettore 1; 
con G si intende una costante a priori arbitraria, che si interpreta come 
costante delle aree (per il moto che la S servira a definire). 


Si ha cosi 
3S - 
(13) eae 
nonche 
as oS aS; Os) 
ee ee ae ge ee, 


== (876 = 
e quindi 
oS;+\? G?2 “ 
(14) -(Sy+F]-P+u. 


2 \\ or 7? 


che serve a determinare la funzione S; del solo argomento r. 
Integrando risulta 


Srey a at Oe 
(15) s,=|/2 (rae De) nats 


Poniamo 
aX 
(16) U=(1+ 4S )u, =U, 
(17) Gus ( pas as) =p G? 


dove k, ha il valore (5). 
La (15) si puo scrivere 


dr 


ke 
7? 


(18) s=[\2e4+0— 


ossia, colla posizione 


Gi 
2 > 


Yr 


p= |/2(E* + U)— 


pil. semplicemente 
(19) Saati Pidre 


Se, in luogo della colatitudine o, si fa intervenire l’angolo A che il 
raggio vettore forma con una qualsiasi direzione fissa, tale argomento A sara 
funzione di o e di 8; ma sara ancora lecito risguardare 


(20) SGA + Sp — E* t, 


come soluzione della (10), essendo G la stessa costante che compare nella 
(12) ed Sy definito dalla (19), con che, badando alla (17), e mettendo in 
evidenza anche nel primo addendo, G* al posto di G, risulta 


(2r) S=6'3 + [Pdr —EM,, 


L’arbitrarieta dell’asse, a partire dal quale si conta Yangolo 2, attri- 
buisce ad S il carattere di integrale completo della (10) e consente di espli- 
citare le equazioni del moto. 

Si ha intanto 


Cees ype ar I 
(22) she Be” [4- g 


oS Usd 
(23) -f(r+4 )ehot 


A eD 


g et, designando due costanti. Inoltre, immaginando che l’asse a partire dal 
quale si conta l’angolo i, sia precisamente la linea dei nodi (del piano del- 
Porbita col piano equatoriale delle due coordinate sferiche o e 0) e desi- 
gnando con K lanomalia di tale linea dei nodi, si ha ulteriormente 


aS an 
(24) Ws 


Ohne eK a 
W* essendo una costante. Per il significato di K si ha 


or 


(25) OK 


= — cos? 


rappresentando i la inclinazione dell’orbita, sicche 
* 


(26) W* = Geos i= Gcosi. 


Tutto si riduce oramai alla esecuzione delle quadrature che figurano 
nelle equazioni (22), (23), rimanendo con cid risolto il problema. Occupia- 
moci, intanto, del significato che compete alle due radici della equazione 


(27) 2E*r? + 2kr —GY* =0, 


che @ identica a quella che si ha per l’ordinario moto ellittico. Attribuendo 
alle due radici la forma 


(28) py 8 Ute) brass), 


a rappresento, si pud dire, il semiasse maggiore ed « l’eccentricita di un 

moto kepleriano ipotetico, che ha comune coll’einsteiniano, di cui si tratta, 
. . ° . * * 

le distanze afelia e perielia p. e p,. 


Indichiamo con p* il parametro dell’orbita kepleriana suddetta, ponendo 


p* =aCi —8?). 
Per le proprieta delle radici della (27), si deduce 


k 


2? Daa ais 
* PrP, Go GP 
(30) Pp Him aS > spy eo 
i fh 2E*G*” 
(31) eos = are 


nonché, sostituendo, nella (29), a k il suo valore (4), 


(32) Et ats 
ete) 
C7 
mentre la (17) da 
(17') Gt = BG =B/up 


dove p designa il parametro di un’altra ipotetica orbita kepleriana, corrispon- 
dente alla costante G delle aree. 

La equazione (22), eseguendo Ja quadratura, e conglobando in g la 
costante additiva che essa introduce, da luogo alla 


I 
(33) —= se + ae “(ee © Seon? 


che, in virtt delle (30) e (31), puo essere scritta sotto la forma 


(34) i = 1+ ecos A* 
essendo 
I I 
A* = —(Aa— g) = —A 
(35) 2 (Aa?) 8 


dove A—g, ossia A designa l’anomalia vera. 

Questo equivale a considerare nella equazione dell’orbita classica uno 
spostamento del perielio. Infatti,-in base alle (34) e (35), per passare da 
un perielio al successivo, cio¢ per far riprendere al cos ae il medesimo 


minimo valore —1, bisogna peste A,non di 27 soltanto (cid che 


corrisponde al perielio fisso), ma di a Ora; per'la(r7), Bore Sicehe 


risulta —->>1, e si ha quindi per il perielio uno spostamento in senso posi- 


6 


tivo di 


(36) é=an(g—1). 


Il teorema delle aree nel senso classico & espresso da 


dA i 
G7) Tre ery 


che, per la relazione (3) fra il tempo ordinario e il tempo (cosmico) del 


problema einsteiniano, diviene 


G38) ee 
1+4> 


La espressione del raggio vettore R nella metrica einsteiniana, ¢, come 
mostro il Levi-Civita, 


(39) r= R(r— +e): 


Percio la (37) puo essere scritta 


dA G 
Oa eee 


ossia, facendovi apparire il tempo cosmico, 


dA G 


Beene Foe ee 


che, in seconda approssimazione, si riduce a 


(42) shedanin we Gesee 
dt I +- GA 
c?R 


Integrando, si ottiene la legge del tempo cosmico nel movimento einstei- 
niano 


ae 2 \p, 
(43) =e f(r 2\R dA +C 


C essendo una costante di integrazione. 
Il dott. M. Cimino arriva allo stesso risultato, ricorrendo all’ identita 


(valida in seconda approssimazione) 


L oml 
NS) 
= 


RENDICoNTI. 1934, Vol. XIX. 56 
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Astronomia. — Sulle variazioni dell’eccentricita nelle orbite det 
sistemi binari. Nota di Giutio BemporaD, presentata “? dal Socio 
G. ARMELLINI. 


1. Il moto relativo di due masse decrescenti sottoposte alla legge di 
gravitazione universale avviene, come é noto, secondo orbite che non sono 
sezioni coniche come nel caso di masse costanti, ma curve aventi in ogni 
punto una conica osculatrice lentamente variabile. Poiché la supposta diminu- 
zione di massa del sistema, dovuta alla trasformazione di massa in energia, 
non puo essere se non lentissima, l’osservazione diretta mette praticamente 
in evidenza, come orbita, la conica osculatrice e non la curva effettiva. E 
evidente l’importanza di sapere se le deformazioni della detta conica abbiano 
carattere progressivo oppur no, in quanto che nel primo caso la forma del- 
Vorbita risulterebbe in relazione con l’eta del sistema. Purtroppo ipotesi di- 
verse sulla legge con cui avviene la diminuzione di massa, ma praticamente 
non cosi diverse da far credere immediatamente I’una o I’altra pit verosimile, 
conducono a risultati del tutto opposti. Cosi il prof. G. Armellini ha dimo- 
strato @) che se la legge di diminuzione della massa é tale che col tendere 
all’infinito del tempo la massa tenda a zero di ordine superiore al primo, 
Veccentricita della conica osculatrice tende all’infinito. Altro importante ri- 
sultato dell’Armellini ¢ che se in un istante qualsiasi l’eccentricita della co- 
nica osculatrice ¢ >>1, da quell’istante in poi essa cresce tendendo all’ in- 
finito col tendere a zero della massa. 

Il prof. Burgatti%) ha dimostrato che se Ja massa del sistema decresce 


secondo la legge di Eddington-Jeans 


(1) —— = — hm, (A costante) 


ammettendo inoltre che Vorbita abbia infiniti absidi, rimane costante il rap- 


Dre prs sat . k ; 
porto —. di una distanza periastra alla successiva distanza apoastra. Chia- 
: a 


(1) Nella seduta del 17 giugno 1934. 

(2) Sopra Pincremento dell’eccentricita nel problema dei due corpi di masse decrescenti, 
con applicazioni alle orbite delle stelle binarie. (« Rend. Accad. Lincei», 1932, sem. 1°, 
fasc. 9). 

(3) Intorno agli effetti che produce sulle orbite delle binarie la perdila di massa per 
radiazione. Nota letta alla R. Accad. delle Sc. dell’Istituto di Bologna nella sessione del 
12 febbraio 1933. 
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mando eccentricita di una spira la quantita e definita da 


il Burgatti conclude percid che Veccentricita, é costante, risultato che non 
sarebbe in contraddizione con quello dell’ Armellini, giacché con la legge (1) 
Ja massa tende a zero di ordine '/, e non di ordine superiore al primo. Ma, 
a parte anche il fatto che non sembra indiscutibile il postulato relativo al- 
Pesistenza di infiniti absidi, rimane l’altro fatto che la costanza del rapporto 
rp/ra non dice nulla sul modo di variare dell’eccentricita della conica oscula- 
trice nel corso di una stessa spira e nelle successive spire, Scopo della pre- 
sente Nota é di indagare questa variazione, nell’ ipotesi espressa dalla legge (1). 


2. Assumendo convenientemente le unita di misura, alle equazioni dif- 
ferenziali del moto relativo di due corpi si da, come é noto, la forma 
70 1 
() - I m 
| 
dalle quali si deduce 


(2) <= m[1 + ecos(0—a)], 


dove, oltre alla massa m, sono funzioni del tempo anche le quantita ¢,w. 
Per ogni valore del tempo ¢ la (2) rappresenta una conica che é osculatrice 
dell’orbita effettiva nel punto corrispondente, perche i suoi elementi sod- 
disfano alle condizioni: 


/ dm d 
—— cos § = —~ (me cos w) 
(3) | dO dé 
| ee sin @ = : (me sine) 
ae =ri0e 5 
Posto inoltre 
hears 2m 
si ha la relazione 
2h 
(4) se Aealt Cok 


Il Burgatti dimostra poi nella sua Nota che se la variazione di massa 
segue la legge di Eddington—Jeans (la quale rientra in una legge generale 
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con cui le equazioni del moto sono integrabili per quadrature secondo una 
ricerca dell’Armellini) si ha I’ integrale 
2h d (1?) 


ETRY dt 


-+ costante . 


Sostituendo questa nella (4) si ottiene 


‘ ap Ae) 
(4') Sain a + costante. 


Questa basta gid a dimostrare che se ci sono absidi, caratterizzati da 
©" —o0, in essi l’eccentricita riprende ogni volta lo stesso valore; ma di- 


mostra anche che nei successivi punti di una stessa spira dell’orbita descritta 
dall’astro, ’eccentricita subisce una variazione, sia pur piccola per la pic- 
colezza del coefficiente A. 


Si ha: 


a ow I BG) digr 
(5) UE pee ea PaO 


Derivando la (2) rispetto a @ (la derivata deve essere calcolata riguar- 
dando m,e,@ come costanti, perché la conica (2) é osculatrice) si ha: 


I 
ie 1 car 
= — mesin(@—aw); 


C0 ee foe00) 
e dividendo membro a membro per la (2) stessa: 


dig ne wesith( OF 1G)) 
(6) 20 am epepicos (Openen)t 


Introducendo in (4’) le (5), (6), e ponendo brevemente 


v=0—o 
si ha 
é sin v 
2 —= IK costante. 
(7) I + @cosv a 


La (7) & una relazione fissa fra ee v, indipendente da ogni altro ele- 
mento funzione del tempo, e contiene solo funzioni trigonometriche di v. 
Se Vorbita ha dei successivi absidi, essi si hanno, per la (6), solo per i 
valori di v multipli di 7. Dimostreremo che v é funzione del tempo sempre 
crescente, e che la (7) basta a definire univocamente e in funzione di v. 
Allora, se v raggiunge effettivamente valori multipli di m, Veccentricita as- 


sume nel corso di una spira da v =o a v = 27 uma serie di valori che 
poi si riproducono tali e quali nelle successive spire corrispondentemente 
agli stessi valori di v. E esclusa percid ogni variazione progressiva della 
eccentricita in relazione con l’eta del sistema. 


3. L'angolo v = 0 —o & sempre crescente. Si ricava infatti dalle (3): 


daw . 
e 7 an Am? 7? sin (0 — w) 


(8) 


de 
| Fads Pea cos (8 — w]. 


Ora, se v = —w cresce da prima e poi diminuisce, dovra passare 


By , dv tye 96 de Paar 
per un massimo, in cui si avra — =0 € quindi anche aig giacche, 


dt t 


essendo ¢ funzione della sola v, si ha 


de de dv 
‘dt dv al 


de vey 
Ma allora si ha anche, nello stesso istante, eras quindi, per la 2° 


delle (8), 
(9) e = —cos(0—w). 


dv 
‘dt 5) 
come si dimostra per mezzo della (7). Potrebbero bens! le due derivate 
ele annullarsi insieme. Introducendo il valore (9) nella prima. delle (8) 


dovrebbe aversi 


em eugene 
Ora questa condizione corrisponde alVannullarsi di qp © non di 


do A ae 
dQ e(1 —e?)* ‘ 


e insieme, introducendo del pari il valore (9) nella (7), 


2he 
e? = ————. ++ costante. 


I — @ 


Eliminando e fra queste due risulterebbe una relazione fissa fra la co- 
stante di (7) e il coefficiente A, che non sara in generale soddisfatta, e che 
del resto sarebbe condizione necessaria ma non sufficiente per il massimo 
di 9 —w. Esaminando infatti la derivata seconda, si trova che essa pure 
si annulla. 

L’angolo v = §@ — w & dunque sempre crescente. 


a Bas 
4. Osserviamo ora che dalla (7) risulta che leccentricita non pud in 


bie a2 usa . ; 
nessun caso diventare infinita. Per v =| ey, il secondo membro di (7) ri- 


mane infatti sempre finito anche per e infinito. Per v = cs la (7) diviene 


una equazione di 2° grado in e¢ non soddisfatta per ¢ = co. Per il teorema 
gia citato dell’Armellini, l’eccentricita non pud allora diventare neanche = 1; 
e€ se, percio, risultasse dalla (7) e=1 per qualche valore di v, si conclu- 
derebbe che tale valore non viene effettivamente raggiunto da uv. Cosi, 
quando la costante di (7) fosse maggiore di uno, non si potrebbero avere 


3 


absidi, e i limiti di variabilita di v sarebbero in un arco compreso fra eae 


e 27. La eccentricita sarebbe in tal caso sempre crescente. Nel caso, in- 
vece, che la costante fosse negativa, ancora non si potrebbero avere absidi, 


e la variabiliti di v sarebbe in un arco compreso fra ae L’eccentri- 


cita risulterebbe decrescente. Circa la possibilita di questi casi e i corrispon- 
denti limiti di variabilita per e, ci riserviamo di esaminare la cosa in altra 
Nota. Ci limitiamo qui al caso in cui la costante sia positiva e minor d’uno. 
Indicandola con ¢?, la (7) diventa: 


; é€sinv 
af ae )) (ee 
(7") te I+ ecosv’ 


e, riducendo a forma intera e indicando con x P incognita e, 
(A) x3 cosu + x? — (e?cosuv + 2Asinv)x —e =o. 


Variando il tempo ¢, varia l’angolo v assumendo una serie di valori 
continua € crescente, per un intervallo finito od infinito. Se per certi valori 
di v la (A) non avesse una radice reale e positiva, tali valori sarebbero 
fuori dell’intervallo in cui la v varia; ma viceversa non si puo affermare 
che tutto l’intervallo in cui la (A) definisce una funzione x(v) continua e 
positiva sia costituito di valori effettivamente assunti da v: il primo com- 
prenderebbe il secondo nel suo interno. Noi troveremo ora un limite supe- 
riore per la differenza 1 — e, tale che finché questa rimane inferiore al detto 
limite, la (A) definisce x come funzione positiva di v per ogni valore reale 
di v, e troveremo i limiti fra cui varia tale funzione: Voscillazione sark 
maggiore o eguale all’oscillazione effettiva dell’eccentricita. 


™ ‘ 
5. Per v compreso fra zero e sie la (A) ha evidentemente una ed 


ie Tt : 
una sola radice reale e positiva. Quando v tende a —~ per valori crescenti 
2 


> 


vi sono anche due radici negative, di cui una tende a — co e saltaa + co 


EDS em 


T 


Tt : * ; 
mentre v passa crescendo per —- Per v >-> abbiamo percio da prima 


due radici positive, la minore delle quali ¢ quella che si riattacca per con- 
tinuita alla radice positiva di prima. Se, variando ancora v, tali due radici 
si mantengono sempre reali e distinte, la minore rimarra quella delle due 
che rappresenta la nostra funzione x (v). 

Una via semplice per trovare la condizione affinché la (A) abbia per 


wT Sons ets \ 
Sa es radici reali e distinte ¢ ]a seguente. 


Le radici della (A) si possono considerare come le ascisse dei punti 
di intersezione della parabola cubica 


(8) y = fo(x) = (3 —e’) (1 + x08) 
con la retta 


(9) Ne A SIN, Oho 1X 


La (8) é indipendente da A. Essa taglia l’asse x nei tre punti x = + € 


I ants = 
x=— , e lasse y nel punto y = — e?. I punti d’intersezione con la 
cos U , 


I 


retta (9) sono evidentemente nell’arco che va dax=teak=— aa 


Ora, una retta uscente dall’origine e che attraversi il primo quadrante, come 
& la (9), taglia quest’arco in due punti reali e distinti quando il suo coef- 
ficiente angolare é minore del coefficiente angolare della retta che, uscendo 
pure dall’origine, ¢ tangente all’arco medesimo, Indicando con k quest’ultimo, 
si ha nel punto di contatto: 


fo(x)=hx , f)=k; 


e quindi 


(10) HPLC meat ds 9 ek EMSS I Sl wi 


t' 


Per cosu<o la (10) ha una radice reale e positiva e le altre due 
complesse, come si verifica facilmente e come era geometricamente evidente. 
Indicando con y tale radice reale, si avra 


kis 3Y cosv + 2¥—e? cosv. 


Applicando le note regole elementari si trova senza difficolta che, mentre 
y,v variano legate dalla (10), & passa per un minimo che si verifica per 
sinv = 0 cosv = —1I, e che, se con yp indichiamo il corrispondente valore 


di y, risulta eguale a 
Zoli eye)? « 
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ad 1, e il minimo di k 


Variando e da zero ad uno, yo cresce da 


decresce da ae zero. Perché le radici della (A) siano tutte reali basta 


percio che sia 
2Asinv< 2¥0(1 — Yo)’, 


e tanto pil: bastera che sia 
(11) A< Yo (I — Yo)? 


Ora A & una quantita estremamente piccola. Partendo dal dato calcolato 
da H. Vogt, secondo cui il Sole perderebbe circa 4 milioni di tonnellate 
al secondo, ammettendo lo stesso ordine di grandezza e passando alle unitd 
da noi adoperate, si trova il valore A= 4X 107%. 

I] 2° membro della (11) tende bensi a zero per e—>1, ma, dunque, 
se supponiamo che la differenza 1 — e? sia grande rispetto a A, la (11) 
sara certamente soddisfatta, e la (A) ci definira percio completamente una 
funzione positiva x (v) per qualunque valore reale di v. Poiché questa fun- 
zione assume il valore « per v =o e per v= 7m, ed é crescente perv=0, 
essa avra un massimo fra 0 e m, e analogamente un minimo fra m e 27. 
Si trova subito che tali estremi risultano dati dalla condizione 


Ne ae COSKONs 


Sostituendo nella (7*) risulta che l’eccentriciti rimane compresa fra i 
due valori definiti rispettivamente da 


e? = ee? + _2he . 


yi —e? 


Ritenendo che A sia piccolo di fronte a r—e?, come valori appros- 
simati del massimo e del minimo di ¢ risultano 


A 


ete oe 


ji —e 


oF 0 Saeiee: orp ey cc 2A 
L’oscillazione dell’eccentricita rimane percid inferiore o eguale a ae . 
I Er 


(1) Die Massenabnahme der Sternen infolge der Ausstrahlung von Energie (« Scientia », 


1925, CLXIII). 


Fisica. — Il tempo di circonsonanza in locali aventi aperture. 
Nota di D. Facaian1, presentata‘? dal Corrisp. A. AMERIO. 


1. In tutti i casi in cui la superficie laterale del locale, ove agisce 
una sorgente sonora, ¢ costituita da aree S; aventi coefficienti di assorbi- 
mento a; molto diversi, ¢ necessario considerare queste aree separatamente, 
quando si voglia determinare il tempo convenzionale di circonsonanza (o 
di riverbero acustico), vale a dire il tempo necessario perché il suono re- 
siduo, a partire dall’ istante di arresto della sorgente, raggiunga una intensita 
energetica 10° volte minore di quella di regime a sorgente attiva. Ne con- 
segue, come hanno mostrato Millington © e Sette“) che detto tempo riesce 


0.16 V 


> Silas 


i 08 


(1) l= 


dove V é il volume circoscritto dalle aree Sj. 

Orbene il Sette ha notato che, se una parte della superficie laterale ¢ 
caratterizzata da coefficiente di assorbimento unitario, anche se essa ¢ molto 
piccola, il denominatore della (1) diventa infinito, e quindi il tempo di 
circonsonanza nullo, il che é evidentemente assurdo. E, poiche il caso di 
locali aventi aperture, cioé zone ad assorbimento totale, ¢ frequentissimo, 
quell’A. giustamente riconosce grave detta particolarita. 

Noi osserviamo che le zone ad assorbimento unitario sono affatto par- 
ticolari perché esse, non avendo potere riflettente, non agiscono da sorgenti 
secondarie di suono, come la superficie laterale restante; e che quindi esse 
vanno considerate indipendentemente quando si calcola l’energia residua nel 
locale nei successivi istanti. 

E poiché, d’altra parte, la conoscenza dell’effetto prodotto dalle aperture 
interessa in generale, anche nel caso di validita delle altre formole che ser- 
vono per calcolare il tempo di circonsonanza in casi diversi (formole di 
Sabine e di Schuster-Waetzmann-Norris-Eyring), noi svilupperemo nelle 
pagine seguenti l’idea suddetta. 


2, Chiamiamo ¢ il rapporto tra la somma s delle aree delle aperture 
e l’area S totale, p il percorso medio libero nell’ ipotesi di energia diffusa 


(1) Nella seduta del 17 giugno 1934. 
(2) J. Acoust, «Soc. of Am.», IV (932), 69. 
(3) J. Acoust, «Soc. of Am.», IV (933), 193. 
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(Jaeger), e +t Vintervallo caratteristico del locale in esame, cioé il tempo 
necessario alla propagazione del suono lungo il tragitto p colla velocita nota v. 
Poniamo cioe 


ee ie were De 
@) ESF 5 Nhe egy Ahoy 


Sia E, l’energia sonora totale contenuta nel locale nell’ istante di arresto 
della sorgente (tempo zero). 

L’energia E,, esistente al tempo t, cioé dopo il primo intervallo carat- 
teristico, puO essere sempre espressa moltiplicando la E, per un esponen- 
ziale, il cut esponente negativo —b & funzione dei coefficienti di assorbi- 
mento della superficie laterale S—s, e sottraendo da questo prodotto la 
quantita assorbita dalla superficie aperta s. Cid data l’osservazione fatta nel 
1° paragrafo. 

Se supponiamo lenergia uniformemente distribuita sull’intera superficie 
sara dunque 


1 = E, (e~’—e). 


Durante il secondo intervallo caratteristico detta energia, per azione 
della superficie S —s é@ ridotta ad E, e-*: e da questa, per l’assorbimento 
> q » P 
vu ’are ev’essere sottratta l’energia ¢ E,. In conseguenza |’energia 
dovuto all’area s, dev’ess ttratta | Eeow l g 
residua al tempo 27 riesce 


es =F. (e-? — eye 
Analogamente dopo il tempo mt l’energia residua é 


G) En = ES (e=* pat es) 


la quale, tenendo presente che m = = e ricordando la 3* delle (2) pud 


scriversi 
Suv 


(4) E, == Ey (e—? — eV 


espressione che da lenergia residua dopo il tempo ¢ a partire dall’ arresto 
della sorgente sonora. 

Orbene, il tempo convenzionale di circonsonanza to, data la definizione 
secondo la quale ¢ E,, = 10-%E,, si ricava dalla 


dove il logaritmo é preso nella base dieci. 


=~ feed 


Conseguentemente riesce 


ape 0.07 V 
() ime Slog (2) 6) 


nel sistema metrico alla temperatura ordinaria (v = 340 m/sec. circa). 

Sostituendo all’esponente — 0D i valori, che si ritengono pit opportuni 
per il caso in esame, si ha lespressione definitiva. Detta sostituzione va 
fatta nel seguente modo. 

Se nel locale non si avessero le zone ad assorbimento unitario, e se 
area s avesse il coefficiente di assorbimento uguale alla media aritmetica a 
di quella delle varie parti della superficie S—s, si avrebbero i due casi 
seguenti. 

Se lassorbimento avvenisse, seguendo Sabine, in modo continuo, l’espo- 
nente —b avrebbe il valore —a. 

Se Vassorbimento avvenisse in modo discontinuo, come nel caso trat- 
tato da Schuster, Waetzmann, Norris ed Eyring, quell’esponente avrebbe il 
valore In (1 —a) dove il logaritmo € qui naturale. 

Ora, data l’esistenza delle aperture di area s (il cui effetto é stato da 
noi calcolato a parte) dobbiamo ammettere che sull’imlera energia sonora 
esistente in ogni istante nel volume V, agisca solo l’area S—-s; ed in con- 
seguenza, data |’ipotesi di distribuzione uniforme dell’energia sull’ intera 


superficie S, con che ogni unita di area agisce per la frazione WV. la Nota 


di Millington), ricaviamo che l’esponente da sostituire nella (5) diventa nei 
due casi rispettivamente 


—(1—e)a (1 —e)lIn(1 —a). 


Ritornando dunque alla (5) diremo che, se si ammette valida la teoria 
di Sabine, invece della formola voluta da detta teoria 


0.16 V 
(6) hes Saale 


dove a’ il coefficiente di assorbimento medio riferito all’intera superficie 
S, varra la 

6 : 0.07 V 

(61) eee aS Nog: (e- Cre ee) 


Se si ammette invece pill vicino alla realta il processo di assorbimento 
discontinuo, invece della formola che cosi si ricava 


0.16 V 
(7) hs : 
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varra la 
ma 0.07 V 
(7:) fee S log [(1 — a)C-9) —e| 


Infine nel caso di validita della formola di Millington (1), tenendo 
presente che l’esponente valido in questa teoria ¢ (v. la Nota citata) 


—b=~ J Siln(1—a) 


dovremo considerare la 
0.07 V 


2S; In (a —a;) 
aa 


(1:) bp I 
S toail es 


dove la sommatoria va estesa alla sola area S —s cosi che essa non diventa 
infinita non ostante l’esistenza della zona s ad assorbimento unitario. 

Se poniamo (1 — a), a rappresentare la media geometrica pesata dei 
coeficienti di riflessione (1 — aj) pil semplicemente ¢ 


af 0.07 V Pi 
®) Pe slog =a) ae) 


3- Per illustrare meglio la (5) e le formole derivate facciamo una ap- 
plicazione. 

Poniamo in tutti i casi ¢ = 0.1 e consideriamo due locali: uno di 
volume non molto grande e coefficiente di assorbimento piuttosto basso, 
dove ha maggior validita la formola di Sabine; e laltro di volume mag- 
giore a forte assorbimento, pel quale quindi é pit. idonea la formola di 
Schuster Waetzmann Norris Eyring. 

Nel 1° caso ammettiamo dunque un coefficiente di assorbimento medio, 
per la superficie S—s , a = 0.3, cosi che, tenendo conto dell’assorbimento 
unitario delle zone s, la media riferita a tutta la superficie S riesce a’ = Ons 7s 

Ebbene Ja formola di Sabine (6) e quella modificata (6,) danno ri- 
spettivamente 

Nee LEE DL pene 
S f S 


e per = 2, valore qui ammissibile, é rispettivamente : 
to e108 GuSeG. hoa ,0-7, O1SEG: 


con una differenza sensibile. 
Nel 2° caso ammettiamo un coefficiente medio di assorbimento a — 0.6 
per la superficie S—s, cosi che il valore medio riferito alla S diventa 
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? 


a’ = 0.64. Ebbene la (7) e la (7;) danno rispettivamente 


Orns! ee 
OF S Oe S 


e pero = 4, valore ammissibile nella media, 


fa = 0.03. Bec. io = O.005sec, 


con una differenza sensibile ma di non grande significato pratico. 

Infine la formola di Millington Sette modificata, cioé la (8), nel caso 
che la superficie S—s sia divisa in cinque parti di area eguale, aventi i 
coefficienti di assorbimento 0.4; 0.5 30.6; 0.7; 0.8 (media aritmetica 0.6), da 


ORES ON, 


lo S 


Vv 
Sepehire = hitnr 0-55 sec. mentre! la (1) darebbe zero. 


5 
Si noti anche la differenza sensibile tra il valore dato dalla (8), cioe 
ultimo scritto, e quello cui conduce la (7), cioé 0.63, caratteristici dello 
stesso locale. 


Conclusione. - Ricordata |’assurdita cui conduce la formola di Millington 
Sette, per il tempo convenzionale di circonsonanza, quando nel locale in 
esame vi siano zone ad assorbimento unitario, si é calcolata l’ influenza delle 
aperture nel caso generale, giungendo ad una espressione che, applicata alla 
trattazione di Millington Sette, non presenta quell’assurdo. La formola ge- 
nerale qui trovata, che & applicabile anche alle altre trattazioni, ¢ valida nella 
ipotesi di energia sonora uniformemente distribuita. 

Le formole cosi modificate danno valori che sono diversi di quelli dati 
dalle due espressioni originali di Sabine e di Schuster Waetzmann Norris 
Eyring, e ci sembrano pit attendibili per la seguente considerazione. 

Nella trattazione qui seguita si considerano le aperture separatamente 
dalla restante superficie laterale; e siccome esse aperture, non avendo potere 
riflettente, si comportano fisicamente in modo diverso delle altre zone, detta 
trattazione corrisponde meglio alla realta dei fatti. 
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Fisiologia (Chimica fisiologica). — Sul limite di resistenza 
del colombo all’ insulina“. Nota di D. GIGANTE, presentata 
dal Corrisp. S. BaGLiont. 


La notevole insulino-resistenza degli uccelli, in ispecie del colombo, 
risultd da esperienze di O. Riddle G), H. E. Honeywell e O. Riddle “, Ab- 
derhalden e Wertheimer 6), Sordelli, Houssay e Mazzocco , i quali Autori 
infatti non osservarono mai fenomeni convulsivi in tale classe di animali. 
Invece, in seguito, da V. Zagami 7 ©), il quale, nel laboratorio diretto da 
G. Amantea, ha rivolto particolare attenzione a tale comportamento, fu- 
rono provocate convulsioni insuliniche nell’anitra (con 8 U. Cl. pro chilo), 
nella tortora (con 35-66 U. Cl. pro chilo), nel cardellino (con 40-80 U. 
Cl. pro chilo), nel fringuello (con 66 U. Cl. pro chilo), nel verzellino (con 
90 U. Cl. pro chilo), nel fanello (con 125 U. Cl. pro chilo), e infine nella 
quaglia (con 400-500 U. Cl. pro chilo); ma, anche da questo sperimen- 
tatore, non furono mai ottenute nel colombo, neppure dopo I’iniezione di 
87 U. Cl. pro chilo, in una sola volta, ovvero di 56 U. Cl. pro chilo, fra- 
zionatamente, e di 4I U. Cl. pro chilo, a colombi, che avevano digiunato 
fino a perdite percentuali del 16-19 °/, del peso corporeo, e neppure infine 
associando all’insulina l’azione agevolante della morfina®, Ma convulsioni 
con dosi moderate di insulina, nello stesso laboratorio di G. Amantea, furono 
da G. Martino “° ottenute in colombi, che perd erano stati sottoposti a un 
digiuno spinto fino alla fase patologica, intesa nel senso di L. Luciani (», 

Percio dal complesso delle ricerche dei precedenti sperimentatori, non 
risultava, che fossero mai state osservate convulsioni da insulina sperimen- 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica fisiologica della R. Universita di Roma: 

(2) Nella seduta del 17 giugno 1934. 

(3) O. Rippte, Resistance of pigeon to the lethal action of iletin (insulin) with observed 
effects on reproduction, « Proc. Soc. of exper. Biol. Med. », 1923, 20, 104. 

(4) H. E. Honeywerr e O. Rippie, The action of iletin (insulin) in the blood sugar 
of pigeon, « Proc. Soc. of exper. Biol. Med.», 1923, 20, 248. 

(5) E. ABDERHALDEN e E, WerruHeimer, Ueber den Einfluss der Ernahrung auf die 
Wirkung des Insulins, « Pfliger’s Arch.», 1924, 203, 439. 

(6) A. Sorpettt, B, A. Houssay e P. Mazzocco, Action comparée de V insuline sur 
diverses espices animales, «C, R. Soc. Biol.», 1923, 89, 744. 

(7) V. Zacami, Contributo alla conoscenza dell’azione dell’insulina necli uccelli, « Boll. 
Soc. It di Biol. Sper.», 1927, 2, 541. 

(8) V. Zacamt, Contributi alla conoscenza dell’azione dell’ insulina con particolare ri- 
guardo alla sindrome ipoglicemica, « Arch. Fisiol.», 1930, 28, 339. 

(9) V. Zacami, Effetti dell azione associata ‘ella morfina e dell’insulina, « Fisiol. e 
Medics) 81032. Tense 

Go) G. anno Sullazione dell’ insulina nei colombi digiunanti, « Boll. Soc. It. di 
Biol. Sper. », 1927, 2, 545. 

(11) L. Luctant, Fisiologia dell’womo, Soc. Editrice Libraria, 52 ed., 1921, vol. V, cap. I. 


tando su colombi normali, pur potendosi presumere che dovesse esistere, 
anche per tali animali, un limite estremo di resistenza: i medesimi risul- 
tati ottenuti da V. Zagami, forzando le dosi, per altri uccelli, inducevano 
a ritenerlo. 

Ci siamo proposti pertanto di accertare con le presenti indagini, se, 
impiegando dosi superiori a quelle iniettate dagli Autori citati, fosse possi- 
bile anche pel colombo, raggiungere e stabilire il limite convulsivante. 

Abbiamo sperimentato su parecchi colombi; ma, tralasciando le prove 
preliminari, qui ci limiteremo a riportare i dati relativi a quattro soltanto 
di essi, che, per aver ricevuto le dosi di insulina pit elevate, rappresentano 
i casi pil importanti e dimostrativi. Si sono utilizzati colombi tutti a svi- 
luppo completamente raggiunto, in ottime condizioni di nutrizione e di sa- 
lute. L’insulina, da noi usata, é stata la Meister—Lucius, che si € sommi- 
nistrata per via intramuscolare, iniettandola nei pettorali. Si & associato lo 
studio delle variazioni del tasso glicemico, prelevando il sangue per puntura 
dalie vene dell’ala, e dosandovi il glicosio col 2° micrometodo di Bang, 
con gli opportuni accorgimenti da V. Zagami “) altrove descritti. Abbiamo 
precisamente cosi sperimentato: 

In un primo colombo, normale, abbiamo iniettato in una sola volta 
160..W cl. di susulina:(patt-a3237U.°Cl’ prov chilo). 

In un secondo colombo, digiuno da 10 giorni, con perdita percentuale di 
peso del 20°/,, ma non ancora in fase patologica di digiuno, abbiamo sommi- 
nistrato in una sola volta 50 U. Cl. di insulina (pari a 125 U. Cl. pro chilo). 
In questo stesso animale, in una successiva esperienza, dopo un digiuno di 
22 giorni, con una perdita percentuale di peso del 30 2/. , sicuramente in fase 
patologica di digiuno (cioé nelle stesse condizioni sperimentali, nelle quali 
G. Martino, come sopra é riferito, ottenne convulsioni con dosi moderate 
di insulina) abbiamo iniettato 2 U. Cl. (pari a 5,7 U. Cl. pro chilo), 

In un terzo colombo normale, per poterci mettere nella possibilita di 
aumentare gradualmente la dose fino ad un limite da noi reputato conclu- 
sivo, abbiamo iniettato insulina frazionatamente, praticando alla distanza 
di un’ora Puna dall’altra quattro iniezioni di insulina: la prima di 60 U. Cl. 
(pari a 154 U. Cl. pro chilo), la seconda di 40 U. Cl. (complessivamente 
con la precedente pari a 257 U. Cl. pro chilo), la terza di 60 U. Cl. (com- 
plessivamente con le precedenti pari a 411 U. Cl. pro chilo) e la quarta 
di 4o U. Cl. (in tutto 200 U. Cl., pari a 513 U. Cl. pro chilo). 

Infine in un quarto colombo, normale, abbiamo invece iniettato 200 U. Gi 
di insulina (pari a 526 U. Cl. pro chilo) in una sola volta, e ciO per ac- 
certare se la precedente dose, somministrata massivamente, avesse lo stesso 
effetto che frazionatamente. 

Riassumiamo nella annessa tabella schematicamente i risultati ottenuti. 


(1) V. Zacamt, Sulle modificazioni del tasso glicemico per effello della stricnizzazione, 
«Boll. Soc. It. di Biol. Sper. », 1927, 2, 320. 
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Le due prime esperienze, nelle quali la dose di insulina di 323 U. Cl. pro 
chilo, iniettata al primo colombo normale, come quella di 125 U. Cl. pro 
chilo, iniettata al secondo digiunante (con perdita percentuale di peso del 20 °/0), 
& stata perfettamente tollerata, non provocando neppure astenia, nonostante 
il marcato abbassamento del tasso glicemico, ci sembrano confermare e ancor 
pi avvalorare la constatazione gia fatta, della notevole resistenza di tale 
animale a presentare convulsioni insuliniche. Ma, in base al risultato delle 
esperienze 4* € 5%, in cui siamo riusciti a provocare fenomeni convulsivi 
da insulina in due colombi normali, cioé in uno iniettando 513 U. Cl. pro 
chilo, frazionatamente, nell’ altro 526 U. Cl. pro chilo, in una sola volta 
massivamente, dobbiamo anche concludere che tale insulino-resistenza non 
deve essere intesa in senso assoluto, ma solo in senso relativo: la differenza 
di comportamento del colombo rispetto agli altri animali, e anche rispetto 
agli altri uccelli esplorati, ¢ solo di grado. Molto dimostrativo in proposito 
ci sembra particolarmente, anche da solo, il caso del colombo terzo, che, 
trattato con insulina, frazionatamente in quattro volte, sopportd completa- 
mente senza nessun disturbo, fino alla terza iniezione, ]a dose complessiva 
di 160 U. Cl. (pari a 411 U. Cl. pro chilo), e present fenomeni convul- 
sivi soltanto dopo la quarta iniezione, quando cioé fu raggiunta la dose com- 
plessiva di 200 U. Cl. (pari a 513 U. Cl. pro chilo). 

Il comportamento inoltre del secondo colombo, che, dopo avere nella 
2* esperienza tollerato 125 U. Cl. pro chilo in un periodo del digiuno pre- 
cedente la fase patologica, ha invece presentato nella 3* esperienza, in fase 
patologica, convulsioni con la dose di sole 5,7 U. Cl. pro chilo, conferma 
pienamente le sopracitate osservazioni di G. Martino, e concorda con altre 
nostre ricerche, che saranno a suo tempo riferite altrove. 

I fenomeni convulsivi, osservati in tre dei quattro colombi esplorati, 
sono stati costantemente preceduti da un netto periodo preconvulsivo, in cui 
animale era in profonda astenia, colla carena appoggiata al suolo, con le 
ali cadenti e inattive al volo, con paresi degli arti inferiori, con eli occhi 
semichiusi e le penne arruffate; e si sono poi sempre presentati come at- 
tacchi violenti, che si sono tipicamente pit volte ripetuti, accompagnati da 
opistotono, iperestensione degli arti inferiori, dispiegamento completo e mo- 
vimento rapido a ventaglio delle ali, con codrione eretto, e becco aperto, 
come per gran bisogno d’aria. 

Dello studio del decorso della glicemia, nelle due ultime esperienze, 
ci sembra apparir chiaro che Vesplosione delle convulsioni, come ebbe a 
concludere V. Zagami “), in base a ricerche su conigli e ratti, non tanto di- 
pendente dal grado di abbassamento del tasso glicemico, quanto invece dalla 
persistenza dell’abbassamento stesso ad un livello relativamente basso: cio 


(1) V. Zacamt, Effetti dell’azione associata della mor fina e dell’ insulina, «Fisiol. e Medic. », 


1932, 1p4 15. 
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& confermato specialmente dal risultato della nostra 4* esperienza (terzo co- 
lombo). 

Questi fatti ci sembrano sufficienti a far ritenere, che il colombo é 
dotato in condizioni normali di una spiccatissima insulino-resistenza, senza 
dubbio la pid alta dimostrata dagli uccelli finora esplorati, ma non tale tut- 
tavia da non potersi vincere con dosi adeguate di insulina, che a noi risul- 
tano di poco superiori alle 500 U. Cl. pro chilo, siano esse iniettate in una 
sola volta o frazionatamente. 
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— «Sur les equations fonctionnelles liné- 


aires d’ordre infini». Ip. 871. 

— «Su una classe notevole di equazioni dif 
ferenziali del 2° ordine non lineari. — 
I. Preliminari e riduzione al 1° ordine ». 
LAMPARIELLO G, 284. 


— «Su una classe notevole di equazioni dif- 


ferenziali del 2° ordine non lineari. - 
II. Comportamento analitico — sviluppi 
risolutivi». Ip. 386. 

— «Sulle soluzioni stazionarie dei sistemi 
pfafhani. - I. Generalita e richiami ». 
Levi-Crvira T. 261. 


— «Sulle soluzioni stazionarie dei sistemi 


pfafhani. - II. Il caso pit: significativo ». 


Ib. 369. 


— «Sur une classe de plans quadruples ». 


Lisots P. 788, 867. 


— «Sulla risoluzione delle equazioni ricor- 


renti, lineari, d’ordine finito e a coeffi- 
cienti costanti». MAmBRIANI A. 16. 


— «Considerazioni sul Calcolo vettoriale 


assoluto in una V3 e sui tensori doppi 
a divergenza unica». MANARINI M. 301. 


— «Sullequazione differenziale di Riccati 


e su qualche risultato di Geometria dif- 
ferenziale ». Minetti S. 33, 65. 


an 
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Matematica. — «Sulla flessione delle 


superficie rigate». MYLLER A. 74. 
«Sulle condizioni di Saint-Venant in 
una Vn qualsivoglia ». Pararini A. 466. 
«Cumulanti multipli». Rey Pastor J. 
566, 772. 
«Sopra le equazioni m-armoniche non 
lineari a due variabili indipendenti. - 
I. La funzione m—armonica di Green nel 
caso di cerchio». RosENBLATT A. 212. 
«Sopra le equazioni m-armoniche non 
lineari a due variabili indipendenti. - 
Il. Esistenza delle soluzioni nulle colle 
derivate normali al contorno nel caso 
di un cerchio». Ip. 306. 
«Sopra una certa algebra reale del 4° 
ordine ». Scorza G. 532. 
«Sugli integrali di differenziali binomii ». 
SEGRE B. 279. 
«Sui moduli delle superficie algebriche 
irregolari». Ip. 488. 
«Le involuzioni razionali sopra una su- 
perficie come serie di equivalenza: Pro- 
prieta preliminari». Nota I. Severr F. 
751 
«Le involuzioni razionali sopra una su- 
perficie come serie di equivalenza: loro 
gruppi jacobiani virtuali». Nota II. Ip. 


754: 
«Sulla formula di Parseval». SEVE- 


RINI C. 494, 546. 

«Sulle serie doppie di funzioni ortogo- 
nali e normali». Ip. 788, 845. 
«Intorno ad un’algebra reale a 4 unita». 
SpAMPINATO N. 619, 694. 

«Di una nuova variabile ipercomplessa 
interessante la teoria dell’elasticita ». 
Nota I. Soprero L. 77. 

« Alcuni teoremi della teoria delle fun- 
zioni ipercomplesse ». Nota II. Ip. 135. 
« Applicazione degli ipercomplessi ai pro- 
blemi di elasticita piana ». Nota HI. Ib. 
479: 

«Il teorema dei seni per i triangoli trac- 
ciati sopra una superficie ». TONOLO A. 
494, 546. 

«Sulla integrazione delle successioni ri- 
correnti del secondo ordine, lineari ed 
omogenee ». Toscano L. 849. 

« Sulle ipersuperficie iperalgebriche ». 
Vitra M. 483. 


Matematica. — «Su un problema del 
calcolo delle probabilita». Wick G, C. 
Pah 


Meccanica. — «Considerazioni sulla re- 
sistenza indotta di un’ala portante». 
Crocco G. A. 8. 

— «Sul “ fuoco” di un biplano». Ip. 127, 
669. 

— «ll concetto di “ fuoco’ 
dei velivoli». Ip. 267. 

— «Sulla propagazione delle onde sismiche». 
E1naupr R. 33. 

— «Sulla propagazione di onde elastiche su- 
perficiali». Ip, 222. 

— «Sul problema di Cauchy relativo a onde 
elastiche superficiali». ID. 311. 

— «Onde di discontinuita collegate a vibra- 
zioni elastiche superficiali». Ip. 314, 394. 

— «Sopra una soluzione particolare delle 
equazioni del moto di un solido pesante 
intorno ad un punto fisso ». Faspri M.R. 
314, 407. 

— «Sopra un particolare movimento di un 
solido pesante intorno a un punto fisso 
(Limiti di variabilita) ». ID. 495. 

— «Sui coni di Poinsot in una particolare 
rotazione dei solidi pesanti». Ip. 872. 

— «Integrazione delle equazioni indefinite 
della meccanica dei sistemi continui ». 
Nota I e Il. Finzi B. 578, 620. 

— «Leggi del movimento planetario ein- 
steiniano». Garcia G. 634, 874. 

— «Correzione einsteiniana del tempo nel 
movimento planetario». Ip. 634. 

— «Sulleccentricita dell’ orbita nel pro- 
blema dei due corpi di massa variabile». 
Nota I e IJ. Grarri D. 144, 228. 

— « Sulle oscillazioni periodiche d’un sistema 
dinamico». Lewis D. C. Jr. 151, 234. 

— «Azioni dinamiche esercitate da una cor- 
rente traslocircolatoria sopra un profilo 
ipocicloidale con n cuspidi». Masort! A. 
708, 789. 

— « Assetto definitivo della teoria dinamica 
della turbolenza. Marriott G. D. 572. 

— «Sulle equazioni della meccanica dei 
mezzi isotropi non euclidei». PAsTORI M. 
566. 

— «Gruppi di onde elettromagnetiche in 
mezzi anisotropi». Psrerri G. 624. 

— « L’équation ondulatoire d’un corps a 


> 


nella stabilita 


— 908 — 


masse variable. Application 4 la radio- 
activité». PLAcINTEANU J. J. 629. 

Meccanica. — «Sur le mouvement d’un 
point matériel sur une surface conique 
fixe», PyLARINos O. 704. 

— «Corrente traslocircolatoria che investe 
una lamina bilatera». Sona L. 238. 

— «Azioni dinamiche di una corrente tra- 
Slocircolatoria che investe una lamina 
bilatera». Nota II. Ip. 314, 4or. 

— «Un’interpretazione intuitiva del rotore 
e della condizione d’irrotazionalita», 
Trico! F, 399. 

Mineralogia. — «L’uso del prisma per 
la determinazione degli indici principali 
di rifrazione nei cristalli », Nota I e Il. 
CavinaTo A. 640, 812. 


P 


Personale Accademico. 


363. 


Premi in corso di assegnazione. — 
443. 

Presentazione di libri. — 61, 363, 516, 
661, 828. 

Presentazione di Note e Memorie. 
7 Offs TOs es OAnmC TO, OOT MODE 
Presentazione di plichi suggellati. 

— 61, 191, 364, 516. 


R 
Relazioni di Commissioni. — 364. 
661, 828. 
Zz 


Zoologia. — «Dell’esistenza di una grande 
ghiandola sebacea nel condotto uditivo 
esterno dei muridi nostrali». ROLAND J. 
123. 


Bey ERRATA-CORRIGE AL VOLUME XIX. 7 a. 


Md ee k ye 7 
¥ A p. 128, nella nota (2) a pié di pagina della Nota di G. A. Maccr, invece di Vol. X VIL, a 
f. serie 6°, fasc. 9, p. 335 leggere Vol. XIX, serie 6°, fasc. 3, p. 159. pe Py: ane 
E A p. 252, riga 22 della Nota di G. Craccto, invece di lunghezza fra i 62 € 63 millimetri ie Wee? 
a legeere lunghezza fra i 32 e€ 33 millimetri. 2 
4 pte atel air ; 
; A p. 460, nella tabella della Nota del Corrisp. L. Campr e A. CaGnasso, invece di x -108 aoe 
a ; leggere X01 108 i f ‘ %, 
; ; i 
a Me 
4 es 
i 
i: 
a o 
ix aaa 
“% les - 4 
\ 
* mM 


